1. BEWEGUNGEN DER ABSOLUTEN EBENE

1.1. Bewegungen der Geraden. Jede Bewegung h : R — R hat die
Form h(t) = to £ t. Die Abbildung h(t) = to + t ist die Translation
um ty. Die Abbildung h(t) = to — t ist die Spiegelung um den einzigen
Fixpunkt 2 = h(%). Die Bewegung h ist durch die Bilder von 2
Punkten eindeutig bestimmt.

Ist E eine absolute Ebene, m C FE eine Gerade und h : m — m
eine Bewegung der Geraden, so gibt es genau zwei Bewegungen g; o :
E — FE, deren Einschrankung auf m mit h tibereinstimmt. Es gilt
go = Smogr = g1 08S,,. Die Bewegung ¢; schickt jede m-Halbebene
auf sich und gy vertauscht sie. Die Bewegung g; schickt jeden Punkt @)
auf den eindeutigen Punkt @ in derselben Halbebene, so dass fiir die
jeweiligen FuBpunkte P und P auf m die Gleichungen g(P) = P und

PQ = PQ gelten.

1.2. Allgemein. Sei E eine absolute Ebene. Bezeichne mit G die
Gruppe aller Bewegungen von E. Die Gruppe ist eine disjunkte Vere-
inigung G = GTUG™, wobei G* die Teilmenge aller eigentlichen (=di-
rect) bzw. aller uneigentlichen (=indirect) Bewegungen bezeichnet.

Wir erinnern uns: jede Bewegung ist eine Komposition von hochstens
drei Spiegelungen an Geraden. Jede Bewegung, die einen Punkt fixiert
ist eine Komposition von hochstens 2 Spiegelungen. Eine Bewegung ist
eigentlich genau dann, wenn sie ein Produkt von einer geraden Anzahl
von Spiegelungen ist.

1.3. Mit Fixpunkten. Zunachst untersuchen wir Bewegungen g € G
die einen Punkt O festhalten. Dann ist g ein Produkt von hochstens 2
Spiegelungen. Ist g uneigentlich, so muss ¢ eine Spiegelung sein.

Sei nun ¢g(O) = O und g eigentlich. Fiir jedes A # O € E und
A = g(A) gilt OA = OA. Sei a = LAOA. Da g alle Winkel erhilt,
gilt fiir jedes andere B # O € E:

4ABOB = {BOA+ £AOA + £AOB = «

D.h. der Winkel o héngt nicht von A ab und ist durch g eindeutig
bestimmt.

Die entsprechende durch O und a eindeutig bestimmte Bewegung
heifit die Drehung um den Punkt O um den Winkel a.

Insbesondere ist das Produkt von zwei Spiegelungen g = S, o 5,
mit O € [y Ny eine Drehung um einen Winkel ov. Wahlt man A € [,
so sieht man, dass a der doppelte Winkel zwischen [; und [ ist. Man
beachte, dass es nicht auf die Wahl der Strahlen in [;, wohl aber auf

die Reihenfolge der /; ankommt.
1



1.4. Ohne Fixpunkte mit invarianten Geraden. Sei g € G eine
Bewegung ohne Fixpunkte und sei m eine Gerade mit g(m) = m. Dann
ist die Einschrankung von g auf m eine Translation. Die Bewegung
g ist eigentlich bzw. uneigentlich genau dann, wenn sie die beiden
Halbebenen von m erhalt bzw. vertauscht. Ferner ist g durch die
Einschrankung auf m und die Zugehorigkeit zu G bzw. G~ eindeutig
festgelegt.

Die eigentliche Bewegung gt heiit die Verschiebung entlang der
Achse m und die uneigentliche Bewegung ¢~ = g™ 0.5, heifit die Gleit-
spiegelung entlang m.

1.5. Uneigentlicher Fall. Sei g eine uneigentliche Bewegung ohne
Fixpunkte. Wir zeigen, dass es eine Gerade m mit g(m) = m gibt.
Sonst ist fiir alle Punkte A € E der wohldefinierte Winkel ZAg(A)g?(A)
weder der Nullwinkel noch der gestreckte Winkel. Wegen der Stetigkeit
hatte dann ZAg(A)g*(A) ein und dasselbe Vorzeichen fiir alle A € E.
Aber g vertauscht das Vorzeichen von ZAg(A)g?(A) und Zg(A)g*(A)g*(A).

Zusammen mit vorherigen Uberlegungen erhalten wir:

SATZ 1.1. Jede uneigentliche Bewegung einer absoluten Ebene ist en-
tweder eine Spiegelung oder eine Gleitspiegelung.

1.6. Bewegungen der Euklidischen Ebene. Nun konnen wir den
folgenden Satz leicht beweisen:

SATZ 1.2. Jede Bewegung der Fuklidischen Ebene ist eine Drehung,
eine Verschiebung, eine Spiegelung oder eine Gleitspiegelung.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass eine eigentliche Bewegung ¢ ohne
Fixpunkte eine invariante Gerade m besitzt. Aber g kann man als
g = 5y, 05), darstellen. Da g keine Fixpunkte besitzt, miissen /; und /s
parallel (und verschieden) sein. Jedes m mit m L [; ist auch senkrecht
auf ly. Deswegen g(m) = m. O

Man kann die verschiedenen Bewegungen geometrisch charakterisieren.
Nur einige Beispiele:

1) g € G ist eine Drehung um einen von Null verschiedenen Winkel
genau dann, wenn fiir keine Gerade m ihr Bild g(m) parallel zu m ist.

2) g € G ist eine Verschiebung genau dann, wenn fiir jede Gerade m
das Bild g(m) parallel zu m ist.



