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Einleitung






Chapter 1

Einfiihrung: Nullstellen,
Polynome, die Diskriminante

1.1 Einleitung

Dieses Kapitel ist eine Zusammenstellung von mehren Resultaten, die teil-
weise aus der Algebra- / Zahlentheorievorlesung bekannt sein sollten. Es
seien hier erwahnt der Abschnitt iiber symmetrische Polynome, die Diskrim-
inante und der Zusammenhang mit der Resultanten. Abschnitte sind inspiri-
ert durch die entsprechenden Ausfithrungen in dem Buch Algebra von van
der Waerden respektive dem Buch Algebra von Lang.

1.2 Polynome vom Grad 0, 1, 2 und 3
Gegeben sei ein Polynom P(z) € R[z| mit reellen Koeffizienten:
P(z) = ap2™ + ap 2™t + ..+ a1 + ap. (1.1)
Gesucht sind die (reellen) Nullstellen des Polynoms. Der einfachste Fall
P(z) = ag

ist sofort 16sbar. Entweder ag # 0, dann hat das Problem keine Losung, oder
P(z) = 0, womit die Losung trivial wére. Ist

P(z) = a1z + ay,
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mit a; # 0, dann hat das Polynom genau eine Losung: x = —Z—(l’. Ist
P(z) = ap2® + a1z + ag
mit as # 0, dann sind die Nullstellen

—ay + /a2 — 4asay

Ty = (1.2)

2a2
Den Ausdruck
A(P(z)) = a] — 4asag (1.3)
nennt man auch die Diskriminante des Polynoms. Ist A(P(z)) > 0, so hat
das Polynom zwei verschiedene reelle Nullstellen. Ist A(P(z)) = 0, dann hat
das Polynom nur eine reelle Nullstelle, ist A(P(z)) < 0, so hat das Polynom
keine reelle Nullstelle, aber zwei verschiedene komplexe Nullstellen.
Falls P(z) = azz®+asz?+a1x+ag oder P(x) = asxt+asz®+asz®+az+ag
mit a3 # 0 respektive ay # 0, dann gibt es vergleichbare, aber wesentlich
kompliziertere Ausdriicke fiir die Nullstellen des Polynoms.

Beispiel 1.2.1 Betrachten wir als Beispiel ein Polynom dritten Grades in
der vereinfachten Version, durch Substitution kann man eine reelle Gleichung
dritten Grades auf diesen Fall reduzieren:

P(z)=2"+pr+q=0.

Man definiert als Diskriminante A(P(z)) = —4p® — 27¢* und setzt A :=
— 15 A(P(2)) = (£)? + (§)3. Weiter setze:

&'

u=4\/—1+ A e1=—3 + 1V,
v={ 4= VA, &=-1-L3
Dann ergeben sich die drei Losungen der reduzierten Form als
T1=u-+v
Lo = UE + VE9
T3 = UE9 + VEq
Wieder hangt das Losungsverhalten vom Vorzeichen der Diskriminante ab:
A(P(z)) > 0: Es gibt drei unterschiedliche reelle Losungen.
A(P(z)) = 0: Es gibt entweder eine doppelte reelle Losung und eine einfache
reelle Losung oder eine dreifache reelle Losung.

A(P(z)) < 0: Es gibt genau eine reelle Losung und zwei echt komplexe
Losungen.
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1.3 Der allgemeine Fall und die Diskriminante

Ist der Grad des Polynoms deg P(z) > 5, d.h. in (1.1) gilt a,, # 0 und n > 5,
dann wissen wir aus der Algebravorlesung (Galois-Theorie), dass es keine ex-
plizite Formel geben kann, die die Nullstellen eine Polynoms in Abhéngigkeit
von seinen Koeffizienten durch sukzessives Wurzelziehen ausdriickt.

Was kann man trotzdem noch im allgemeinen Fall sagen? Der Fundamen-
talsatz der Algebra besagt, dass jedes nicht konstante Polynom mindestens
eine Nullstelle hat. Per Induktion zeigt man: Jedes Polynom mit reellen
(oder komplexen) Koeffizienten 148t sich schreiben als

P(x) = ap(x—b1)" (x—by)"™ - - - (x—by)™ mit nq,...,n, > 1 und b; # b;Vi # j.

Diese Schreibweise ist eindeutig (bis auf Reihenfolge). Die Nullstellen des
Polynoms sind die (moglicherweise) komplexen Zahlen by, ..., b;. Die Potenz
n; wird die Multiplizitdt der Nullstelle b; genannt. Hat P(z) reelle Koef-
fizienten, so ist eine Nullstellen entweder eine reelle Zahl, oder, wenn b; eine
Nullstelle ist mit b; ¢ R, dann ist b; auch eine Nullstelle.

Ist P(z) vom Grad zwei oder drei, so haben wir gesehen: die beiden
Nullstellen sind verschieden dann und nur dann wenn fiir die Diskriminante
gilt A(P(x)) # 0.

Der Begriff der Diskriminante kann verallgemeinert werden wie folgt: Sei
P(r) = apa™ + a,_12" ' + ... + ayx + ag ein Polynom vom Grad n (also
a, # 0) mit komplexen Koeffizienten. Dann kann man P(z) schreiben als

P(z) = ap(x — x1)(x — x9) -+ - (x — ),

wobei wir diesmal nicht voraussetzen, dass die Nullstellen z4,...,z, paar-
weise verschieden sind. Der Ausdruck

A(P(x)) = ay' (21 — x2)* (21 — x3)% - (21 — @) (29 — 23)% - (201 — 20)°
wird die Diskriminante des Polynoms P(x) genannt.

Beispiel 1.3.1 Sei P(z) = a2 + ez + ag = ag(x — x4 )(z — z_), aus (1.2)
erhalt man:
A(P(z)) = aj(zs —2_)
. a2(—a1+\/a%—4a2a0 . —a1—\/a%—4a2ao )2
= a3

2a9 2a2
= a2 — 4asay,

man erhélt somit den Ausdruck aus (1.3) wieder zuriick.
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Eigenschaften der Diskriminante

e Offensichtlich gilt: A(P(x)) # 0 ist dquivalent zur Aussage: alle Null-
stellen sind paarweise verschieden.

e Sind alle Nullstellen reell, dann gilt A(P(z)) > 0.

e Selbst wenn man annimmt P(r) € R[z], die Umkehrung gilt im Allge-
meinen nicht: Sei P(x) = z* + 4. Dann sind die Nullstellen (Ubung)
+1 44, und fiir die Diskriminante gilt:

A(P(z)) = 1((1+4) — (1—-12))*((1
(1+) - (-1 —igg

= 16384,

A(P(x)) ist also reell und positiv, obwohl keine der Nullstellen reell ist.

Man nennt ein Polynom P(z) € C[z] generisch, wenn alle seine Nullstellen
paarweise verschieden sind, also wenn gilt A(P(x)) # 0. Die Frage ist: kann
man die Eigenschaft verifizieren OHNE die Nullstellen auszurechnen?!

1.3.1 Symmetrische Polynome

Erinnern wir an den Hauptsatz tiber symmetrische Polynome. Sei G,, die
symmetrische Gruppe und sei R der Ring C[yy, ya, . . ., ys]. Die symmetrische
Gruppe operiert auf R durch

Gn X R — R, (T,f(g/l, . ,yn)) — Tf = f(yT(l), . 7y7—(n)>-

Ein Polynom f € R heifit symmetrisch falls gilt f = 7f fiir alle 7 € &,,. Ein
paar Beispiele:

Beispiel 1.3.2 Die elementarsymmetrischen Polynome: diese Polynome sind
die Bahnensummen der Monome ;- --y;, i = 1,...,n:

® 01 =Y+ ... +Yn,
® 0o =Y1Yo+ ... +Y1Yn +Y2U3 + oo + Yn21Yn,
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® Op :=MY1Y2- " Yn-

Theorem 1.3.1 Zu jedem symmetrischen Polynom f € Cly, ..., yn] gibt es
genau ein g € Clyy, ..., y,| mit f = g(o1,...0,).

Beweis. Der Beweis verlauft konstruktiv:

i) Fir a = (aq,...,0,) € Z2%, schreibt man einfach y* statt y ---yo».
Man nennt das Tupel o auch das Gewicht des Monoms y®. Wir ordnen die
Gewichte lexikographisch, d.h.,

a>pB+=dl<i<n:a;=p,...,01=Fi1,0 > 5.
respektive homogen lexikographisch, d.h.,

Doy i > o Bis
a>p <= oderd "  a; =" [ and
N <i<n:iog=p5,...,qi-1 = fic1,; > fi.

i) Sei nun « das homogen lexikographisch maximale in f auftretende Gewicht,
und damit f = ay®+ ..., mit a # 0. Dann gilt wegen der Symmetrie von f,
dass fiir alle 7 € &,, auch y*" mit a” = (Q,(1), ..., Xr(n)) ein Monom in f ist.
Diese Monom kommt mit dem gleichen Koeffizienten a wie y® vor. Wegen
der homogen lexikographischen Ordnung folgt somit oy >pp ... >pe . Wir
konnen demnach die folgende Differenz bilden:

fii=f—aoy o g% =byf fey? ...

wobei in der homogen lexikographische Ordnung gilt: « >0 8 >pe v >ne - - -

Zu einem gegebenen a € ZZ%, gibt es nur endlich viele 8 € Z%, mit
B <pe . Wiederholt man die Prozedur, so erhilt man in jedem Schritt
ein neues Polynom, dessen homogen lexikographisch maximales auftretendes
Gewicht echt kleiner ist als das im vorherigen Polynom. Nach endlich vielen
Schritten erhalten wir als Differenz das Nullpolynom, was die behauptete
Existenz eines Polynoms g mit f = g(o4,...0,) beweist.

I"Jbung 1.3.1 Zeigen Sie:

20y + y3 + y3) — 3(yiye + viys + vivi + vivi + yiys + yayl)
= 20:1)’ + 1503 — 90109.
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iii) Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Zur Erinnerung: Polynome hy,
covy hy € Clya, . .., yn] heiflen algebraisch unabhénging iiber C falls fiir jedes
beliebige Polynom ¢ € Clzy,..., z,] — {0} gilt ¢(hy,...,h,) # 0. Man kann
es auch anders formulieren: die Monome h{™ -+ hy"* in den h;, j =1,...,p,
bilden eine iiber C linear unabhangige Teilmenge in R. Die Eindeutigkeit
von g folgt also sobald wir gezeigt haben, dass die elementarsymmetrischen
Funktionen algebraisch unabhanging sind.

Sei also q(z1,...,2,) € Clzy,...,2,] — {0}, und sei @ € Z" maximal in
der lexikographischen Ordnung, so dass das Monom

Qar—ag Q2—Qa3 | 0n
rZy 29 Zn

als Summand mit Koeffizient ungleich 0 in ¢ auftaucht. Anders gesagt, zu
zk = zfl <o 2k assozitere ay = (i, ..., ) mit o =k + ..+ Ky, g =
ko+...+kn, ..., a, = k,. Man wihlt in ¢(z1, ..., z,) das Monom zX aus, so
dafB der Koeffizient ungleich 0 ist und oy maximal in der lexikographischen
Ordnung.

Setzt man nun in ¢(oq,...,0,) die elementarsymmetrischen Funktionen
ein, dann taucht das Monom y®k genau einmal auf mit einem Koeffizien-
ten verschieden von 0. Wegen der dieses der Maximalitit beziiglich der
lexikographischen Ordnung kann es sich nicht wegheben. Insbesondere gilt:
q(o1,...,0,) # 0, die elementarsymmetrischen Funktionen sind also alge-

braisch unabhanging. °

Was bedeutet das nun fiir die Diskriminante? Wenn man
P(r) = an(z —21)(x = 22) -+ (€ — @),
ausrechnet so erhalt man:
P(z) = ap(2" — oy(z1,. .., z0)2™ 4+ (=D 0 (21, .., 1)),

Die Koeffizienten von P(x) erhélt man aus den Nullstellen (bis auf den Faktor
a,) indem man die Nullstellen in die elementarsymmetrischen Funktionen
einsetzt. Weiter ist die Diskriminante:

A(P(x)) = a3 (21 — x2)* (21 — x3)" -+ (11 — @) * (22 — 23)% -+ (201 — 7))’

ein symmetrischer Ausdruck in den Nullstellen (deswegen tiberall die Quadrat-
potenz, sonst gébe es sicher Vorzeichenwechsel!), wir wissen also nach Theo-
rem 1.3.1, dass es ein Polynom ¢(yi,...,y,) gibt mit

A(P(x)) =glo1(x1, ..., 2n), ooy on(Tr, .oy ).
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Da
Up1 = —p01(T1, ..., X)), Qg = A0 (T1, ., Tp), ooy G0 = AnOp(T1, ..., Tp),

folgt: es gibt ein Polynom §(y1,...,ys), so dass

A(P(2)) = g(22=t, . 20,

an " an

Das ist schon fast das, was man gerne hétte: die Diskriminante als Polynom
in mehreren Variablen, in die man nur die Koeffizienten einsetzen braucht
um A(P(z)) auszurechnen.

Proposition 1.3.1 Es gibt ein Polynom §(yn, ..., y1,%), so dass gilt

A(P(x)) = g(an, - .., ap).

Beweis. Wer sich gefragt hat warum der Faktor a?*~2 in der Definition der

Diskriminante auftaucht, der wird es jetzt verstehen. Der Ausdruck
(1 — 29)* (21 — 23)% -+ (21 — 20)* (w2 — 23)* - (Tp1 — ) (1.4)

ist bereits symmetrisch, es gibt also ein Polynom ¢i(yi,...,yn), so dass
g1(o1,...,0,) gleich dem Ausdruck in (1.4) ist. Wie oben folgt dann:

~ An—1 Qo

1.4) = e, —

( ) 91( a ) ) an)
Es folgt:

A(P(2)) = a2 (14) = a2 (2=, 220),
Qn Qn

und wir iiberlassen es als Ubung zu zeigen: der letzte Ausdruck ist ein poly-
nomialer Ausdruck in aq, ..., a,, d.h., es gibt ein Polynom §(y,,. .., yo) mit
A(P(x)) = g(ap, ..., ap). o

Es bleibt noch die Frage: Wie berechnet man diese Polynom g(y,, ..., vo)?

1.4 Die Resultante zweier Polynome

Definition 1.4.1 (Sylvester-Matrix, Resultante) Zu zwei Polynomen f =
Yot gaxt und g = Y " b’ vom Grad n bzw. m, bezeichnet man folgende
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(m + n) x (m + n)-Matrix, gebildet aus den Koeffizienten von f und g, als
Sylvester-Matriz der beiden Polynome:

ap Qp—1 -.. ag O 0
0 ay, a1 ag 0
: : 0
0 0 a
S(f> g) = by b1 OO (1 5)
0 b, 0
0 0 R 7

(die m ersten Zeilen aus den a; wie angegeben, danach n Zeilen gebildet aus
den b;). Die Determinante der Matrix heifit die Resultante von f und g:

Res(f,g) = det(5(f, g))-

Ubung 1.4.1 Manchmal findet man auch folgende Definition fiir die Sylvester-
Matrix:

apg ai ... Qp 0O ... 0
0 a ... ap_1 a, ... O
Do : : 0
~ 0 0 ... ... ... ... a,
e T O (1.6)
0 b 0
0 O b

Zeigen Sie: det(S(f,g)) = xdet(S(f,9)).

Beispiel 1.4.1 Sei P(z) = az?® + bx + ¢ ein reelles Polynom vom Grad 2.
Dann gilt

a b c
Res(P(x), P'(x)) = det| 2a b O
0 2a b
= ab® + 4a’*c — 2ab*
= —a(b?® — 4ac)

= —aA(P(z)).
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Woher kommt die Sylvester-Matrix? Die Frage, die hinter dieser Matrix
steckt, ist die folgende: Haben f(z) und g(x) einen gemeinsamen nicht-
konstanten Teiler ¢

Angenommen es gibt ein nicht konstantes Polynom ¢(z) € C[z] mit
f(z) = ¢(x)k(x) und g(z) = ¢(z)h(x), dann folgt:

f(@)h(x) = g(z)k(z). (1.7)

Andererseits, gegeben seien nicht-konstante Polynome h(z), k(x) mit der
Gradbedingung deg h(x) < degg(z), degk(x) < deg f(x), die eine Lésung
von (1.7) ergeben. Dann betrachten wir eine Primfaktorzerlegung der rechten
und der linken Seite. Insbesondere, alle Primfaktoren von g(x) miissen auf
der linken Seite (mit gegebenfalls entsprechenden Vielfachheiten) vorkom-
men. Da aber degh(z) < deg g(x), muss mindesten ein Primfaktor von g(x)
auch als Teiler von f(x) vorkommen. Zusammengefafit haben wir:

Zu gegebenen Polynomen f(x) und g(z) hat (1.7) hat eine Lisung durch
nicht-konstante Polynome h(x),k(z) mit degh(x) < degg(x), degk(z) <
deg f(x) dann und nur dann, wenn f(x) und g(x) einen gemeinsamen nicht-
konstanten Teiler haben.

Um solche Polynome zu finden, machen wir den Ansatz h(z) = ¢, _12™ 1+
...+cound k(r) = —d,_12" ' — ... — dy. Dann fiihrt (1.7) zu einem System
von linearen Gleichungen:

anCm—1 = _bmdn—l
ApCm—2 + Ap_1Cp—1 = _bmdn—Q - bm—ldn—l
apco = —body

Nun kommt die zunéchst unmotivierte Vorzeichenwahl bei den Koeffizienten
von k(z) zum Zug, denn die linearen Gleichungen oben sind dquivalent zu
folgendem System von n + m homogenen Gleichungen:

AnCm—1 + bmdn—l
nCm—2 + Qp—1Cpm—1 + bmdn—Z + bm—ldn—l =

oo OO

anCo + bgdo =
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Fassen wir die ¢;,d; als Variablen auf, so kann man dieses System um-
schreiben in:
Cm—1

S(f, g)t ) d, 1 =0

Insbesondere hat (1.7) eine nicht-triviale Losung dann und nur dann wenn

Res(f,g) = det S(f,g) = 0. Oder, anders formuliert:

Proposition 1.4.1 Die Resultante Res(f, g) von f,g € Clx] ist genau dann
gleich Null, wenn f und g in C[x] einen gemeinsamen nicht konstanten Fak-
tor haben.

Bemerkung 1.4.1 Im Beweis wurde keine spezielle Eigenschaft des Korpers
C benutzt. Der Polynomring in einer Variablen (auch der in mehreren Va-
riablen) ist ein faktorieller Ring. Der Beweis der Aquivalenz der Frage “Haben
f(z) und g(x) einen gemeinsamen nicht-konstanten Teiler?” zu dem Prob-
lem Losungen von (1.7) zu finden und die entsprechende Umformulierung
des Problems in die Frage nach der Invertierbarkeit der Sylvester-Matrix
kann wortwortlich fiir Polynomringe in einer Variablen iiber einem beliebi-
gen Korper iibernommen werden. Insbesondere, Proposition 1.4.1 gilt fiir
C|x] fiir beliebige Korper.

1.4.1 Res(f,g) und die Nullstellen von f und g

Uber C zerfallen f und ¢ in Linearfaktoren, sei

flx) = an(r —a1)--- (2 = x)
9(x) = bmn(r—y1)- - (2 = Ym).

Proposition 1.4.2

Res(f,g) = ap by (1 —y1)(T1 — y2) -+ (21 — Ym) (T2 — Y1) -+ (T — Yim)-
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Beweis.  Bezeichne zunéchst das Produkt a;'by, [, ;(zi — y;) mit T, und
wir fassen die Nullstellen z;,y; als Variablen auf. Setzt man z; = y;, dann
verschwindet Res(f,g) da f und g dann einen gemeinsamen Linearfaktor
haben. Insbesondere folgt: (z; — y;) teilt Res(f, ¢), und damit folgt: T teilt

Res(f,qg).

["Ibung 1.4.2 Seih(xy,...,z,) ein komplexes Polynom in n Variablen. Wenn
h(z1,x1,as,...,a,) = 0 fir jede beliebige Wahl von ag, ..., a, € C, dann gilt
Ty — xo teilt h(x).

Als néchstes schauen wir uns die Grade von 7" und Res(f,¢g) in den a; und
bj an. Einmal ist g(z) = b, [[;(z — y;) und damit (es gibt n Nullstellenen

Z1,..., 2, von f)
n

T= G?HQ(%)- (1.8)

=1

Das gleiche Argument liefert
T = (=1)""by, [ [ f(w)- (1.9)
j=1

Es folgt: T ist homogen vom Grad n in den Koeflizienten b; von g(x), und T’
ist homogen vom Grad m in den Koeffizienten a; von f(x). Das gilt ebenso
fir Res(f,g). Da T ein Teiler von Res(f, g) ist, unterscheiden sich die beiden
nur durch einen konstanten Faktor.

Schauen wir uns einen speziellen Summanden an, und zwar denjenigen,
der die héchste Potenz von by enthélt. Aus der Definition von Res(f, g) folgt:
der Summand ist a!"'bj. Andererseits folgt aus (1.8): der Summand mit der
hochsten Potenz von by ist a]'by, und somit folgt 7= Res(f, g). °

1.5 Die Resultante und die Diskriminante

Proposition 1.5.1 Der Zusammenhang zwischen Diskriminante und Resul-
tante wird von der folgenden Gleichung beschrieben:

(—1)2" Vg, A(P(z)) = Res(P(z), P'(z)).
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Beweis. Aus (1.8) folgt

Res(P(z), P'(z)) = a®~ 1HP' (z;)

Nun gilt aber

= Zan(:r —x1) (= mi) (T = wia) (= T)

und damit
P'(2;) = an(zi — 21) - (2 — 1) (2 — Tig) - - - (23 — ).

Und somit

Res(P(z), P'(x)) =

I
AA Q Q
}—l
~—

N|—= 1\3»—-
/\

Beispiel 1.5.1 Sei P(z) = 2 + pz + ¢ ein reelles Polynom vom Grad 3.
Dann gilt

1 0 p g O
01 0 pgq
Res(P(x),P'(x)) = det| 3 0 p 0 0
03 0p2O0
00 3 0p
= 4p +27¢2
N



Chapter 2

Das Theorem von Bézout

2.1 Einleitung

Dieses Kapitel ist eine kurze Einfithrung in die algebraische Geometrie an-
hand von affinen und projektiven Kurven. Es seien hier erwahnt der Ab-
schnitt iiber Hilberts Nullstellensatz, die Resultante von zwei Polynomen, der
projektive Raum und der Zusammenhang zwischen affinen und projektiven
Kurven, Schnittmultiplizitat, und das Theorem von Bézout. Diese Kapitel ist
inspiriert durch die entsprechenden Kapitel in dem Buch Complex Algebraic
Curves von Frances Kirwan.

2.2 Kurven im C?

Sei P(z,y) € C[z,y| ein nicht konstantes Polynom in den Variablen x und y.
Wir schauen uns die Nullstellenmenge des Polynoms an als eine Teilmenge
des C%: C = {(z1,22) € C* | P(21,22) = 0}

Zur Erinnerung: ein Polynomring ist ein faktorieller Ring, d.h., jedes
Polynom besitzt eine (bis auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutige Zer-
legung in Primelemente. Man sagt P(z,y) hat keine mehrfachen Faktoren,
wenn man P(z,y) nicht zerlegen kann in

P(z,y) = (Q(z,y))*R(z,y),

wobel Q(z,y), R(z,y) € Clz,y] und Q(z,y) kein konstantes Polynom ist.
Zwar haben Q(z, y)R(z,y) und (Q(x,y))*R(z, y) die gleiche Nullstellenmenge,
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aber man ist geneigt fiir die Beschreibung der Nullstellenmenge das “ein-
fachere” Polynom P(z,y) = Q(z,y)R(z,y) zu nehmen.

Definition 2.2.1 Sei P(z,y) ein Polynom in C[z,y| ohne mehrfache Fak-
toren. Die komplexe algebraische Kurve C' definiert durch P(x,y) ist

C ={(z1,2) € C*| P(21,2) =0}.

Eine komplexe algebraische Kurve im C? wird oft kurz auch einfach affine
Kurve genannt.

Das folgende Theorem wird ohne Beweis gegeben. Den Nullstellensatz von
Hilbert gibt es in vielen Versionen, empfohlen sei das Buch von David Eisen-
bud: Commutative Algebra with a view toward Algebraic Geometry, Springer,
Graduate Texts in Mathematics, 1994. In diesem Buch werden mehrere ver-
schiedene Versionen des Theorems beschrieben und Beweise gegeben, warum
die alle aquivalent zueinander sind. Wir werden spater noch eine allgemeinere
Version kennenlernen.

Theorem 2.2.1 (Nullstellensatz von Hilbert) Seien Q(z,y) und P(x,y) €
Clz,y]. Dann gilt

Cp = {(21,22) € C*| P(21,22) = 0} 2 Cq = {(21, 22) € C* | Q(21, ) = 0}

dann und nur dann wenn es n € Z~q gibt so daf$ Q) teilt P". Anders gesagt:
alle Primteiler von @) sind auch Primteiler von P.

Hier eine Formulierung, die die Sprache der Ideale benutzt:

Korollar 2.2.1 Sei Zg C Clz,y| das von Q) erzeugte Ideal, d.h., Zg ist die
Menge aller durch Q(z,y) teilbaren Polynome. Dann gilt

Cp2Cqo&3dneZyy: P el
Im Falle der Gleichheit gilt die Teilerbedingung in beide Richtungen:
Korollar 2.2.2 Seien Q(x,y) und P(x,y) € Clx,y]. Dann gilt
Cp=Co< dIm,neZ.:QIP", PlQ™.

Anders gesagt: P und Q haben die gleichen Primteiler, aber maéglicherweise
mit verschiedenen Vielfachheiten.
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Durch die Bedingung “Sei P(x,y) ein Polynom in Clx,y] ohne mehrfache
Faktoren” wird das Paar (P,Cp) eindeutig festgelegt:

Korollar 2.2.3 Sei P(x,y) ein nicht konstantes Polynom in Clx,y] ohne
mehrfache Faktoren, und sei Q(z,y) € Clz,y]. Dann gilt Cq O Cp dann
und nur dann wenn P(x,y) das Polynom Q(x,y) teilt.

Insbesondere, ist Q(x,y) auch ohne mehrfache Faktoren, so gilt Cg = Cp
dann und nur dann wenn Q = P.

In Ideale umformuliert erhélt man folgende Formulierung. Sei P(x,y) ein
nicht konstantes Polynom in C|z,y] ohne mehrfache Faktoren, und sei Cp
die zugehorige komplexe algebraische Kurve. Bezeichne mit

Z(Cp) ={f € Cla,y] | f(z,y)lc, = 0}.

Dann ist Z(Cp) ein Ideal, denn aus f,g € Z(Cp) folgt (Af 4+ ng)lc = 0
fir alle A\, € C, und fir h € Clz,y] gilt hf|c, = 0. Man nennt Z(Cp)
das Verwschwindungsideal der Kurve Cp. Man kann P aus Z(Cp) (bis auf
skalare Vielfache) wiederbekommen:

Korollar 2.2.4 Sei P(xz,y) ein nicht konstantes Polynom in Clx,y] ohne
mehrfache Faktoren. Dann gilt:

I(Cp) = IP.

Beweis.  Offensichtlich gilt Z(Cp) D Zp. Sei nun Q(x,y) € Z(Cp), also
Co 2 Cp. Aus Korollar 2.2.3 folgt P(z,y) teilt Q(z,y), also Z(Cp) C Zp.
Aus der Gleichheit folgt: Z(Cp) ist ein Hauptideal (Achtung! Clz,y] ist
kein Hauptidealring! Ubung), und der Erzeuger ist bis auf skalare Vielfache
eindeutig bestimmt. °

Das nachfolgende Korollar erklart den Namen Nullstellensatz:

Korollar 2.2.5 Sei P(x,y) € Clx,y] ein nicht-konstantes Polynom. Dann
ist {(z1,20) € C*| P(z1,29) =0} # 0.

Beweis. Angenommen {(21, 29) € C? | P(z1,22) = 0} = 0. Sei Q(z,y) =1
das konstante Polynom, das iiberall den Wert 1 annimmt. Dann gilt offen-
sichtlich

{(21722) eC? ’ P(Zl,zz) = 0} =0 = {(21,22) eC? ’ Q(21,22> = O}'
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Aus Hilberts Nullstellensatz folgt: Es gibt ein m > 1, so dafl P teilt Q™, also
gibt es ein Polynom R(z,y) € C[z,y] mit

P(z,y)R(z,y) = Qz,y)" = 1.

Somit ist P(z,y) ein invertierbares Polynom in C[z,y]. Aber die einzigen
in C[z,y] invertierbaren Polynome sind die konstanten Polynome, im Wider-
spruch zur Annahme. °

Bemerkung 2.2.1 In diesem Fall ist die Aussage des Korollars nichts tiber-
raschend. Sei

P(z,y) = Z fily)a' = Z g;(x)y’

ein nicht-konstantes Polynom. Sind alle f; konstante Polynome, so hangt
P(z,y) nur von x ab und wir schreiben nur noch P(x). Die Nullstellenmenge
Cp ist eine Vereinigung von Geraden, die parallel zur y-Achse verlaufen und
auf der z-Achse durch die Nullstellen des Polynoms P(x) gehen. Ebenso
beschreibt man den Fall wenn alle g; konstante Polynome sind.

In Folgenden nehmen wir an, dass weder die f; noch die g; nur aus kon-
stanten Polynomen bestehen. Sei M = {a € C | gj(a) = 0Vj = 1,...,¢}.
Dann finden wir fiir jedes xqg € C — M mindestens ein yo € C, so dass das
(nicht konstante!) Polynom P(wo,y) = >27_; gj(z0)y’ = 0 in yo eine Null-
stelle hat.

Sei P(x,y) = 3, cija'y’ ein nicht-konstantes Polynom in C[z,y] ohne
mehrfache Faktoren, und sei C' die zugehorige komplexe algebraische Kurve.
Ein paar Namen und Definitionen:

(i) Der Grad der Kurve C' ist der Grad des Polynoms P(z,y), d.h., degC' =
max{i+j | ¢;; # 0}.

(ii) Ein Punkt (a,b) € C heifit singuldr (oder eine Singularitit von C') falls

0 0
—P =0=—P :
5y Plab) =0= - P(a.b)

Man bezeichnet mit Sing C' die Menge aller singularen Punkte. Man
sagt C sei glatt falls Sing C' = ().
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(iii)) Man nennt C' irreduzibel falls P(x,y) irreduzibel ist. Ist P(z,y) =
Pi(z,y) - P.(z,y), wobei die P;(x, y) irreduzible, nicht-konstante Poly-
nome sind, so sei C; die irreduzible komplexe algebraische Kurve definiert
durch P;(z,y). Dann ist C = C; UCy U...UC,. Man nennt die C; die
irreduziblen Komponenten von C'.

Beispiel 2.2.1 Sei P(x,y) = 2* + y*> — 1 und sei Q(x,y) = z° — y*. Die
Kurve Cp definiert durch P(z,y) ist glatt, denn

%P(a,b) =2a=0=2b= %P(a,b) Sa=b=0= (a,b) & C.
Fiir die Kurve Cq ergibt die gleiche Rechnung
3Q(a,b) =3a=0=-2b= 2Q(a,b) Sa=b=0,
Ox dy
also ist Sing Cgp = {(0,0)}.

Beispiel 2.2.2 Sei P(z,y) = zy, dann ist Cp die Vereinigung der z-Achse
und der y-Achse, die auch beide die jeweils irreduziblen Komponenten sind.
Fiir die Ableitungen gilt 2 P(a,b) = b, %P(a, b) = a. Somit

0 0
pe (a,b) By (a,) =0 a=0=0,

die Kurve Cp ist also glatt ausserhalb des Ursprungs.

Beispiel 2.2.3 Sei P(z,y) = Q(z,y)R(z,y) mit Q(z,y), R(x,y) nicht kon-
stant und irreduzibel. Dann ist Cp = Cg U Cr die Vereinigung der beiden
Kurven, und sei (a,b) € Cg N Cg. Dann ist (a,bd) ein singuldrer Punkt von
Cp, auch wenn (a,b) ein glatter Punkt in Cg und ebenfalls ein glatter Punkt
in C}j, ist, dies folgt sofort aus der Produktregel:

2(a,0) = (Qe.y)2EEL) (a,0) + (R(r,y) %52 ) (a,b)
= Q(a,0)%(a,b) + R(a,b)%2(a,b)
= 0.
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2.3 Kurven im P2

2.3.1 Der projektive Raum

Zunéchst ein paar Worte allgemein zum projektiven Raum P(C"). Kompakte
Teilmengen des R™ oder C™ haben mehr Struktur und sind oft einfacher zu
untersuchen als nicht kompakte Teilmengen. In unseren Beispielen bisher
haben wir unter anderem komplexe algebraische Kurven Cp betrachtet, die
definiert sind durch ein nicht konstantes Polynom P. FEine solche Kurve ist
niemals kompakt: erinnern wir uns, dass eine Teilmenge des C" kompakt ist
dann und nur dann wenn sie abgeschlossen ist und beschrankt. Die Kurve
C'p ist sicher abgeschlossen. Aber, wie wir schon im Bemerkung 2.2.1 gesehen
haben, gibt es immer entweder fiir alle (bis auf endlich viele) a € C ein b € C,
so da8 P(a,b) = 0, oder es gibt immer fiir alle (bis auf endlich viele) b € C
ein a € C, so dal P(a,b) = 0. In jedem Fall ist die Nullstellenmenge nicht
beschrankt, und damit nicht kompakt.

Um dieses Manko zu umgehen, kompaktifiziert man die Objekte. Aus C*
macht man P! indem man an C! einen Punkt im Unendlichen hinzufiigt, and
dem C? fiigt man im Unendlichen eine Gerade hinzu und erhilt den P2, usw.
Praziser:

Definition 2.3.1 Der projektive Raum P" ist die Menge aller eindimension-
alen Unterrdume im C"*!. Den P! bezeichnet man auch oft als die projektive
Gerade, den P? bezeichnet man als die projektive Ebene.

Jeder eindimensionale Unterraum U C C"*! hat als Basis einen Vektor u =
(ug, - - -y up) € C" —{0}. Zwei solche Vektoren u, v’ € C"™ — {0} erzeugen
den gleichen Unterraum dann und nur dann wenn es ein A € C* gibt mit
u = A\t/’. Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation:

u~u S INEC: u= & (u)c = (U)c.

Man kann den P" also auch auffassen als C"*' — {0}/ ~. Ein Vektor

(S0, - -, 8,) € C"™ — {0} reprasentiert also ein Element s € P". Man nennt
die Koordinaten (so, ..., s,) die homogenen Koordinaten von s und schreibt
s=[s0,...,8,) € P"

mit eckigen Klammern um darauf hinzuweisen, dass die Koordinaten nur bis
auf ein gemeinsames skalares Vielfaches bestimmt sind.
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Man macht aus dem P" einen topologischen Raum wie folgt: Sei
m:C" {0} = P", (s0,...,5,) > [S0,.--,5n]

die Quotientenabbildung, die einen Vektor auf seine Aquivalenzklasse schickt.
Wir versehen den P™ mit der Quotiententopologie, d.h., eine Teilmenge U C
P" ist offen dann und nur dann wenn 7—'(U) C C**' — {0} offen ist. Aus
der Konstruktion der Quotiententopologie folgt direkt:

Lemma 2.3.1 (i) B C P" ist abgeschlossen dann und nur dann wenn
7 1(B) C C" — {0} abgeschlossen ist.

(ii) Die Abbildung m: C"™ — {0} — P™ ist stetig.

(i1i) Sei A C P™ eine Teilmenge und sei X ein topologischer Raum. Dann
ist eine Abbildung f : A — X stetig dann und nur dann wenn f o :
7 A) = X stetig ist.

Man kann sich den P" auch vorstellen als zusammengeklebte C"’s. Genauer,
bezeichne mit U; C P" die Teilmenge

Uy ={s=1[s0,...,8.) € P"|s; #0}. (2.1)
Da 71 (U;) = {(s0,.-.,8,) € C"" | 5; # 0} eine offene Teilmenge des C™*!

ist, folgt U; C P™ ist eine offene Teilmenge. Da es fiir jedes s = [sq, ..., s,| €
P™ mindestens ein j € {0,1,...,n} gibt mit s; # 0, folgt:

Lemma 2.3.2 Die Abbildung ¢, : U; — C",

S0 Sj—1 Sj+1 Sn
[30,...,3nm(_,..._,_,...,_ ,

Sj Sj Sy Sj
ist ein Homeomorphismus, mit der inversen Abbildung

(y1>"'7yn) = [yb'"7yj71717yj7"'7yn]'
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Bemerkung 2.3.1 Ist s = [s,...,s,| € U;, dann ist s; # 0. Da die homo-
genen Koordinaten ja nur bis auf skalare Vielfache definiert sind, kann man
ohne Einschrankung die Koordinate s; = 1 wahlen. Die Koordinaten eines
solchen Représentanten s = [so,...,Sj—1,1,Sj+1,...,5, € U; C P" nennt
man die inhomogenen Koordinaten von s in Uj.

Beweis. Die Abbildung ¢;or : C"*1—{0} — C" ist stetig und damit ist auch
¢, stetig (Lemma 2.3.1). Die angegebene Abbildung ist offensichtlich die in-
verse Abbildung, und man kann sie beschreiben als Komposition der stetigen
Abbildung C* — C"* — {0}, (y1,---,¥n) = (Y1,  Yjm1s L, Yjs1y - - Un),
und der Quotientenabbildung 7 : C"*' — {0} — P". Insbesondere ist die
Umkehrabbildung stetig. °

Definition 2.3.2 Eine Hyperebene im P™ ist das Bild 7(H — {0}) eines Un-
tervektorraums H C C**! der Kodimension 1.

Ein Vektorraumisomorphism ¢ : C*** — C"*! schickt eindimensionale Unter-
raume auf eindimensionale Unteraume, und ¢ induziert daher eine Abbildung

G P" =P s=[s0,...,80] = [0(S0,-.,5n)]

Lemma 2.3.3 ¢ ist stetig.

Beweis.  Offensichtlich gilt pom=mo¢p. Da ¢ und 7 stetig sind folgt ¢ o7
ist stetig, und damit ist ¢ stetig. °

Eine projektive Transformation ist eine Abbildung f : P" — P", so daf} es
einen Vektorraumisomorphism ¢ : C*™! — C*™! mit f = ¢.

Lemma 2.3.4 Seien gegeben n + 2 Punkte py, ..., p, und q im P™, von de-
nen keine n + 1 in einer Hyperebene liegen. Dann gibt es eine projektive
Transformation f mit

f(pi)=10,...,0,1,0,...,0],i=0,...,n, und f(q) =[1,...,1].

Beweis.  Selen ug, ..., u,,v € C**' — {0} mit [u;] = p;, ¢ = 0,...,n,
und [v] = [¢]. Da po,...,p, nicht in einer Hyperebene liegen, bilden die
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U, . .., U, eine Basis des C"*. Es gibt also eine projektive Transformation
f mit f(p;) =1[0,...,0,1,0,...,0].

Im Folgenden konnen wir daher ohne Einschrankung annehmen: p; =
[0,...,0,1,0,...,0]. Da auch ¢ nicht in einer der Hyperebenen liegen darf,
die von jeweils n Elementen der py,...,p, aufgespannt wird, folgt: v =
(Xoy -+, Ap) mit \; # 0 fir allei =0,...,n.

Sei ¢ der lineare Automorphismus des C**! mit Matrix

x 0 0
0 . 0
0 0

beziiglich der gewéhlten Basis. Dann gilt d(p;) = p; fiirallei = 0,...,n, und
o(q)=11,...,1]. °

Proposition 2.3.1 Der projektive Raum P" ist kompakt.

Bewets. Sei
Sntl — {(s0y.-.,8n) € crtt | |50|2 + ...+ |,_<;n|2 =1}

die n+1-dimensionale Spare. Die Spire ist kompakt. Da 7 : C*™1—{0} — P
stetig ist, ist auch das Bild 7(S™*!) C P" kompakt. Man sieht leicht, dass
7|gn+1 surjektiv ist. °

2.3.2 Homogene Polynome

Sei s € P" mit homogenen Koordinaten s = [sq ..., s,]. Ist P € Clxy,. .., x,],

dann hat der Ausdruck P(s) = P(so, ..., S,) keinen Sinn da die homogenen

Koordinaten nur bis auf ein gemeinsames skalares Vielfaches bestimmt sind.
Man nennt ein Polynom homogen vom Grad d falls

P(Azo, ..., \xn) = X P(zq,...,2,) YAeC.
Aquivalent dazu ist die Aussage
P(zg,...,x,) = Z Qrg. oy @ T
rit...+rn=d

Die Homogenitéat bleibt erhalten unter der Zerlegung in irreduzible Faktoren.

23. APRIL AB HIER
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Lemma 2.3.5 Ist P homogen und
P(zo,...,x,) = Pi(z0,...,2,) Py(xg,...,2,)

eine Zerlequng von P in irreduzible Polynome, dann sind alle irreduziblen
Faktoren auch homogen.

Beweis. Es reicht zu zeigen: Ist P(xo, ..., z,) = Q(zo,...,x,)R(z0o, ..., x,)
eine Zerlegung von P in zwei Faktoren, dann sind auch ) und R homogen.

Seialso P=QRund Q =Q, + Quq1+ ... + Qp sowie R = R. + R..1 +
...+ Rq, wobei die );, Ry homogene Polynome sind vom Grad j respektive
¢. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an Q,, R. # 0 sowie
@y, Ry # 0, wobei b > a und d > c.

Das Produkt zweier homogener Polynome @, R, ist homogen vom Grad
r+ (. Da P = @R, folgt

P=QR=Q.R,. + Z ( Z QjRe) + QyRq.

b+d>e>a+c \j+l=e

Da P homogen ist und sowohl Q, R, # 0 als auch Q, R4 # 0, bekommmt man
einen Widerspruch. Es folgt also notwendigerweise a = b und ¢ = d, also @
und R sind wieder homogen. °

Der Ubergang von Polynomen auf homogene Polynome lést das Problem,
dass P(s) = P(sq,...,S,) fir s € P* und P keinen Sinn hat, nicht vollkom-
men, denn auch fiir P homogen ist der Wert P(sq,...,s,) nicht eindeutig
bestimmt. Die einzige Ausnahme bildet der Wert 0, denn fiir P homogen
und s = [so, ..., S| gilt

P(sgy...,8,) =0< P(Asg,...,As,) =0V € C.

Somit kann man die Formulierung der Definition einer algebraischen Kurve
in einem projektiven Raum direkt aus dem C2-Fall {ibernehmen:

2.3.3 Algebraische Kurven im P?

Definition 2.3.3 Sei P(z,y,z) ein homogenes Polynom in Clz,y, 2] ohne
mehrfache Faktoren. Die projektive komplexe algebraische Kurve Cp definiert
durch P(z,y,2) im P? ist

¢= {[ahaQ’ag] S IP)2 | P(a17a27a3) = O}
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Der Grad der projektiven Kurve ist der Grad des definierenden Polynoms.
Man nennt die projektive Kurve irreduzibel wenn P irreduzibel ist. Eine
irreduzible projektive Kurve DQ nennt man eine irreduzible Komponente
einer projektiven Kurve Cp wenn @ ein Teiler von P ist.

Sei p = [a,b,c] € Cp ein Punkt einer projektiven Kurve definiert durch
ein homogenes Polynom P(z,y, z) ohne mehrfache Faktoren. Mann nennt p
einen singuldren Punkt falls

oP oP oP
%(aa b, C) - a_y<a7 b, C) - E(C% b, C) =0.

Die Menge aller singuldren Punkte bezeichnet man mit Sing(é p). Man nennt
die Kurve glatt wenn Sing(Cp) = 0.

Beispiel 2.3.1 (i) Die projektive Kurve definiert durch P(x,vy,z) = 22 +
y? — 2% ist glatt, denn

OP OP OP
— = 2q. — =2b, — = —2c.
e (a,b,c) a, a9 (a,b,c) b, P (a,b,c) c

Alle drei Ableitungen verschwinden gleichzeitig nur wenn a = b = ¢ =
0, aber dies ist kein Punkt im P2,

(ii) Die projektive Kurve definiert durch P(z,y, z) = y*2—2® hat in [0,0, 1]
einen singuldaren Punkt:

aa_i(aa ba C) = —3a2, g—i(a, b, C) = 2bC, aa—]:(a, b, C) = b2'

Alle drei Ableitungen verschwinden gleichzeitig nur wenn a = b = 0
ist, diese Bedingung erfiillt nur der Punkt [0, 0, 1] € P2

Lemma 2.3.6 Eine projektive Kurve Cp ist kompakt.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass Cp C P? abgeschlossen ist. Aber dies ist
aquivalent dazu, dass

7 (Cp) = {(a,b,c) € C3 — {0} | P(a,b,c) = 0},

abgeschlossen ist, und das ist offensichtlich. °
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Definition 2.3.4 Eine projektive Kurve, die durch ein lineare Gleichung
definiert wird L(z,y, z) = ax + Py + vz (wobei nicht «, 8, alle gleichzeitig
gleich 0 sein kénnen), nennt man eine projective Gerade.

Ist Cp eine projektive Kurve definiert durch ein homogenes Polynom
(ohne mehrfache Faktoren) und ist p = [a, b, ] € ép ein glatter Punkt, dann
nennt man die projektive Gerade definiert durch

oP oP oP

%(CL, b7 C)I + a_y(a7 ba C)y + g(a, ba C)Z =0

die Tangentialgerade an Cp in p.

Beispiel 2.3.2 Sei L(7,y,2) = ar+ By +vz (wobei nicht «, 3, v alle gleich-
zeitig gleich 0 sind). Dann gilt gilt fir p = (a,b,c) € Cp:

oL OL oL
%(a, b, c) = q, a—y(a, b,c) =0, g(a,b, c) = 1.

Die Gerade ist also glatt in jedem Punkt. Ist p = (a,b,c), dann ist die
Tangentialgerade durch den Punkt p definiert durch die lineare Gleichung

oL oL OL
%(CL, bu C)']: + a_y(a’v b7 C)y + &(G, b7 C)Z = ar + ﬁy +7z = L(x7y7 Z)7

man erhalt also, wie erwartet, die projektive Gerade als Tangentialgerade

zurtck.

2.3.4 Affine und projektive Kurven

Zur Erinnerung: Eine affine Kurve Cp im C? ist gegeben durch ein Polynom
(ohne mehrfache Faktoren) P(z,y) € Clz, y]:

Cp = {(a,b) € C* | P(a,b) = 0},

eine projektive Kurve C’Q im P? ist gegeben durch ein homogenes Polynom
(ohne mehrfache Faktoren) Q(z,y, z) € Clz,y, z]:

Co = {[a,b,c]) € P*| Q(a,b,c) = 0}.

Aus der Tatsache, dass affine Kurven nie, aber projektive Kurven immer
kompakt sind, folgt: es handelt sich um unterschiedliche Objekte. Um zu
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sehen, wie die beiden doch zusammenhangen, betrachten wir zunachst die
affine Kurve C'p vom Grad d, wobei

Dieses Polynom ist nicht notwendigerweise homogen, aber man kann es ho-
mogenisieren. Sei

P(x,y,z) = Z sy 2T (2.2)

dann ist P ein homogenes Polynom in Clx,y, z], und man bekommt P wieder
zurlick als

P(z,y) = P(z,y,1). (2.3)

Ist nun P(z,y) = Q(z,y)R(z,y) eine Zerlegung von P als ein Produkt von

zwei nicht-konstanten Polynomen, so gilt P(x,y,z) = Q(m,y,z)fi(x,y,z).

Und umgekehrt, hat man eine Zerlegung der Homogenisierung P(z,y,2)
als ein Produkt von homogenen, nicht-konstanten Polynomen: P(zx,y,z) =

Q(z,y,2)R(x,y, 2), so folgt

P(z,y) = P(z,y,1) = Q(z,y, 1) R(z,y,1).
ist eine Zerlegung als ein Produkt von nicht-konstanten Polynomen.

Bemerkung 2.3.2 Man beachte, dass in der Vorschrift in (2.2) sichergestellt
wird, dass die Homogenisierung P(w,y, z) nicht durch z teilbar ist. Damit
haben bei einer Zerlegung von P(x,y, z) = Q(x,y, 2)R(x, y, z) auch Q(z, y, 2)
und R(z,y,z) diese Eigenschaft. Insbesondere sind dann Q(z,y,1) und
R(z,y, 1) nicht konstante Polynome.

Zusammengefafit liefert das Spiel von Homogenisierung (siehe (2.2)) und De-
homogenisierung (siehe (2.3)) also:

Lemma 2.3.7 Die Abbildung P(x,y) — P(z,y, z) induziert eine Bijektion
zwischen den nicht-konstanten Polynomen ohne mehrfache Faktoren in Clx, y]
und den nicht-konstanten homogenen Polynomen ohne mehrfache Faktoren
in Clx,y, z|, die nicht durch z teilbar sind.
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Um genau zu sehen, was geometrisch bei der Homogenisierung vorgeht, be-
trachten wir die offene Teilmenge (vergleiche (2.1))

U = {u= [uy,uy,u3] € P* | uz # 0}.

Diese offene Teilmenge ist homeomorph zum C? (sieche Lemma 2.3.2), der
Homeomorphismus ist gegeben durch C? > (uy,us) = [ug,ug, 1] € P2 Mit
dieser Identifizierung ist klar:

Lemma 2.3.8 Se: P(z,y) ein nicht-konstantes Polynom ohne mehrfache
Faktoren und sei P(x,y, z) die Homogenisierung. Dann gilt

Den P? kann man auffassen als die disjunkte Vereinigung von U ~ C? und
dem Komplement von U:

CU := {[Ul,UQ,Ug] € P? | Uz = O} ~ Pl,

das man natiirlich identifizieren kann mit einem P!. Dieser P! C P? wird die
Gerade im Unendlichen genannt.

Es bleibt zu klaren, welche zusétzlichen Punkte p € CU man an die affine
Kurve Cp ankleben muss um die projektive Kurve ép zu erhalten, oder,
umgekehrt, was muss man weglassen um Cp aus C 5 zu erhalten.

Sei also P(x,y) = >, .c40rs7"y° ein nicht-konstantes Polynom vom

Grad d, ohne mehrfache Faktoren, und sei P(z,y, z) die Homogenisierung.
Wir wollen den Schnitt von C'p mit der Gerade im Unendlichen berechnen:

CN'P ﬂPl = {[Ul,UQ,O] - ]P)Q | Z ar,sugug = 0}

r+s=d
Zusammenfassend formuliert:

Lemma 2.3.9 Sei Py(z,y) =), ,_,ar2"y® der homogene Anteil von P(x,y)
von mazimalen Grad d. Die Nullstellen dieses homogenen Polynoms im P!
enstsprechen genau den Punkten von Cz — Cp.

Man kann also die zusitzlichen Punkte beim Ubergang von Cp auf C 5 direkt
von P(x,y,z) ablesen. Homogene Polynome in zwei Variablen haben noch
zusatzlich eine besonders einfache Struktur:
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Lemma 2.3.10 Sei P(z,y) = Y°_, a,2"y*" € Clz,y] ein homogenes Poly-
nom vom Grad d > 0. Dann zerfillt P(x,y) in Linearfaktoren, d.h., es gibt
komplexe Zahlen o, p1, ..., aq, B4, SO dass

P(z,y) = (anx + f1y) - - - (aax + Bay).

Beweis. Schreiben wir P(x,y) um als

Sei e maximal, so dass a, # 0. Dann kann man ) ~_, aT;”—: auffassen als ein
Polynom in der Variablen £, es zerfallt daher iiber C in Linearfaktoren, d.h.,
es gibt komplexe Zahlen v;, j =1,... e, so dass

e

;ar(g)r = aeH(; — %)

i=0
Aber damit folgt:

€ €

P(z,y) = a.y" H<§ — ) = ay [z — ).

=0 =0

Zusammengefafit erhalten wir also:
Sei P(x,y) = > ., 4<q0rsT"y" ein nicht-konstantes Polynom vom Grad d,

ohne mehrfache Faktoren, sei 15(33, y, z) die Homogenisierung und sei

Pyz,y) = Y a2y’ = (onx + Bry) - (g + Bay)
r+s=d

der homogene Anteil von P(z,y) von maximalen Grad d. Die Geraden im
C? definiert durch die Gleichungen

gi = {(u1,u2) € C* | ayuy + Biug}
nennt man die Asymptoten an die affine Kurve Cp.

Lemma 2.3.11 Die Asymptoten entsprechen genau den Punkten [—f;, ;] €
P!, die man, wenn man den P' identifiziert mit der Geraden im Unendlichen
{[u1, ug, uz) € P? | ug = 0}, als Differenz von Cs und Cp erhilt.
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Beispiel 2.3.3 Sei P(z,y) = 2% — y®> — 1, sei P(z,y,2) = 2® — y? — 22

die Homogenisierung und sei Py(z,y) = 2 — y* der homogene Anteil vom
maximalen Grad (der hier d = 2 ist). Da Py(z,y) = (z — y)(z + y) ein

Zerlegung in Linearfaktoren ist, folgt Cs = Cp U [1,1,0] U [—1,1,0].

2.4 Das Theorem von Bézout

Gegeben zwei homogene Polynome P(z,y, z) und Q(z,y,2), so wissen wir,
dass die zugehorigen projektiven Kurven Cp und Cg nicht nur aus der leeren
Menge bestehen. Aber was ist mit Cp N Cy?

Theorem 2.4.1 Seien P(z,y,z) und Q(z,y,z) homogene Polynomen vom
Grad n respektive m, ohne mehrfache Faktoren und ohne gemeinsamen Fak-
tor. Seien Cp und C’Q die zugehorigen projektiven Kurven im P2, Dann
enthdlt der Schnitt der Kurven genau n-m Punkte, mit Multiplizitat gezahlt:

Z 1,(Cp, Cq) = nm.

peCpnCq

Bemerkung 2.4.1 Sei Q(z,y, z) eine lineare Gleichung, d.h. OQ ist eine Hy-
perebene. Anders gesagt, C’Q ist das Bild eines linearen Unterraums der Kodi-
mension 1. Insbesondere, egal welche Koordinatenwahl man trifft, Q(z,y, 2)
ist immer ein homogenes Polynom vom Grad 1. Man bekommt damit aus
dem Theorem von Bézout eine neue Definition des Grads einer Kurve: Der
Grad von Cp ist die Anzahl der Punkte, mit Multiplizitit gezéhlt, im Schnitt
von C'p mit einer Hyperebene.

Das Theorem wird offiziell das Theorem von Bézout genannt. Eigentlich geht
das Resultat zuriick auf Newton (1687), wo es aber recht ”implizit” formuliert
ist. Bézout hat das Resultat in der Form eines Theorems veroffentlicht, mit
einem Beweis der aber nach heutigen Maflstaben recht lax respektive falsch
ist. Zum Beispiel werden die Voraussetzungen, unter denen das Theorem
gilt, nicht erwahnt.

Wir werden den Beweis in mehrere Schritte aufteilen. Zunachst kehren
wir zuriick zur Resultante von zwei Polynomen. Die ist zwar bisher nur
formuliert fiir Polynome in einer Variablen, aber im Folgenden betrachten
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wir ein homogenes Polynom P(z,y, z) in drei Variablen als ein Polynom in
der Variablen z mit Koeffizienten im Polynomring Cly, z|:

d
P(x,y, Z) = Z ar,s,txryszt = Z fr(yv Z)xr'
0

r+s+t=d r=

In dieser Schreibweise ist klar, was die Resultante zweier homogener Poly-
nome P(z,y, z) und Q(z,y, z) sein soll: Die Eintrége in die Sylvester-Matrix
(siche (1.5)) sind jetzt Polynome in den Variablen y und z, und die Resul-
tante Res(P,Q)(y, z), d.h. die Determinante der Sylvester-Matrix, ist jetzt
ein Polynom im Polynomring Cly, z].

Beispiel 2.4.1 Sei P(r,y,2) = yz + 2y + 2z + 2% und Q(z,y,2) = 3?2z +
ryz + 22?2 + 2%y, dann ist die Sylvester-Matrix in x eine 4 x 4-Matrix:
1 y+=z yz 0
|0 1 y+z  yz
S(P,Q)(y,2>— y y2+22 yQZ 0
0 Y yz + 22y

Lemma 2.4.1 Seien P(x,y,z),Q(z,y,z) nicht-konstante homogene Poly-
nome, so dafl P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0). Dann haben P(z,y, z) und Q(x,y, 2)
ewnen gemeinsamen nicht-konstanten homogenen Teiler dann und nur dann
wenn die Resultante Res(P,Q)(y, z) das Nullpolynom ist.

Bemerkung 2.4.2 Die Voraussetzung P(1,0,0) # 0 stellt sicher, dass das
Polynom P = Zg:o fr(y,z)z", gesehen als Polynom nur in der Variablen
x, immer noch den gleichen Grad hat wie als homogenes Polynom, denn es
folgt f; = konstantes Polynom # 0. Das gilt natiirlich ebenso fiir Q(z,y, 2).
Das ist keine groie Einschréankung in der Anwendung. Zunachst teile man @
respektive P durch die maximal mégliche Potenz von z (das ergibt gegeben-
falls schon mal gemeinsame nicht-konstante homogene Teiler). Sei Pi(x,y)
respektive Q1 (z,y) die Summe der Summanden von P respektive @), die keine
positive Potenz von z enthalten. Diese Polynome sind homogen, von gleichen
Grad wie P und @, und beide zerfallen gemafl Lemma 2.3.10 in ein Produkt
von Linearfaktoren. Indem man, falls notig, neue x & y Koordinaten wahlt,
kann man sicherstellen, das in jedem der Linearfaktoren der Koeffizient von
x ungleich null ist. Damit ist sichergestellt, dass der Koeffizient von 248 % in

P(x,y,2) respektive 29°8% in Q(z,y, 2) eine komplexe Zahl verschieden von
null ist, und somit P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0).
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Beweis. Betrachten wir die Polynome zunéchst als Elemente in C(y, 2)[z].
Aus Proposition 1.4.1 und Bemerkung 1.4.1 folgt, dass Res(P, Q)(y, z) iden-
tisch verschwindet dann und nur dann wenn P(z,y, z) und Q(x,y, z) einen
gemeinsamen Teiler in C(y, z)[z]| haben.

Dies ist noch nicht ganz die Antwort, die wir brauchen. Jetzt kommt
wieder die Voraussetzung P(1,0,0) # 0 # Q(1,0,0). Wir kénnen ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dass P(1,0,0) = 1 = Q(1,0,0).
Es folgt: P(x,y,z) und Q(z,v, z) sind, als Polynome in der Variablen z mit
Koeffizienten in Cly, z], nomiert, d.h. der Leitkoeffizient ist gleich eins. Also
sind sie insbesondere primitiv. Aus dem Lemma von GauB folgt: ein primi-
tives Polynom ist irreduzibel in (Cly, z])[z] dann und nur dann es irreduzibel
ist in C(y, 2)[z]. o

Aus Proposition 1.4.2 folgt fiir drei Polynome P(z), Q(z), R(z), das

Res(P,QR) = Res(P,Q)Res(P, R).

Lemma 2.4.2 FEs gilt Res(P,QR)(y,z) = Res(P,Q)(y,z)Res(P,R)(y, z)
auch fiir homogene Polynome P(x,y, z),Q(x,y, 2), R(z,y, 2).

Beweis. Es gilt offensichtlich (Proposition 1.4.2) fiir alle b, c € C:
Res(P,QR)(b, c) = Res(P,Q)(b, c)Res(P, R)(b, c),
und damit gilt die Identéat auch fiir die Polynome. °

Lemma 2.4.3 Seien P(x,y, z) und Q(z,y, z) homogene Polynome vom Grad
n respektive Grad m. Dann ist die Resultante Res(P, Q)(y, z) ein homogenes
Polynom in Cly, z] vom Grad nm.

Beweis.  Sei S(P,Q)(y,z) = (r;;) die Sylvester-Matrix. Dann ist r; (v, 2)
ein homogenes Polynom in y und z von Grad d; ;, wobei

4 — j—1 fuir1<i<m
Yol j—(G—m) firm+1<i<n+m

Dann ist Res(P, Q)(y, z) eine Summe von Termen der Form

iHTia(i)(%Z)
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wobei ¢ iiber die Menge aller Permutationen von {1,...,m + n} lauft. Als
Produkt von homogenen Polynomen ist jeder Term wieder homogen, und
zwar von Grad

S oty = Y04 (00) = 1)+ S (0(0) — (i = m)
D e B warit ()

=nm.

Theorem 2.4.2 Zwei projektive Kurven im P? treffen sich immer in min-
destens einem Punkt.

Beweis.  Seien P(x,y,z) und Q(z,y,z) homogene Polynome vom Grad
n respektive Grad m, ohne mehrfache Faktoren, und seien é’p,é’Q C P?
die zugehorigen projektiven Kurven. Die Resultante Res(P,Q)(y, z) ist ein
homogenes Polynom in y, z vom Grad nm (Lemma 2.4.3). Ist es nicht das
Nullpolynom, so kann man es zerlegen als ein Produkt von Linearfaktoren
(Lemma 2.3.10). In beiden Fallen kann man (b, c¢) € C? — {0} finden, so da8
Res(P,Q)(b,c) = 0. Das bedeutet aber, da P(z,b,c¢) und Q(z,b,c) eine
gemeinsame Nullstelle haben, also gibt es ein a € C mit P(a,b,c) = 0 =
Q(a,b,c), und somit [a,b,c] € Cp N Cy. o

Theorem 2.4.3 (Schwache Version von Bézouts Theorem) Zwei projektive
Kurven im P?, die keine gemeinsame Komponente haben, treffen sich in
hochstens n - m Punkten.

Beweis. Seien P(x,y, z) und Q(z,y, z) homogene Polynome vom Grad n re-
spektive Grad m, ohne mehrfache Faktoren und ohne gemeinsame Faktoren,
und seien Cp, CN'Q C PP? die zugehorigen projektiven Kurven.

Angenommen Cp N CQ enthalt mehr als mm verschiedene Punkte, sei
S eine nm + l-elementige Teilmenge davon. Dann kann man einen Punkt
p € P? wihlen, der folgende Eigenschaften hat. Er liegt weder auf Cp noch
auf C’Q noch auf einer der Geraden, die durch zwei verschiedene Punkte in
in S gehen. Nach einer projektiven Transformation (Koordinatenwahl) kann
man annehmen, daf§ p = [1,0,0].

Da somit P(1,0,0) # 0 # @Q(1,0,0), folgt aus Lemma 2.4.1: die Re-
sultante Res(P,Q)(y, z) ist nicht das Nullpolynom, und aus Lemma 2.4.3
folgt damit: Res(P,Q)(y, z) ist ein homogenes Polynom in y, z vom Grad
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nm. Aus Lemma 2.3.10 folgt, dass man die Resultante zerlegen kann in Lin-
earfaktoren, d.h. Res(P,Q)(y, z) ist ein Produkt von Faktoren den Form
(bz — cy) mit (b,c) € C*> — {0}. Man beachte: gegeben (b,c) € C* — {0},
dann ist (bz — cy) ein Teiler von Res(P,Q)(y, z) dann und nur dann wenn
die Resultante von P(z,b,c) und Q(z,b,c) in x verschwindet, also P(x,b, c)
und Q(z, b, ¢) eine gemeinsame Nullstelle z = a haben.

Also wenn p = [a,b,c¢] € S, dann gilt P(a,b,c) = 0 = Q(a,b,c), und
b und c sind nicht gleichzeitig gleich 0 da [1,0,0] ¢ S. Also ist (bz — cy)
ein Faktor von Res(P,Q)(y, z). Weiter beachte: wenn [a,b, ¢] und |a, £, 7]
beide in S liegen aber verschieden sind, dann ist (bz — cy) nicht ein skalares
Vielfaches von (5z — ~yy), denn sonst wiirden [a, b, c|, o, 3,7] und [1,0,0]
alle auf der projektiven Geraden definiert durch bz = cy liegen, was der
Annahme iiber [1,0,0] widerspricht. Enthielte also Cp N C mehr als nm
verschiedene Punkte, so hitte Res(P, Q)(y, z) mehr als mn lineare Faktoren,
im Widerspruch zum Grad mn von Res(P,Q)(y, z). °

Es bleibt die Schnittmultiplizitét Ip(@p,é'Q) zu erkldren, damit man den
Beweis der starken Version von Bézouts Theorem angehen kann.

Theorem 2.4.4 FEs gibt eine eindeutige Schnittmultiplizitat Ip(ép, C’Q), die
fiir alle p € P* und auf allen projektiven Kurven Cp und Cq definiert ist und
die folgenden sechs Figenschaften hat:

(Z) ]p(éP7 é@) = Ip(éQa OP)

(1) Ip(ép~, C’Q) = oo wenn p auf einer gemeinsamen Komponente von Cp
und Cq liegt, und sonst in I,(Cp,Cq) eine nicht-negative ganze Zahl.

(’L’LZ) [p(ép,éQ) =0&p g ép N OQ.

(v) Zwei verschiedene Geraden schneiden sich mit Schnittmultiplizitit 1 in
threm einzigen Schnittpunkt.

(v) Wenn Cp, Cq definiert sind durch homogene Polynome P(z,y, z) und
Q(z,y, z), und Cg ist definiert durch das homogene Polynome

R(z,y,z) = P(z,y,2)Q(z,y, 2),

dann gilt fir alle projektiven Kurven Cp

1,(Cr,Cp) = L,(Cp,Cp) + 1,(Co, Cp).
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(vi) Wenn Cp, éQ definiert sind durch homogene Polynome P(x,y, z) und
Q(z,y,z) vom Grad n respektive m, und Cp ist definiert durch F =
PR+ @, wobei R(z,y, z) homogen ist vom Grad m — n, dann gilt

1,(Cp,Cq) = L,(Cp, Cp).

Wenn zusdtzlich Cp und CN’Q keine gemeinsame Komponente haben und
man die projektiven Koordinaten so wdahlt, dass die Bedingungen

(a) [1,0,0] ¢ Cp U Co;

(b) [1,0,0] liegt auf keiner Geraden, die zwei verschieden Punkte von
Cp N Cq enthalt;

(c) [1,0,0] liegt auf keiner Tangentengerade an Cp oder C~’Q fur einen
Punkt in Cp N Cgy;

erfullt sind, dann ist die Schnittmultiplizitat ]p(ép, C~'Q) von jedem Punkt
p=la,b,c] € CpNCq die grifite Zahl k, so dap (bz — cy)* ein Teiler
von Res(P,Q)(y, z) ist.

Beweis. In einem ersten Schritt zeigen wir, dass die Vorschriften i)-vi) die
Schnittmultiplizit Ip(é’p, C’Q) eindeutig festlegen. Im zweiten Schritt zeigen
wir die Existenz.

Die Vorschriften (ausser in vi)) sind unabhéngig von der Wahl der Koor-
dinaten, wir nehmen also ohne Einschrankung an: p = [0,0,1] € Cp N GQ.
Wegen i) und v) kénnen wir annehmen P und @ sind irreduzibel. Wegen i)
ist I,(Cp, Cq) endlich, und wegen iii) ist I,(Cp,Cq) = k > 0. Wir machen
nun weiter per Induktion iiber k£ und nehmen an, dass fiir Schnittmulti-
plizitaten kleiner als £ die Vorschriften ausreichend sind um diese eindeutig
zu berechnen.

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir im Folgenden oft NUR
L(P,Q) staTT I,(Cp, Cp).

Betrachte zunédchst die Polynome in einer Variablen z: P(z,0,1) und
Q(x,0,1), sie seien vom Grad r respektive s. Wegen i) koénnen wir ohne
Einschrankung annehmen: r < s.

Fall 1: r = 0. In diesem Fall ist P(x,0,1) ein konstantes Polynom.
Da P(0,0,1) = 0 nach Annahme, folgt P(x,0,1) = 0. Da P(x,y,z) ho-
mogen ist, folgt damit sogar P(x,0,z) = 0, denn P(z,0, 2) ist die (z, z)-
Homogenisierung von P(z,0,1). Es folgt: alle Summanden von P(z,v, 2)
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sind durch y teilbar und somit P(x,y,z) = yR(x,y,z) fir ein homogenes
Polynom R(z,y,z). Weiterhin kann man Q(z,y, z) umschreiben in

Q(z,y,2) = Q(z,0,2) +yS(x,y,2) = 2T (z, 2) + yS(z,y, 2),

wobei T'(0,1) # 0 und ¢ > 0 angenommen werden kann (man zieht die
maximale Potenz von z aus der Summe, und da Q(0,0,1) = 0 ist, kann in
Q(z,0, z) keine reine z-Potenz auftauchen).

Die Bedingung 7'(0,1) # 0 bedeutet p = [0,0,1] liegt nicht auf dem
Schnitt der Kurven 7T'(z, z) = 0 und y = 0, und somit erhélt man wegen iii)

Ip<y7 T(ZL’, Z)) = 07
und v) impliziert: I,(z,y) = 1. Das ergibt dank v):

Ip(Pa Q)= Ip(Ra Q)+ Ip(ya Q),

und aus vi) erhélt man I,(y,Q) = [,(y, 29T (z,2)). Indem man mehrfach
i),iv) und v) anwendet bekommt man

Ip<y7 qu(I7 Z)) - qlp(ywr) + ]P(yaT(x7 Z)) =4

und damit
I,(P,Q) = I,(R, Q) +q.

Da ¢ > 0, folgt die Schnittmultiplizitét [,(R, Q) ist kleiner als k& und damit
eindeutig durch die Regeln i)-vi) festgelegt.

Fall 2: r» > 0. Dasich die Kurven nicht andern wenn man das definierende
Polynom mit einem Skalar verschieden von Null multipliziert, nehmen wir
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an: P(x,0,1) und Q(z,0,1) haben
als Leitkoeffizienten eine 1. Seien n respektive m die Grade von P respektive
@, und setze

S(z,y,z) = z"“_rQ(x, y,z) —x* 2" P(x,y, 2).

Die Polynome P und @ sind irreduzibel und verschieden, daher ist S(x,y, 2)
sicher nicht das Nullpolynom. Nach Konstruktion ist dieses Polynom ho-
mogen in x,y, z, und das Polynom

S(z,0,1) = Q(z,0,1) — 2* " P(z,0,1)
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ist ein Polynom in der Variablen x vom Grad ¢, wobei t < s. Aus i), v) und
vi) folgt weiter
L(P,S) = I,(P,z""7"Q) = I,(P,Q)

Nun ersetze P und () durch P und S (respektive durch S und P falls ¢t < r).
Beachte, dass deg P(z,0,1) + deg S(x,0,1) < deg P(z,0,1) + deg Q(x,0,1).
Indem man diesen Prozess mehrfach wiederholt, gelangt man endlich vielen
Schritten zu einer Situation wie im Fall 1.

Damit ist die Eindeutigkeit gezeigt, es bleibt die Existenz zu zeigen. Wir
definieren I,(Cp, Cq) wie folgt:

e Wenn p auf einer gemeinsamen Komponente von Cp und C’Q liegt, dann
sei ]p(Op, CQ) = OQ.

o I,(Cp,Co) =0 falls p g CpN Co.

e Wenn p e CpN C’Q, aber nicht in einer gemeinsamen Komponente von
Cp und éQ liegt, dann entferne zunichst alle gemeinsamen Kompo-
nenten und wéahle Koordinaten, so dafi die Bedingungen a)-c) eriillt
sind. Sei p = [a,b,¢] in diesen Koordinaten. Dann definieren wir
als I,(Cp,Cq) die grofte Zahl k, so daB (bz — cy)* die Resultante
Respg(y, z) teilt.

Es bleibt zu zeigen, dass diese so definierte Abbildung die Bedingungen i)-vi)
erfillt.

Da die Determinante einer Matrix sich nicht &ndert bis auf Vorzeichen,
folgt die Symmetrie in i) aus Respg(y, 2) = £Resq p(y, 2).

Die Eigenschaft i) und i) folgen aus der Definition und Lemma 2.4.1.
Entweder haben wir p ¢ Cp N C’Q und damit Ip(é’p,C'Q) = 0, oder p €
CpN éQ, dann sind gemafl Definition die Koordinaten so gewahlt, dass die
Voraussetzungen fiir Lemma 2.4.1 erfiillt sind. Da alle gemeinsamen Faktoren
entfernt worden sind folgt Respg(y, 2) ist nicht das Nullpolynom. Also ist
Respq(y, z) = [1,;(a;y+B;z) ein Produkt von Linearfaktoren (Lemma 2.3.10).
Da p € Cp N Co, haben die Polynome P(z,b,¢) und Q(z,b, ¢) eine gemein-
same Wurzel: © = a, also gilt Respg(b,c) = 0. Damit folgt (bz — cy) ist ein
Teiler von Respg(y, 2), also 1,(Cp, Co) > 0.

Um 4v) zu zeigen, seien P(z,y,z) = axr + By + vz sowie Q(z,y,2) =
Tr+0y+pz. Die beiden Vektoren (v, 8,y) und (7, §, 1) sind linear unabhéngig
im C3 da nach Annahme Cp und C’Q verschieden sind. Wir konnen die
Koordinaten also so wéhlen, dass P(z,y, z) = x und Q(z,y, z) = x+y. Somit
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ist p =[0,0,1] = Cp N C‘Q. Es folgt: a) [1,0,0] & Cp U C‘Q, b) ist sowieso
erfiillt, da der Schnitt nur einen Punkt enthélt, und ¢) ist erfiillt wegen b),
weil in diesem Fall die Tangentengeraden mit den urspriinglichen Kurven
iibereinstimmen. Fiir die Sylvester-Matrix und die Resultante erhalten wir

dann
S(P,@:G 2) Res(P.Q)(y.2) = v.

und damit 1 ist die groBte Zahl k, so dafl (—y)* die Resultante Res(P, Q)(y, 2)
teilt. Bs folgt: I,(Cp,Cq) = 1.

Die Eigenschaft v) folgt direkt aus Lemma 2.4.2, es bleibt noch vi) zu
zeigen. Auch diese Eigenschaft folgt wieder aus dem Determinantenkalkiil.
Doch zunéchst beachte: Es gilt p & Cp N C’Q dann und nur dann wenn
p&CpNCp Rr+Q, und p liegt in einer gemeinsamen Komponente von Cp und
C’Q dann und nur dann wenn p in einer gemeinsamen Komponente von Cp
und Cppryq liegt. In diesen Fillen gilt also I,(Cp,Co) = I,(Cp, Crriq) =
0 respektive oo. Im verbleibenden Fall wird die Schnittmultiplizitat tiber
die Resultante ausgerechnet. Sei S(P,Q) = (k;;) die Sylvester-Matrix zu
P(z,y,z) und Q(z,y, 2), und sei S(P, PR+ Q) = ({;;) die Sylvester-Matrix
zu P(z,y,z) und dem Polynom P(z,y,2)R(x,y,z) + Q(z,y,z). Seien n
und m der Grad der Polynome P und . Zur Erinnerung, wir kénnen
annehmen, P(x,y,z) und Q(z,y, z) haben keinen gemeinsamen Teiler, also
P(z,y,2z)R(x,y, z) + Q(z,y, z) ist nicht das Nullpolynom. Es ist daher ein
homogenes Polynom vom Grad m.

Die Sylvester-Matrizen S(P,Q) und S(P, PR + @) haben nach Kon-
struktion die gleichen ersten m Zeilen. Und verbleibenden n Zeilen von
S(P, PR + @) erhdlt man aus denen von S(P,(Q), indem man jeweils ein
Vielfaches (die Multiplikatoren sind homogene Polynome in y und z!) der
ersten m Zeilen zu einer der unteren n Zeilen dazu addiert. Aber das Ad-
dieren des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile andert der Wert der
Determinante nicht. Somit gilt:

Res(P,Q)(y,z) = det S(P,Q)(y,2) = det(k;;)
det(&,j)
det S(P, PR+ Q)(y, 2)
= R@S(P, PR+ Q)(y7 Z)-

Nun kommen wir zum Beweis des Theorems von Bézout:
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Beweis. Da der Schnitt Cp N C’Q nur endlich viele Punkte enthalt, konnen
wir Koordinaten wéhlen, so daf§ die Bedingungen a)- ¢) von Theorem 2.4.4
fiir alle Punkte in Cp N Cy erfiillt sind. Aus Lemma 2.4.1 und Lemma 2.4.3
folgt, dass Res(P, Q) ein homogenes Polynom in y, z ist, es ist nicht das
Nullpolynom und es ist vom Grad nm. Dann kénnen wir es schreiben als ein
Produkt von Linearfaktoren (Lemma 2.3.10):

k

Res(P,Q)(z,y) = H(sz —biy)“,

J=1

wobei die e; > 0 positive Zahlen sind, 2521 e; = nm, und (b, ¢;) ist kein
skalares Vielfaches von (b;, ¢;) fiir i # j.

Wir haben bereits gesehen (Beweis Theorem 2.4.4): wenn p = (a,b,c) €
Cp N Cq, dann ist (bz — cy) ein Teiler von Res(P,Q)(x,y). Andererseits,
wenn man einen Teiler (bz — cy) von Res(P,Q)(x,y) hat, dann bedeutet es
dass die Resultante von P(z,b,¢) und Q(z,b, ¢) verschwindet, die Polynome
P(z,b,c) und Q(x,b,c) haben also eine gemeinsame Nullstelle und es gibt
ein a € C, so dal P(a,b,c) =0 = Q(a,b, c). Damit folgt:

Z (Cp,Co) = Ze] =mn.

pEC‘pﬂCQ
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Chapter 3

Newton Verfahren

3.1 Der eindimensionale Fall

Die nachste Frage ist: Wie findet man die Nullstellen? Betrachten wir
zunachst den eindimensionalen Fall und das Newton Verfahren.

Netwon: In der Epistola prior (1676) beschreibt Newton sein Verfahren
am Beispiel der reellen Wurzeln der Gleichung

¥ — 22 —5=0. (3.1)

Er schlagt © = 2 vor als eine Annéherung an die Wurzel. Allerdings ist z = 2
keine Losung, und substituiert x = 2 + p in die Gleichung. und erhélt als
neue Bedingung dann fiir p: p* + 6p® + 10p — 1 = 0. Er vernachlissigt die
nicht linearen Terme “on account of their smallness”, was librig bleibt ist die
lineare Bedingung 10p — 1 = 0. Also haben wir p = lio, und Newtons neue
Annaherung an die Losung ist * = 24+p = 240.1. Wiederum ist x = 2.1 keine
Wurzel, er wiederholt die Prozedur. Jetzt substituiert er p durch p = 0.14¢
in die Gleichung fiir p, die ergibt ¢® + 6.3¢® + 11.23¢ + 0.061 = 0. Wieder
vernachlassigt er die nicht linearen Terme und erhélt als lineare Gleichung
11.23¢ + 0.061 = 0. Damit ist ¢ = —0.061/11.23 = —0.0054, und Newtons
Annaherung fiir die Wurzel ist y = 2 + 0.1 — 0.0054. Das Verfahren wird
jetzt wieder auf ¢ angewendet, und man ersetzt ¢ durch ¢ = —0.0054 +
r in der Gleichung fiir ¢, vernachlassigt die die nicht-linearen Terme, und
bekommt r = —0.00004852. Man hat also relativ schnell eine Annéherung
der Nullstelle als zp = 2 + 0.1 — 0.0054 — 0.00004852 = 2.09455148 (aber
man kénnte auch weitermachen...). So praktisch diese rekursive Methode fiir

45
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“hdndisches” Rechnen ist, sie ist nicht iterativ, in jedem Schritt bentitzt man
eine neue Gleichung: aus der Gleichung von x gewinnt man die fiir p, aus
der fiir p die fiir ¢, aus der .. ..

Raphson: Im Jahre 1690 kam ein neuer Vorschlag von Raphson, der
in seinem Artikel den Namen Newton nirgendwo erwéhnt. Sein Vorschlag
wiirde in diesem Beispiel ergeben: Man started mit 2, substituiert 2 durch
2+pin (3.1), erhélt durch vernachléssigen der nicht-linearen Terme p = 0.1.
Aber im néchsten Schritt ersetzt man nun x durch 2.1 + ¢ wieder in (3.1):

(21+¢)?—-2021+q¢) -5 = 9,261 +13,23¢+6,3¢> +¢*> —4,2—-2¢—5
= ¢ +6.3¢°> + 11.23¢ + 0.061

man erhalt also dieselbe Gleichung fiir ¢ wie Newton. Dann benutzt man
dieses neue ¢ = —0.0054 und substituiert x durch 2 + 0.1 — 0.0054 + r =
2.0946 + r in (3.1), und erhélt so eine Gleichung fiir r, betrachtet nur den
linearen Teil und so weiter.

Es sollte an dem Beispiel klar geworden sein, dass die beiden Methoden
algebraisch vollkommen &quivalent sind. Mehr findet man in dem Artikel
Newton’s Method for Resolving Affected Equations von Chris Christensen.

Ich habe beide Anséitze hier vorgefiihrt, weil viele mit dem Newton Ver-
fahren im eindimensionalen Fall vertraut sind. Das Newton Verfahren im
zweidimensionalen Fall versteht man besser wenn man den urspriinglichen
Ansatz von Newton kennt. Der Bezug zu dem, was man heute tiblicherweise
als Newton Methode bezeichnet, wird besser klar durch Raphsons Darstel-
lung:

Gegeben sei eine stetig differenzierbare reelle Funktion f : R — R. Das
Newton Verfahren ist definiert wie folgt. Man started mit einem Ansatz s,
so dass f(sp) fast gleich Null ist, und definiert rekursiv eine Folge

f(sn)

STL+1 - STL - f/(s )
n

Wenn sg gut gewahlt ist, dann konvergiert diese Folge gegen eine Nullstelle
von f.

ﬂ'bung 3.1.1 Zeigen Sie, dass im Fall von Polynomen die oben definierte
Folge die gleiche ist wie die mit der von Raphson definierte Methode. (Be-
nutzen Sie zum Beispiel die Taylorentwicklung).
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Beispiel 3.1.1 Als Beispiel sei hier P(z) = 2% — a angefiihrt, dann gilt

P(x,) 2 —a 1( Lo )
Tyl = Ty — =2, — 22— = —(z, + —).
i P'(zy,) 2, 2 Tn

Man kann zeigen, dass das Verfahren konvergiert fiir all @ > 0 und beliebigem
Anfangswert xg # 0.

Das Verfahren funktioniert genauso im komplexen Fall. Gegeben ein kom-
plexes Polynom P(z) € C[z], so nennt man die Abbildung

P(x)

P'(z)’

Np(z):P* 5 P 20—

die zu P(x) assoziierte Newton Abbildung. Wenn die Folge
xg, 21 = Np(29), 22 = Np(x1), 23 = Np(12),. ..

gegen eine Wurzel £ von P(z) konvergiert, dann sagt man xq liegt im Becken
von &. Die Frage ist: wie findet man Punkte, die in dem Becken einer Wurzel
liegen? Das Newton Verfahren ist zwar ziemlich alt, aber es gibt immer
wieder etwas neues iiber dieses Verfahren zu berichten. Das folgende Theo-
rem liefert universelle Startpunkte fiir das Newton Verfahren. Man findet das
Theorem (und den Beweis dazu) in einem Artikel von Hubbard, Schleicher,
Sutherland, publiziert in 2001 in Inventiones Mathematicae.

Theorem 3.1.1 Sei P; die Menge aller Polynome vom Grad d in Clx],
deren Nullstellen vm Finheitskreis liegen. Fiur jedes d > 2 gibt es eine Menge
Sy, welche aus hichstens 1.11dlog? d Punkten besteht, so dafl fiir jedes Poly-
nom P(x) € Py und jedem seiner Wurzeln & es mindestens einen Punkt in
Sy gibt, der im Becken von £ liegt.

3.2 Der zweidimensionale Fall und Puiseux
Reihen

3.2.1 Einleitung

Gegeben sei eine affine algebraische Kurve C' C C? durch die Gleichung
P(z,y) = 0. Wie findet man nun die Kurve? Wie beschreibt man sie?
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Wenn man einen gentigend schénen Punkt z( in der Kurve hat, so weifl
man dank des Theorems iiber implizite Funktionen, dass man zumindest
lokal eine Funktion g(z) findet, so dass die Kurve durch y = g(z) in einer
Umgebung von zy beschrieben wird, d.h. P(z,g(z)) = 0 fir Elemente in
einer Umgebung von zy. Die Frage ist: Wie berechnet man ¢ tiberhaupt,
und was macht man wenn die Voraussetzungen des Theorems iiber implizite
Funktionen nicht erfillt sind?

Im Folgenden setzen wir immer voraus: P(0,0) = 0, notfalls macht
man eine Koordinatentransformation. Oft kann man Uberlegungen redu-
zieren auf den Fall, dass P(x,y) irreduzibel ist, denn Losungen ¢ (z), go(x)
mit Pj(x, g;(z)) = 0 sind auch Losungen fir P(x,y) = Pi(x,y)Ps(x,y).

Um die Strategie zu erlautern, schauen wir uns ein Beispiel an: Sei
gegeben die Gleichung

V+r+ay+y+a®=0, (3.2)

Die Idee von Newton ist es die Variable y als eine Potenzreihe in x darzustellen.

Im eindimensionalen Fall sortieren wir die Monome nach den Potenzen
von x, aber hier haben wir zwei Variablen. Man kann sie dann zum Beispiel
nach dem Totalgrad sortieren:

P(z,y) = (z +y) + 2y + (y° +2°). (3.3)

Der Anfang ist wie im eindimensionalen Fall. Wir vergessen die Terme
vom hoheren Grad und suchen eine Losung der vereinfachten Gleichung x +
y = 0. Das ist in diesem Fall einfach, es ist y = —x. Dies ist keine Losung
ist fiir P(z,y) = 0, die erhaltene Funktion ist nur eine Approximation und
muss verbessert werden. Der Ansatz: die Losung ist

y = —x + Terme hoherer Ordnung
= —I(l + y1)

Substituiert man entsprechend in P(z,y), so erhilt man

Plx,—z(1+y1)) = (z+ (—z(1+wn)) +z(—z(1+y))
F((=2(1 +31))* +2?)
—zy; —22(1+ 1) —23((1+y1)® — 1)
—2(y1 + (1 +y1) +2*(3y1 + 3y7 + y7))
= —xPi(x,y).

(3.4)
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Die Korrektur erhélt man somit als Losung der Gleichung Py (z,y;) = 0.
Will man analog zum eindimensionalen Fall weiterrechnen, so loscht man
alle Terme von “hohem Grad” und nimmt als néchsten Schritt zu einer
Verbesserung die Losung der verbliebenen “einfacheren” Gleichung. Also
ist die nachte Frage: Was soll genau der Grad sein? Welcher Begriff ist gut
fiir weitere Rechnungen? Im ersten Schritt hat man eigentlich vollstandig
unbegriindet den totalen homogenen Grad benutzt, aber es gibt viele andere
Moglichkeiten, wie wir jetzt sehen werden.

3.2.2 Newton Polygon

Newton fiihrte dazu das Newton Polygon ein. Startet man mit einem Poly-
nom in zwei Variablen P(z,y) = 3, ;¢ a'y’ wie zum Beispiel in (3.2) und
(3.4), so nennt man einen Punkt (4, 7) ein Element im Tréger des Polynoms
falls das Monom 'y’ mit einem Koeffizienten ¢;; # 0 in der Summe auf-
taucht. Nennen wir den Tréger A(P). Jeder Punkt im Tréger liefert einen
Punkt mit Koordinaten (i,7) im R?. Um diese Koordinaten nicht mit den
Variablen x,y zu vermischen, nennen wir ¢ die a-Koordinate und j die (-
Koordinate:
[B-Achse (,7) — Quadrant

(i,7)

° 3 a-Achse

Der zu (i, j) zugehorige Quadrant besteht aus allen Punkten im R?, deren
a-Koordintate grofier gleich ¢ und deren S-Koordinate grofier gleich j ist.
Da wir angenommen haben P(x,y) ist irreduzibel, liegt mindestens ein
Punkt auf der z-Achse und ein Punkt auf der y-Achse, und (0, 0) liegt nicht
im Tréger da P(x,y) = 0.
Wir betrachten die konvexe Hiille aller (i, j)-Quadranten

convex( U (i,7) — Quadranten),

(1,)€A(P)

dann ist der Rand davon ein polygonaler Weg mit zwei unendlichen Teilen:
der eine ist ein Teil der a-Achse, der andere ist Teil der S-Achse. Der mittlere
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kompakte Teil wird das Newton Polygon zu P(x,y) genannt. Man beachte,
dass alle linearen Teilstiicke des Polygons eine negative Steigung haben.

Beispiel 3.2.1 Sei P(x,y) = 2P —y?. Dann besteht das Newton Polygon nur
aus der Strecke, die die Punkte (0, ¢) und (p, 0) miteinander verbindet. Diese
Strecke ist ein Abschnitt der affinen Geraden mit der Gleichung o + gﬂ =

p, die Gerade hat also die Steigung —Z. Man beachte: Die Losungen der
B 2 n(x)

)

Gleichung P(z,y) = 0 sind von der Form y = x4« = e«

Man kann sowieso nicht erwarten, nur Polynome wieder als mogliche Losungen
angeboten zu bekommen. Das Beispiel zeigt, dass man auch Reihen mit ra-
tionalen Exponenten erwarten muf.

Beispiel 3.2.2 Sei P(z,y) = y* — 223y? + 2. Das Newton Polygon besteht
aus der Strecke, die die Punkte (0,4) und (6,0) miteinander verbindet, die
affine Gerade hat die Steigung —%. Um eine Losung zu finden, machen wir

den Ansatz y = tx3, einsetzen in P(z,y) ergibt:
P(x,tx%) =2%(t* — 212 +- 1)

Jede Nullstelle des Polynoms g(t) = (t* — 2t> + 1) gibt eine Losung des

Problems. Da g(t) = (t> — 1)? erhélt man zwei Losungen: y = z2 und
3

y = —x2.

Beispiel 3.2.3 Sei P(x,y) so, dass der Trager vollstandig auf einem Geraden-
abschnitt liegt, die Gleichung der affinen Geraden sei a + uf8 = v, wobei
wieder «, 3 die Koordinaten sind und u, v sind fest gewahlt. FEin solches
Polynom nennt man quasi-homogen beziglich p und v. Wir konnen also
schreiben:
P(z,y) = Z CopT°Y"
a+uf=v

Weil man sonst das Polynom durch Potenzen von x respektive y teilen kann,
sollte in dem Polynom eine reine Potenz von x auftauchen. Das Monom muf3
dann z¥ sein, also ist v eine positive ganze Zahl. Ebenso sollte eine reine
Potenz von y in dem Polynom auftauchen, das mufl yﬁ sein. Insbesondere,

m = i ist eine positive ganze Zahl.
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v
m

Wir machen wieder den Ansatz y = tz# (nach Konstruktion ist p =
eine rationale Zahl) und erhalten

Pz, tat) = Z Capt’rah? = 1" g(t), (3.5)
atpp=pm

wobei g(t) = >0 15— m Capt? ein Polynom vom Grad m ist. Da mindestens
zwei Koeffizienten ungleich Null sind, hat dieses Polynom mindestens eine
Nullstelle ¢y # 0.

Dann gilt: P(z,toz") = x¥g(ty) = 0, also ist y = toz* eine Losung.

Somit wissen wir zumindest im quasi-homogenen Fall, wie man Losungen
findet. Im Allgemeinen ist P(x,y) natiirlich nicht unbedingt quasi-homogen,
sondern eine Summe von quasi-homogenen. Newtons Idee war es, in dem
Newton Polygon zu P(z,y) das steilste Segment auszusuchen, die Steigung
sei _;%o' Dann zerlegt sich das Polynom in

P(z,y) = Z Ca,pT"Y” + Z Ca g™y’

a+poB=v a+poB>v

und die Naherungslosungen erhélt man als Losung des quasi-homogenen Teils

Py(l‘ay) = Z Ca,ﬁxayﬁ‘

a+poB=v

Beispiel 3.2.4 Kehren wir zuriick zu dem Beispiel in Abschnitt 3.2.1. Fur
das Polynom P(z,y) = y® +x+xy+y+ 2 (siehe (3.2)) besteht das Polygon
nur aus der Verbindungsstrecke zwischen (0,1) und (1,0), die Steigung ist
also —i = —1. Die Aufteilung von P(z,y) in seine quasi-homogene Teile
ist also gleich der Aufteilung von P(x,y) in seine homogenen Teile beztiglich

des Totalgrads:

P(r,y) = (@+y)+ay+ (@ +y°)
= st Ca g2y’ + D et f—2 Ca sy’ + Y atpt Ca gy’ + ...
Das ist die gleiche Aufteilung wie in (3.3). Wir vernachléssigen den Teil mit

a + f > 2 und schauen und nur den Teil an mit a + 5 = 1, also (z + y).
Man macht den Ansatz y = ta#"° = tz. Es folgt fiir den (quasi-) homogenen
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Teil: x +tx = 0 dann und nur dann wenn t = —1. Also ist yo = —x die erste
Néherungslosung. Dies ist keine Losung fiir P(x,y), denn

P(z,—z) = (z+(—2)) +z(—2) + (@° + (-2)*)

= —a

Also: yo muss verbessert werden. Der Ansatz ist: y = —z(1 4 y1). Substitu-
iert man entsprechend in P(z,y) so erhélt man (siche (3.4)):

Pi(z,y1) =y + (1 +y1) + 223y + 3y +2).

Fiir das Polynom Pj(z,y) besteht das Polygon aus der Verbindungsstrecke
zwischen (0,1) und (1,0), die Steigung ist also —#LO = —1. Die Aufteilung
von Pj(x,y) in seine quasi-homogene Teile ist also gleich der Aufteilung von

Pi(z,y) in seine homogenen Teile beziiglich des Totalgrads:

Pi(z,y)=(+yp)+ Y capr®y
a+p>1

Man macht den Ansatz y; = tz#° = tz. Es folgt fiir den (quasi-) homogenen
Teil: x + tx = 0 dann und nur dann wenn ¢t = —1. Also ist y; = —z die
Néherungslosung fiir Py (z,y;) und

y=—-z(l4+y)=—-2(l—2)=—-z+2°
ist die zweite Naherungslosung fir P(x,y). Dies ist keine Losung fiir P(z,y),
denn

P(z,—z+2%) = (z+(-z+2?)+a(-z+2?)+ (7 + (-2 +27)°)
= 22—+ 23422 — 23 4 32t — 32° + 28
= 2%+ 32% + 5.

Also muss y; verbessert werden und man macht den Ansatz
y1 = —x + Terme hohere Ordnung = —xz(1 + ys).
Substituiert man entsprechend in P;(z,y;), so erhélt man

Pz, —x(1+y))= —z(1+y)+z(1—z2(1+y))+2*B(—z(1+ y2))
+22(3(—2(1 +y2))* + (=21 +12))%)
= —a(y2 + (1 +y2) +32%(1 + y2) — 32°(1 + y2)?
+at(1+y2)*))
= —z(Pa(z,y2)).
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Fiir das Polynom Ps(x,y) besteht das Polygon wieder aus der Verbindungs-
strecke zwischen (0,1) und (1,0). Also ist y» = —z die Ndherungslosung
fir Py(z,y2) und y; = —z(1 4+ y2) = —2(1 — x) = —x + 2? ist die zweite
Néherungslosung fiir P (z,y) und somit ist

y=—-2(1+y)=—-2(1-2+2°)=—x+2>—2°
ist die dritte Naherungslosung fir P(x,y) = 0, aber es ist keine Losung, denn

Plx,—x+2*—2%) = (z+ (—z+2°—2%) + (-2 + 2% — 27
+(2? + (-2 + 27 — 2°)%)
= —zt+ 2% — 2%+ 328 — 627 + 728 — 62° + 32t — 23
= 22" — 62° + 725 — 627 + 32® — 2°.

Das Beispiel zeigt den Effekt der Rekursion: die n-te Naherungslosung ist
vielleicht keine Losung, aber

P(z,n-te Niherungslésung) = 2" - Polynom.

Als Ubung fahre man fort die Reihe zu berechnen...

3.2.3 Der allgemeinen Algorithmus

Sei P(z,y) das Polynom in zwei Variablen

P(x>y) = an”@xayﬁ
o,

Wir nehmen COE an, dass die Voraussetzungen in der Einleitung (siehe Ab-
schnitt 3.2.1) erfiillt sind, also P(0,0) = 0 (und somit c¢oo = 0). Weiterhin
nehmen wir an, dass P y-generisch vom Grad m > 0 ist, d.h. ¢, # 0 und
coj =0firj=0,...,m—1. (Ubung: dies kann immer durch eine lineare
Transformation erreicht werden).

1. Fall Das Newton Polygon ist nur ein Punkt. Das ist allerding nur
moglich, wenn alle Monome mit Koeffizient # 0 durch y™ teilbar sind. In
diesem Fall zerfallt P(z,y) = y™Q(z,y), wobei Q(0,0) = com # 0. Also
sieht die Kurve {(a,b) € C* | P(a,b) = 0} in einer Umgebung des Punktes
(0,0) also aus wie die Kurve y = 0.

2. Fall Das assoziierte Newton Polygon ist nicht nur ein Punkt. Aus
dem Newton Polygon wahle das steilste Segment aus. Wegen der Konvexitéat
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ist es ist das Segment, das im Punkt (0, m) beginnt. Die Steigung sei —Mlo.

Dann zerlegt sich das Polynom in
P(z,y) = Z Ca gy’ + Z Ca Ty’ (3.6)
atpof=v atpoB>v

Die erste Annaherungslosung ist dann yg = tox#?, wobei ty eine Nullstelle
des Polynoms ¢(t) ist, das man durch den Ansatz y = taz#° aus dem quasi-
homogenen Teil von P(z,y) erhalt:

Z Capt’z®a® = 2"g(t). (3.7)

a+pof=v

Die Zahl py = % ist eine rationale Zahl, wobei pg, qo teilerfremd seien. Um
L
nicht zu viele Probleme mit Nennern zu bekommen, setzen wir x; := x4, in

dieser Notation ist die erste Annéherung yo = tox!°.
Ist dies bereits eine Losung (also P(z,y) ist quasi-homogen), dann ist
man fertig. Sonst verbessert man die Losung mit dem Ansatz:

y = tor® 4+ Terme grosserer Ordnung,

oder, anders formuliert
Yy = 1‘11)0(750 + yl).
Man substituiert entsprechend im Polynom. Aus (3.6) folgt:
P, 2 (to +y1)) = 27" Pi(z1, 41),
denn jedes Monom ist teilbar durch einen Term der Form

Po
xQoaeroﬁ _ xqo(aJrqo p) — Yo
1 - 1 - &1

Als Folge sieht man, dass in Py(xy,%;) eine m-te Potenz von y; auftaucht:
y™ = (2 (to + v1))" = x{y;" + Produkte kleinerer Potenzen von z; und y;

Pi(z1,y1) ist also wieder y-generisch, vom Grad m; < m.

Rekursion: Man wiederholt das Verfahren mit P (z1,y;) und Py (x4, o)
usw., und erhélt so eine Folge von Néherungslosungen (die Folge bricht
eventuel ab, vielleicht aber auch nicht):

y = z"(to+ )

v o= ot + )
Yo = (2 +ys)
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und somit

y = xho(to+ 2" (b + 25 (ta+..0)))
toxho + tyaxroxht + toxtot ah? + ...

4By s (38)

+ B K14 K2
— toxuﬂ + tlm“o 0 + tQI'LLO a0 T a0q1 + o

Die Wahl des steilsten Streckenabschnitts: Wenn die Rekursion ab-
bricht, so hat man eine geschlossene Formel fiir eine Losung. Wenn die
Rekursion nicht abbricht, so hatte man gerne eine Kontrolle dartiber, welche
rationalen Zahlen als Potenzen in der Reihe auftauchen. Hier kommt die
Wahl des steilsten Streckenabschnitts zum Tragen, denn der garantiert:

Lemma 3.2.1 Es gibt einen Index iy, so dass j; = % eine ganze Zahl ist
fur alle i > 1.

Beweis. Wir nehmen an, die Rekursion bricht nicht ab, sonst ist nichts zu
zeigen. In der Rekursion hat man gesehen, dass die P;(x,y) y;-generisch sind
vom Grad m;, wobei m > my; > mo > .... Wir zeigen: wenn m; = m;
ist, dann ist p; eine ganze Zahl. Ist somit p; keine ganze Zahl, dann folgt
notwendigerweise m; > m;.1. Da dies nur endlich oft vorkommen kann, folgt
die Behauptung.

Es bleibt zu zeigen: m; = m;11 = p; € N. (E sei ¢ = 0, wir substituieren
=27, y=a(to+v1) in P(z,y) und erhalten

o1 Py(x1,11) = Py(xtfojxfo(to—l-yl))
= xlqo(zwruoﬁ:mmca’g(to+y1)ﬁ—|—$1(...)).

Zur Erinnerung: ein Monom x%y” in P(x,%) wird ersetzt durch das Monom
27 (2% (to + 11))?, der x1-Anteil an jedem Summanden ist daher

Po
qoa+pof __ qo(at a0 p) _ qo(atpof) _ Vo
Ly =T =T =T

mit ' = pem falls (o, B) auf der Geraden a + pof = pom liegt, sonst gilt
V' > pom. Es folgt fiir Pp:
Pi(0,y1) = Z Cap(to +11)" = g(to + v1),
a+poB=pom

wobei g die Funktion in (3.5) und (3.7) vom Grad m ist und ¢y # 0 ist eine
Nullstelle dieser Funktion. Nach Definition ist m; die minimale Potenz, mit
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der yi"* als Monom mit Koeffizient # 0 in P; auftaucht. Anders gesagt, es ist
die Ordnung der Nullstelle y; = 0 von g, und damit ist es die Ordnung von
to als Nullstelle von g(t). Da m = m, folgt g(t) = c(t — to)™ fiir ein ¢ # 0.
Insbesondere ist der Koeffizient von t™~! # 0. Andererseits gilt (siche (3.5))

g(t) = Z ca,ﬂtﬁv

a+poB=pom

es gibt also ein a mit av+ pip(m —1) = pom, so dass com—1 7# 0. Das bedeutet
aber a = o, und somit ist py € N. °

Wenn man also fiir den durch Lemma 3.2.1 garantierten Index 7y setzt n =
qoq1 - - - ¢iy» dann folgt aus (3.8):

k>0

Diese Form der Beschreibung von y als Potenzreihe mit rationalen Potenzen
(deren Nenner beschrénkt sind) nennt man die Puiseus Entwicklung um (0, 0)
der Kurve Cp definiert durch P(z,y) = 0. Eigentlich geht diese Beschrei-
bung zuriick auf Newton, ist dann vergessen worden und von Puiseux neu
entwickelt worden. Allerdings hat Puiseux die nach ihm benannten Puiseux
Reihen intensiv untersucht, wahrend Newton zum Beispiel kein Wort tiber
die Konvergenz der Reihen zu schreiben scheint. Man kann zeigen: (fir eine
prazise Formulierung siehe Brieskorn und Knorrer, Plane algebraic curves,
Chapter III, Section 8.3)
Theorem. Die Puiseur Entwicklung einer algebraischen Kurve ist konver-
gent. Genauer, zu jeder Wahl eines Zweiges der n-ten Wurzelfunktion kon-
vergiert die Reihe fir |x| klein genug und definiert eine analytische Para-
metrisierung eines Zweiges des Kurve Cp in einer Umgebung von (0,0).
Abschliessend einige Worte zur Idee des Beweises und allgemeiner zu
Puiseux Reihen: Man hat den Polynomring C|z], ein Element ist eine endliche

Summe .
p(I) = Z aixi7
i=0

man hat den Ring der formalen Potenzreihen C[[z]], ein Element ist eine
moglicherweise unendliche Summe

p(x) = Z a;x’.
=0
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Dies ist ein Integritétsbereich, C[[z]] hat also eine Quotientenkdrper, das ist
der Korper der Laurent Reihen C((x)). Ein Element ist eine moglicherweise

unendliche Summe .
p(l') = Z &ixi7
i=k

wobei k € Z. Es sind also endlich viele negative Potenzen erlaubt. Die Reihe
in (3.9) ist ein Element in dem Kérper C((z7))
Der Korper der Puiseux Reihen ist die Vereinigung aller dieser Korper

C<a>= | C((z)),

n>1

wobei ot mit 24 identifiziert wird falls ad = bc. Das folgende Theorem (hier
ohne Beweis) geht zuriick auf Newton und auf Puiseux. Zu zeigen ist, dass
jedes nicht konstante Polynom in C< x> [y] eine Nullstelle besitzt. Diese
konstruiert man mit dem oben beschriebenen Verfahren, das nicht nur fir
P(z,y) € C[z,y| funktioniert sondern auch fiir C<a>> [y].

Theorem 3.2.1 (Newton-Puiseux Theorem) C<z>> ist algebraisch abge-
schlossen.

Insbesondere, wenn P(z,y) € Clz,y] C C<a>>[y] vom Grad n > 0 ist (gese-
hen als Polynom in der Variablen y), dann hat P(z,y) genau n Nullstellen
in dem Korper C<o>>.

Fiir alle Details und technischen Feinheiten siehe zum Beispiel das Buch
von Brieskorn und Knérrer, Plane algebraic curves, Chapter 111, Section 8.3,
hier wird nur eine sehr, sehr grobe Zusammenfassung gegeben. Sei der Ein-
fachheit halber P(z,y) irreduzibel und y-generisch vom Grad n > 0 als Poly-
nom in y, und sei P(z,y) ein WeierstraB-Polynom, d.h, P(z,y) = y™ +
c1(z)y™ 4. . . +cp(x) (WeierstraB-Vorbereitungssatz: f komplex analytisch,
£(0,0,...,0) = 0 und z generisch in der Reihenentwicklung, dann gibt es ein
Weierstral Polynom W so dass f(z1,...,2,) = W(z1)h(z1,. .., z,), wobei die
Koeffizienten von W (z;) komplex analytische Funktionen in z,, ..., z, sind
und h ist eine komplex analytische Funktion, die in einer Umgebung von 0
nicht verschwindet. Die Nullstellen von f in einer Umgebung von 0 sind also
genau die Nullstellen von ). Dann gibt es eine (in einer kleinen Umgebung)
konvergente Reihe y(z7) € C<a>> mit P(z,y(z7)) = 0. (Siche Brieskorn
und Knorrer, Plane algebraic curves, Chapter III, Section 8.3, Theorem 1,
respektive Satz tiber implizite Funktionen).
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Aus dieser kann man nun insgesamt n verschiedene Losungen basteln. In
der Tat, ist y(xw) eine Losung, d.h. P(z,y(zn)) = 0, dann sind fiir £ = e’
und 7 =0,...,n — 1, auch y(fjx%), j=0,...,m— 1 Losungen.

Die Reihe, die mit dem Newton Verfahren konstruiert worden ist, ist auch
ein Element in C<2>> und ist eine Losung der Gleichung P(z,y) = 0. Da
P(z,y) = 0 nur n Losungen in C< 2> haben kann, mufl diese Reihe eine

der n bereits gefundenen sein. Insbesondere ist die Reihe konvergent.



Chapter 4

Varietaten, Algebren,
Bewertungen und
Newton-Okounkov-Korper

4.1 Affine algebraische Mengen und Varietaten

Eine affine algebraische Menge ist eine Teilmenge Y C C", die definiert wird

als Nullstellengebilde von endlich vielen polynomialen Gleichungen. Anders

gesagt, es gibt endlich viele Polynome f1,..., f, € Clxy,...,z,], so daBl
Y={velC"| fi(v)=...= f(v) =0}

Sind Y und X affine algebraische Mengen mit

Y={veC"|filv)=...= f,(v) =0}, X={veC"|g(v)=...=gs(v) =0}

dann sind auch X UY und X NY affine algebraische Mengen mit

XUY={v e C"[(fig)(v) = (S192)(v) = ... = (frgs)(v) = O}

und

XOY={v e C'[fi(v) = ... = (1) = gu(v) = ... = gu(v) = O}.

29
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Beispiel 4.1.1 SL, ={A € M, | det A—1 =0} ist eine affine algebraische
Menge. Jede Kurve im C? ist eine affine algebraische Menge. Die Hyperfliche

{veC*| (v1my — x374)(v) = 0} C C*
ist eine affine algebraische Menge. Ebenso ist
{fveC" | (ziwj — Tinx;) (V) =0V <i<j<n-—1},
eine affine algebraische Menge.

Beispiel 4.1.2 Die Menge C* C C kann man zu einer affinen algebraischen
Menge machen indem man sie identifiziert mit

Y ={veC?|(r25—1)(v) = 0}

durch die Abbildung C* > t < < ) € Y. Allgemeiner kann man auf

t
t_l
diese Weise (C*)" C C" zu einer algebraischen Menge machen.

Ubung 4.1.1 Zeigen Sie: Auf die gleiche Weise kann man GL,(C) zu einer
affinen Menge machen, in dem man GL,,(C) identifiziert mit

{(A,¢) e M,,(C)® C|cdet A—1=0}.

Sei I = 370 Clzy,...,z,]f; das von fi,..., f, erzeugte Ideal. Dann gilt
offensichtlich

Y={velC"| filv)=...=f(v)=0}={veC"| flv)=0Vf eI}

Da C|xy, ..., z,) noethersch ist, ist jedes Ideal endlich erzeugt. Eine dquivalente
Definition eine algebraischen Menge ist also: Eine affine algebraische Menge
ist eine Teilmenge Y C C", die definiert wird als Nullstellengebilde eines
Ideals I C Clxy,...,z,):

VI)={veC"| flo)=0Vfel}

Umgekehrt, ist Z C C" eine Teilmenge (nicht notwendigerweise eine alge-
braische Menge), so sei

Z(Z) ={f € Clxy,...,x,) | flz =0}.
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Dies ist offensichtlich ein Ideal. Als Konsequenz bekommt man die folgenden
Abbildungen zwischen Idealen in Polynomringen und affinen algebraischen
Teilmengen:

affine algebraische —7 Ideale in
Mengen im C™ —y S =Clzy,...,on)
definiert durch (4.1)
Y — Z(Y):={feS| fly =0}
VI)={yeC"[fly) =0Vfel} <«— 1

Das Ideal Z(Y) wird auch das Verschwindungsideal von Y genannt.
Bei den Abbildungen handelt es sich nicht um Bijektionen. Zum Beipiel
sei J,, C Clz] das Ideal erzeugt von ™, dann ist V' (.J,,,) = {0} fiir alle m > 1.

Ubung 4.1.2 Seien X C C" und Y C C™ affine algebraische Mengen.
Zeigen Sie: das kartesische Produkt X xY ist eine affine algebraische Menge.
(Hinweis: Sei R der Ring der Polynomfunktionen auf C* @& C™:

R=Clxy,....,%0, Y1, -, Ym]-
SeienZ(X) C Clxy, ..., x| und Z(Y) C Clyy, . . ., Ym| die Verschwindungside-
ale, und sei I = Z(X)R + Z(Y)R das von den beiden erzeugte Ideal in R.
Dannist V(I) =X xY Cc C"a C™.)

Wir haben immer offensichtlich J C Z(V(J)) fiir ein Ideal J C Clzy, ..., Ty
Als das Radikal v/J eines Ideals J bezeichnet man das Ideal

VI={feClxi,...,zn] | IreN: fr e J}.

Man sagt ein Ideal ist ein Radikalideal falls J = v/J.

Theorem 4.1.1 (Hilberts Nullstellensatz) SeiJJ C Clzy,...,x,] ein Ideal
und sei Y = V(J) die zugehdrige affine algebraische Menge. Dann ist
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Die Abbildungen in (4.2) definieren also Bijektionen:

affine algebraische i Radikalideale in
Mengen im C™ o S =Clzy,...,Tm)

Desweiteren haben wir:

Korollar 4.1.1 Sei J C Clxy,...,xy] ein Ideal. Dann gilt
V(J)=0< J=Clzy,..., 2]

Beweis. Wenn J = Clxy,...,z,], dann ist offensichtlich die gemeinsame
Nullstellenmenge die leere Menge. Ist V(J) = (), so folgt aus Hilberts Null-
stellensatz: v/J = Z(V(J)) = Z(§) = C[x1, ..., x,]. Insbesondere, In > 0,
so dass 1" € J, aber das bedeutet 1 € J und damit J = Clxy, ..., z,)]. °

Ubung 4.1.3 Zeigen Sie: sei P(x,y) € C[z,y] ein nicht konstantes Poly-
nom. Dann ist das von P(x,y) erzeugte Ideal ein Radikalideal dann und nur
dann wenn P(x,y) ohne mehrfache Faktoren ist.

Seien X C C" und Y C C™ affine algebraische Mengen. Ein Morphismus
affiner algebraischer Mengen ¢ : X — Y ist eine Abbildung, fiir die eine
polynomiale Abbildung 1; : C" — C™ existiert, so dafl man ein kommutatives
Diagramm hat:

v o X = Y

N N

v o Cr - Cm
Ein Isomorphismus wird dann auf die offensichtliche Art definiert: Ein Mor-
phismus ¢ : X — Y wird ein Isomorphismus genannt, wenn es einen Mor-
phismus ¢ : Y — X gibt, so dal 1) o ¢’ and v’ o ¢ jeweils die identische
Abbildung ist.

Bemerkung 4.1.1 Achtung, es reicht nicht zu verlangen, dafl ¢ : X — Y
ein bijektiver Morphismus, denn die Umkehrabbildung nicht notwendiger-
weise ein Morphismus.

Ubung 4.1.4 Sei Y = {v = (5) € C? | 23 — y* = 0}. Zeigen Sle: Die

Abbildung ¢ : C — C?, t — (12,13), ist ein bijektiver Morphismus von C auf
Y, aber kein Isomorphismus von affinen algebraischen Mengen.
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Am Begriff des Isomorphismus wird klar, dafl die Beschreibung der Ob-
jekte einzig und allein durch die Einbettung Y C C" auf die Dauer sehr
umstandlichen ist. Dies legt nahe, sich der doch sehr lastigen Abhéangigkeit
von der Einbettung zu entledigen und eine Beschreibung zu finden, die un-
abhanging davon ist.

Betrachten wir zunachst einen Morphismus f : Y — C fiur Y C C”, so
existiert gemaB der Definition ein Polynom f € Clxy, ..., zp],s0daB f = f ly.
Zwei solche Polynome fi, f ergeben den gleichen Morphismus dann und nur
dann wenn f; — f, auf Y verschwindet, also ein Element in Z(Y') ist.

Der Quotient des Polynomringes Cl[zy, ..., x,] nach dem Ideal Z(Y") be-
schreibt also genau die Morphismen von Y nach C, oder genauer, die reguldren
Funktion auf Y.

Definition 4.1.1 Die Algebra Clz, ..., z,]/Z(Y) wird die Algebra der regu-
laren Funktionen auf Y oder auch der Koordinatenring von Y genannt, und
mit C[Y'] bezeichnet.

Beispiel 4.1.3 Der Polynomring C[zy, ..., x,] ist die Algebra der reguldren
Funktionen auf dem C".

Beispiel 4.1.4 Der Koordinatenring einer affine Kurve Cp ist Clz, y]/(P).

Beispiel 4.1.5 Der Koordinatenring von C* ist Clxy,xs]/(x129 — 1). Die
Abbildung C[z1, z5] — Clx, 271, 1 — @, 1o — 7!, induziert einen Isomor-
phismus Clzy, x5]/{(z175 — 1) ~ C[z,x7!]. Wir schreiben deswegen fiir den
Koordinatenring C[C*] = C[xz, z7!], und, allgemeiner,

Cl(C"] = Clay, 27, ...z, 2, Y]
Man nennt die algebraische Menge (C*)™ auch den n-dimensionalen Torus.

Wie verhalt sich nun diese Algebra unter Morphismen von affinen algebrai-
schen Mengen? Seien X C C" und Y C C™ algebraische Mengen, sei v :
X — Y ein Morphismus. Dann stellt sich die natiirliche Frage ob fiir f €
C[Y] die Abbildung fo1 : X — C wieder eine regulére Funktion ist und wir
somit einen Algebrahomomorphismus

P! C[Y] = C[X]
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bekommen. Sei also v : C" — C™ eine polynomiale Abbildung, so daf ¢
die Einschrankung von 1 auf X ist. Es gibt also Polynome hq,... h,, €
Clx1, ..., zy), so daB fur z = (zq,...,x,) gilt:

Die Verkiipfung f — f o induziert daher einen Algebrahomomorphismus

@Z?ﬁ:@[yl,...,ym] — Clzy, ...,z
Yi hz@)

zwischen der Algebra der reguldaren Funktionen auf dem C™ und der Algebra
der reguldren Funktionen auf dem C”. Da nach Voraussetzung ¢(X) C Y
folgt f o1 € I(X) falls f € Z(Y), also ¥*(Z(Y)) C Z(X), bekommen
wir einen induzierten k-Algebrahomomorphism ¢* : C[Y] — C[X] und ein
kommutatives Diagramm:

Vo CIY]=Clys, .., ym]/Z(Y) — C[X] =Clzy,...,1,]/T(X)
) )
LA Clyss- - - Ym) — Clzy, ...,z

I"Jbung 4.1.5 Sei Mor(X,Y) die Menge der algebraischen Morphismen von
X nach Y und sei Alg([Y], C[X]) die Menge der Algebrahomorphismen von
C[Y] nach C[X]. Zeigen Sie: Die Abbildung

Mor(X,Y) — Alg([Y],C[X]), = ¢F
ist injektiv.

Allgemeiner hat man folgende “Ubersetzung” von Morphismen zwischen al-
gebraischen Mengen und Algebrahomomorphismen.

Theorem 4.1.2 Die Abbildung v — ¥*, die jedem Morphismus 1 : X =Y
den Algebrahomomorphism ¢ : C[Y] — C[X] zuordnet, ist eine Bijektion,
d.h., fir jeden Algebrahomomorphism ¢ : C|Y| — C[X] gibt es einen ein-
deutigen Morphismus v : X =Y, so daff ¢ = *.

Beweis. Sei ¢ : C]Y] — C[X] ein Algebrahomomorphismus. Durch Verknii-
pfung mit der Quotientenabbildung Clyy, ..., yn,] — C[Y] erhélt man einen
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Homomorphismus ¢’ : Clyy, ..., ym| — C[X]. Wihle Polynome f1,..., fn in
Clay, ..., 2z,) mit f; = ¢'(y;) mod Z(X), und sei

b Clyi, -+, Yn] = Clz1,...,2,] definiert durch é(yj) = f;.
Fiir den Morphismus @E : C" — C™, definiert durch

U= (fl(v>7f2<v)7 Tt fM(U))a

gilt: Ot = o Sei nun h € Z(Y) und v € k", dann gilt nach Konstruktion
h(¥(v)) = (hoy)(v) = (¢¥¥(h))(v) = (¢(h))(v), und damit folgt

Yo € X h(i(v) = (8(h) (v) = (¢'(h)(v) = 0= P(X) C Y.

Man erhalt somit einen Morphismus ¢ = 1;] x : X — Y, der, nach Konstruk-
tion, die Eigenschaft hat: 1* = ¢. °

Als Konsequenz bekommen wir die folgende Charakterisierung von iso-
morphen affinen algebraischen Mengen:

Korollar 4.1.2 Zwei affine algebraische Mengen sind dann und nur dann
isomorph, wenn die Koordinatenringe isomorph sind.

Definition 4.1.2 Eine algebraische Menge Y C C™ wird eine affine alge-
braische Varietat genannt falls der Koordinatenring

ClY| =Clxy,...,zn]/Z(Y)
von Y keine Nullteiler hat.

Proposition 4.1.1 FEine affine Kurve Cp ist eine affine Varietat dann und
nur dann wenn P(z,y) irreduzibel ist.

Beweis.  Nach Annahme hat P(zx,y) keine mehrfachen Faktoren, also ist
das von P(z,y) erzeugte Ideal ein Radikalideal. Insbesondere: C[Cp| =
Clz,y]/(P(z,y)). Weiter sei P(x,y) = Pi(x,y) - - P,(z,y), wobei die Pj(z,y)
irreduzibel sind und teilerfremd.

Angenommen P(z,y) ist nicht irreduzibel, also 7 > 2. Dann gilt Cp,NCp,
ist eine endliche Anzahl von Punkten (Bézout) fiir ¢ # j. Insbesondere gilt
P’i|ij # 0 fiir i # j. Es folgt: die Nebenklassen P;, j = 1,...,r, der Pj(z,y)
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in C[Cp] sind nicht 0. Aber Py --- P, = P =0 in C[Cp] = Clz,y]/(P(z,y)),
der Koordinatenring hat somit Nullteiler.

Angenommen P(z,y) ist irreduzibel und Q(z,y), R(z,y) € Clz,y] sind
so, dass Q(z,y)R(x,y) = 0 in C[Cp|. Das ist dquivalent zu Q(z,y)R(z,y) €
(P(x,y)), oder, anders gesagt, Q(z,y)R(z,y) ist teilbar durch P(z,y). Da
Clz,y] ein faktorieller Ring ist bedeutet das aber, dass entweder Q(z,vy)
oder R(x,y) durch P(z,y) teilbar ist. Somit ist entweder Q(z,y) = 0 oder
R(z,y) = 0. Der Koordinatenring hat also keine Nullteiler. .

Beispiel 4.1.6 Der Torus (C*)™ ist irreduzibel, denn der Koordinatenring ist
der Ring der Laurent Polynome C[:UI—L, ..., xF], und der hat keine Nullteiler.

Der Koordinatenring eines Torus 7' = (C*)™ hat eine besondere Eigenschaft.
Man nennt einen Morphismus p : T — C* (von affinen algebraischen Va-
rietdten) einen Charakter, wenn es auch ein Gruppenhomomorphismus ist,

d.h., p(tt') = p()p(t').

Lemma 4.1.1 Die Charaktere bilden eine Vektorraumbasis des Koordinaten-
TiNgs.

Beweis. Jedes Monom 7™ ---a™ € Cla7,..., 2] ist ein Charakter

(Ubung!), und die Monome bilden eine Vektorraumbasis. Es bleibt zu zeigen,
dass dies alle Charaktere sind. Da das Produkt von Charakteren wieder ein
Charakter ist (Ubung!), kann man nach Multiplikation mit einem entsprechen-
den Monom im Folgenden annehmen, dass der Charakter ein Polynom ist.
Der Beweis ist per Induktion iiber n. Ist n = 1, dann ist ein Charakter x
ein Polynom, das 0 als einzige Nullstelle hat. Da x(1) = 1 folgt x = 2. Sei

nun n > 2. Da

X(tl, Ce 7tn> = X(tl, ce ,tn_l, ]_)X(]_, ey 17tn)7

Mn—1_my

folgt per Induktion: x = 7" - -z, " x". .

Definition 4.1.3 Die Zariski- Topologie auf dem C™ ist die Topologie, die als
offene Teilmengen genau die Komplemente der algebraischen Mengen nimmt.

Dies ist eine Topologie, da der Schnitt von endlich vielen offenen Teil-
mengen und die Vereinigung von beliebig vielen offenen Teilmengen wieder
offen ist, und sowohl die leere als auch die offenen Teilmenge ist offen.
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Proposition 4.1.2 Fine affine algebraische Menge ist reduzibel dann und
nur dann wenn man sie als die Vereinigung von zwei abgeschlossenen echten
Teilmengen schreiben kann.

Beweis. Wenn Y reduzibel ist, dann kann man f, g € C[Y] — {0} finden, so
dass fg=0. SeiYy={yeY | fly) =0} und sei Yo = {y € Y | g(y) = 0}.
Da fg = 0 folgt Y1UY5 = Y, und beides sind echte Teilmengen, abgeschlossen
in der Zariski Topologie.

Umgekehrt, sei Y = Y; UY; € C”, wobei beides echte Teilmengen von Y
sind, und beide sind abgeschlossen in der Zariski Topologie. Sei I = V(Y)
und [; = V(Y;), 7 =12 DaY; C VY, j =12 git I C I;, Man kann
also Polynome f; € I; — I, j = 1,2, finden. Damit gilt fiir die Nebenklassen
Tj #£0aufY, j = 1,2, aber fify, = 0 auf Y. Der Koordinatenring enthélt
somit Nullteiler. °

Proposition 4.1.3 Jede algebraische Menge ist eine endliche Vereinigung
von irreduziblen affinen Varietdten.

Beweis. Sei § die Menge aller nichtleeren abgeschlossenen Teilmengen, die
nicht als eine endliche Vereinigung von irreduziblen Varietaten geschrieben
werden. Angenommen die Menge ist nicht leer. Sind S; 2 S 2 S5 2 ... in-
einander enthaltene Teilmengen aus S, so folgt fiir die Ideale Z(S;) € Z(Ss) C
... Da C[zy,...,x,] noethersch ist, ist wird Folge der Ideale stationar, jede
absteigende Folge von Teilmenge in S wird also auch stationar. Die Menge
S hat also minimale Elemente. Sei Y eine solche minimale Menge. Nach
Konstruktion ist Y nicht irreduzibel, es gibt also eine Zerlegung Y = Y; UY5.
Wegen der Minimalitat von Y sind aber sowohl Y; als auch Y5 endliche vere-
inigung von irreduziblen Varietaten, und damit ist auch Y eine endliche Vere-
inigung von irreduziblen Varietaten, im Widerspruch zur Annahme. °

4.2 Bewertungen

Fiir mehr Details iiber Bewertungen siehe, zum Beispiel, das Buch von A. J.
Engler und A. Prestel, Valued Fields, Springer Monographs in Mathematics,
Springer, 2005. Im Folgenden sei immer I' C R" ein endlich erzeugter Z-
Modul, zum Beispiel Z". I sei dabei versehen mit einer totalen Ordnung
als abelsche Gruppe, d.h., “>” definiert eine totale Ordnung auf I', und aus
a < b folgt a4+ c < b+ c fir alle a,b,c € I'.
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Beispiel 4.2.1 Sei I' = Z", als totale Ordnung kann die lexikographische
Ordung >, oder die rechte lexikographische Ordnung >,;., nehmen.

Definition 4.2.1 Sei A eine Algebra iiber dem Korper C, zum Beispiel der
Koordinatenring einer affinen Varietdt. FEime quasi-Bewertung von A mit
Werten in einer total geordneten abelschen Gruppe I' ist eine Abbildung
v: A\{0} — I', die den folgenden Regeln geniigt:

(a) v(x+y) > min{v(z),v(y)} fir alle z,y € A\{0},
(b) v(cz) = v(z) fiir alle x € A\{0} und ¢ € C,
(¢) v(zy) > v(z) + v(y) fur alle x,y € A\{0}.

Man nennt v eine Bewertung wenn die Ungleichung in (c) ersetzt werden
kann durch die Gleichung;:

(c) v(zy) = v(x) + v(y) fir alle z,y € A\{0}.

Beispiel 4.2.2 Sei ' = Z" und sei “>” eine Totalordnung auf I". Die I'-
wertige Minimum-Bewertung auf Clzy,...,x,] beziglich “>”" ist definiert
durch

v( Z ame™) ;= min{m € Z" | a,, # 0}

meN”

Beispiel 4.2.3 Sei A = Clz,y] und sei p € Q p > 0, p = & mit p,q
|

[ g
teilerfremd. Sei I' = Z[] = {$ | a € Z} C Q. Fiir ein Monom 2y” sei

v(xz®y?) == a + ppb.
Allgemein fiir ein Polynom P(z,y) = > ca52%y” € Clz, y] sei
V(P(x,y)) = min{u(z°°) | cas # O},
Dann ist v eine Bewertung.

Bemerkung 4.2.1 Sei v : A\{0} — I eine quasi-Bewertung. Seien z,y €
A\{0} mit der Eigenschaft v(y) > v(x). Dann haben die Bedingungen (a)
und (b) in Definition 4.2.1 zur Folge:

v(z) =v((r+y) —y) > min{v(z+y),v(~y)} = v(z+y) > min{v(z),v(y)},

und damit v(z) = v (z +y).
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Bemerkung 4.2.2 Ist die Algebra A ein Integritatsbereich, dann kann man
eine Bewertung ausdehenen auf den Quotientenkdrper Q(A) of A durch:

v (f> = u(z) —vly) Va,ye A0,

Y

Sei v : A\{0} — T eine quasi-Bewertung. Fiir v € T" sei

Ay ={feA={0} | v(f) 2~} U{0}.

Aus den Bedingungen fiir eine quasi-Bewertung folgt mit f € A, is cf € A,
fur alle ¢ € C (Bedingung b)), mit f, f' € A, ist auch f+ f' € A, (Bedingung
a)) und mit f € A, und g € A; folgt fg € A,4s (Bedingung c)). Eine solche
Folge von Untervektorraumen A, C A mit den Eigenschaften

A’Y g A(; falls Y S (5, und A,y . A5 g A’Y+5
nennt man eine Filtrierung von A. Sei

Asy ={f € A={0} [w(f) >~} U{0},

dann ist
gTF,uA = @ Afy/A>'y

nicht nur ein Vektorraum sondern wieder eine Algebra, genannt die graduierte
assoziierte Algebra.

Beispiel 4.2.4 Sei A = Clz,y], sei p € Q > 0 und sei I' = Z[%] wie in
Beispiel 4.2.3. Fiir eine Monom x%y” sei
v(x®y?) == a + pp.

und allgemein fiir ein Polynom P(x,y) = Y ca 2°y° € Clx,y] sei

v(P(2,y)) = min{v(z*y”) | cas # 0}.

Die Gerade a+ puf = 0 geht durch den Ursprung und den Punkt (—1, l%) Die
affinen Geraden mit der Gleichung a + puf = n erhilt man durch Parallel-
verschiebung. Sei P(z,y) das Polynom in zwei Variablen

P(z,y) =) capz®y’
a’ﬁ
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Wir nehmen CE an, dass P(0,0) = 0, P ist y-generisch vom Grad m > 0, und
das Newton Polygon ist nicht nur ein Punkt. Dann haben wir pu so gewahlt,
dass die Steigung der Geraden genau der des Segments entspricht, dass in
(0, m) beginnt. Man benutzt also das Newton Polygon um eine Bewertung

V:Clz,y] - T

zu definieren. Sei p = §7 dann kann man fiir das gegebene Polynom P(z,y)

rationale Zahlen finden: 7, = %, Ny = %, cen Mg = %, m<ne <...<7ns SO

dass P(z,y) = Pi(x,y) + ...+ Ps(z,y), wobei

Piz,y) = ) capz®y’

atpB=n;

Sei jetzt zusétzlich P(x,y) ohne mehrfache Faktoren, also der Koordinaten-
ring der Kurve Cp ist

ClCp] = Cla, yl/(P(2,y)).

Wir fiithren eine zustzliche Variable ¢ ein und betrachten den Polynomring
Clz,y,t] und das Polynom

PB(x,y,t) = Pi(z,y) + P, y)t" " + Py(z, y)t" ™ + ...+ Py(x, y)t" 7.

Es sei daran erinnert, dass P;(z,y) das Polynom ist, das bei der Puiseux-
Reihenentwicklung den ersten Beitrag liefert. Sei

X ={veC®|Bw)=0}und H;, = {v e C’| t(v) = a}.

Somit ist, zum Beispiel, H; o die z,y Ebene im C*. Wenn man X mit H,,
schneidet, dann erhalt man

X, ={veC®|tl)=a,P(v) =0}
Insbesondere sieht man:
X, = Cp C affine Hyperebene {t = 1} C C?

und
Xy = Cp, C Hyperebene {t =0} c C?
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Zur Erinnerung, p = §, betrachte die Operation von C* auf dem C3:

CxC — C?
a zla
(z,| b ]) — 2Pb
c 2" te
a
Firv=| b ECg—{O}seiv’:(Z).
c

Dann gilt fir o + p8 = n; und z € C*:

:(:ayﬁ(zqa, 2Pb) = aotpBaapf — alatuB) apf — anjgopf — i g@pf

und damit:

B(z-v) = Pi(2%,2Pb) + Py(z%, 2Pb) 2P P2 + ..+ Py(z%, 2Pb) 2P —P*
= 2P Py(a,b) + Pa(a,b)zP* + ... + Ps(a,b)2P
= P P(v).

Insbesondere sieht man fir ¢ € C*:

Also gilt fiir alle a € C*:
X,=a" Xi.

Insbesondere sind die X,, a € C*, alle isomorph zu X als affine Varietaten,
und damit isomorph zu Cp.

Man kann sich also X vorstellen als eine Vereinigung (J,cc- X4 von Kur-
ven, die alle isomorph sind zu Cp, zusammen mit EINER speziellen Kurve,
der Kurve Cp,.

Was bedeutet hier speziell? Bei der C*-Aktion muss man darauf achten,
was mit der dritten Koordinate passiert, die Aktion ¢ - X, ”verschiebt” eine
Punkt in X, auf einen Punkt in X.-1,. Ist aber a = 0, so ist ¢ - Xg = X.
Man kann das auch direkt nachrechnen:

P (2%, 2Pb) = zP* Py (a, b).
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und damit

a z%a
(b>€CP1<:><Zpb)ECP1
Man hat also eine Kurve mit mehr Symmetrien, d.h., man hat eine natrliche

C*-Aktion auf Cp,:
C* x Cp, — Cp,

gegeben durch Automorphismen von Cp, als affine Menge.

Wenn P, irreduzibel ist, dann gilt sogar: Sei v € Cp, v # 0, dann ist
Cp, = C*-v. Dies ist dann ein Beispiel fiir eine torische Varietit und eine
Degenerierung einer Varietat in eine torische Varietat.

Eines der Ziele den Newton-Okounkov Theorie ist es, diese Strategie:
degeneriere eine Varietat in eine torische Varietat, zu verallgemeinern.

Zunachst noch ein paar Beispiele wie man Bewertungen konstruieren kann.

Definition 4.2.2 Sei I" versehen mit einer Totalordnung. Wir schreiben fiir
zwei Elemente g, h € I': g > h falls ¢ > mh fiir alle m € N5j. Eine Folge
(g1, - - -, gxr) von Elementen in I nennt man streng ansteigend falls 0 < ¢g; <
go K ... K Gk

Beispiel 4.2.5 Sei I' = Z" und sei {ey,...,e,} die natiirliche Basis von T
als Z-Modul. Die Folge (ey,...,e,) ist streng ansteigend beziiglich >, die
Folge (ey,...,e1) ist streng ansteigend beztiglich >,

Sei A ein Integritdtsbereich mit Quotientenkorper QQ(A). Sei I' versehen
mit einer Totalordnung. Die Elemente fi,..., f, € A seien algebraisch un-
abhéngig und sei (v,...7,) eine streng ansteigende Folge in .

Lemma 4.2.1 Es gibt eine Bewertung v : Q(A) — I, so dass v(f;) = ~; fiir
alle j=1,...,n

Beweis.  Da die Elemente fi,..., f, algebraisch unabhéangig sind, ist die
Unteralgebra C[fi,..., fn] € A isomorph zu einem Polynomring. Da die
Folge vom Elementen (vq,...7,) in I' streng ansteigend ist, erzeugen die
Elemente v1,...,7, € I eine freien Z-Untermodul G C I

Die Zuordnung, die jedem Monom f™ --- f™» das Element myy; + ...+
mpY, in I' zurodnet, kann man so natiirlich zu einer Bewertung auf die
Unteralgebra C[fi, ..., f,] erweitern: Betrachte zunéchst den Isomorphismus

n n
G-)Zn, Za{yz — Zaiei.
=1

=1
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Aus Bemerkung 4.2.1 folgt, dass die (von I' induzierte) Totalordnung auf
G unter diesem Isomorphismus der rechten lexikographischen Ordnung >,
auf dem Z" entspricht. Die Bewertung auf C[fi,..., f,] entspricht dann
der Z"-wertigen Minimum-Bewertung. Diese Bewertung kann man (siehe
Bemerkung 4.2.2) ausdehnen auf den Quotientenkorper. Nun gibt es (allge-
meine Theorie der Bewertungen, siehe zum Beispiel Engler / Prestel, Valued
Fields, Theorem 3.2) eine (nicht notwendigerweise eindeutige!) Ausdehnung

der Bewertung auf die Korpererweiterung Q(A)/K(f1,. .., fa)- °
I"Jbung 4.2.1 Wenn v, ..., v, quasi-Bewertungen sind auf A mit Werten in
[', dann ist

v:A\{0} =T, femin{n(f),...,vn(f)}

wieder ein quasi-Bewertung auf A mit Werten in T

4.3 Projektive algebraische Mengen und Va-
rietaten
Eine projektive algebraische Menge ist eine Teilmenge Y C P", die definiert

wird als Nullstellengebilde von endlich vielen homogenen polynomialen Glei-
chungen. Anders gesagt, es gibt endlich viele homogene Polynome, bezwe-

ichnen wir sie mit fi,..., f. € Clzg,x1,...,2,], so dafl
Y = {[t] € P" | fi(v) = ... = fu(v) = O}.
Sind Y und X projektive algebraische Mengen mit
Y={[] € P"|fi(v) = ... = fr(v) = O}, X={[o] € P"[g1(v) = ... = gs(v) = O}
dann sind auch X UY und X NY projektive algebraische Mengen mit
X UY={[v] € P"|(fig1)(v) = (f192)(v) = ... = (frgs)(v) = O}

und

XNY={p] e P"|filv) = ... = fi(v) =q(v) = ... = g:(v) = 0}.

Weiter sind die leere Menge und der P" projektive Mengen.
Jedes Polynom kann in die Summe seiner homogenen Teile zerlegt werden:
P(z) = Py(z) + Pi(z) + ...+ P.(z), wobei wir (z) schreiben fiir (zo, ..., z,).
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Ein Ideal J nennt man homogen wenn fiir jedes Polynom P € J auch alle
seine homogenen Teile in [ liegen. Anders formuliert: Der Polynmring

(C[.T,'o, N ,Z’n] = @C[.ﬁlﬁo, c. ,xn}j
Jj=0
ist graduiert durch den Totalgrad der Monome, d.h. Clzg,...,x,]; ist der
Unterraum homogenen Polynome vom Grad j, und es gilt
Clzo, ..., xn]j - Clzo, ..., xn)k € Clzo, ..., Tn)j4k

Ein Ideal J ist homogen dann und nur dann wenn

J=EDJi wobei Jp = JNClxy,... .k

k>0

Ein Ideal, das erzeugt wird durch homogene Polynome ist sicher homogen.
Umgekehrt, ein homogenes Ideal hat ein endliches homogenes Erzeugenden-
system. Wie im affinen Fall bekommt man eine dquivalente Definition einer
projektiven algebraischen Menge: Eine projektive algebraische Menge ist eine
Teilmenge Y C P, die definiert wird als Nullstellengebilde eines homogenen
Ideals I C Clxy,...,x,):

V(I)i={veC" | f(v)=0VYfel}

Umgekehrt, ist Z C P" eine Teilmenge (nicht notwendigerweise eine alge-
braische Menge), so sei

Z(Z) = ({f € Clz1,...,2,) | f homogen, f|z = 0}).

Dies ist offensichtlich ein homogenes Ideal. Als Konsequenz bekommt man
die folgenden Abbildungen zwischen homogenen Idealen in Polynomringen
und projektiven algebraischen Teilmengen:

projektive algebraische —7 homogene Ideale in
Mengen im C™ — S = kxolxy, ..., Tn)

definiert durch
Y —  Z(Y) := (f homogen, f|y =0)

VI)={yeP" | fly)=0Vfel}l <«— I
(4.2)
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Das Ideal Z(Y) wird auch das Verschwindungsideal von Y genannt.

Bei den Abbildungen handelt es sich nicht um Bijektionen. Zum Beipiel
sei ST = @, Clzo, ..., 2,];, dann ist ST ein echtes Ideal aber (im Gegen-
satz zum affinen Fall) gilt V(S*) = 0.

Ubung 4.3.1 Der homogene Nullstellensatz Zeigen Sie: Sei I C Clxo, . . ., 2]
ein homogenes Ideal und sei P € C[zy, ..., z,] homogen und nicht konstant.
Wenn Plyg) = 0, dann gibt es ein m > 0, so dass P € [. (Hinweis:
iibersetzen Sie das Problem in ein affines Problem und beniitzen Sie Hilberts
Nullstellensatz.)

Wie im affinen Fall folgt mit dem Nullstellensatz:

Lemma 4.3.1 Die Abbildung I — V(I) induziert eine bijektive Abbildung
zwischen projektiven algebraischen Mengen im P und Radikalidealen in S =
Clxo, . . ., x|, die verschieden sind von S™T.

Definition 4.3.1 Sei Y C P” eine projektive algebraische Menge. Der Quo-
tient
C[Y] = Clzo, ..., 2)/Z(Y) = @ Claxo, .. ., 2] /Z(Y);
j=0

ist eine graduierte Algebra, genannt der homogene Koordinatenring von Y .

Definition 4.3.2 Die Zariski-Topologie auf dem P" ist die Topologie, die
als offene Teilmengen genau die Komplemente der projektiven algebraischen
Mengen nimmt. Auf einer projektiven algebraischen Menge Y C P” ist die
Zariski-Topologie die Topologie auf Y induziert durch die Zariski-Topologie
auf dem P".

Dies ist eine Topologie, da der Schnitt von endlich vielen offenen Teil-
mengen und die Vereinigung von beliebig vielen offenen Teilmengen wieder
offen ist, und sowohl die leere als auch die offenen Teilmenge ist offen. Wir
nehmen als Definition fiir irreduzibel diesmal die topologische Version (siehe
Proposition 4.1.2):

Definition 4.3.3 Eine projektive algebraische Menge Y C P" nennt man
irreduzibel, wenn man sie nicht als Vereinigung von zwei abgeschlossenen
echten Teilmengen schreiben kann.

Wie im affinen Fall zeigt man
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Proposition 4.3.1 FEine projektive algebraische Menge ist irreduzibel dann
und nur dann wenn der homogene Koordinatenring keine Nullteiler hat.

Beispiel 4.3.1 Sei G = GL3(C) und V' = M;3(C). Dann operiert G auf V
durch Konjugation (Lineare Algebra IT)

G x M3(C) — M5(C), (g,A) — gAg_l.

Die Operation schickt Geraden auf Geraden, man bekommt eine induzierte
Operation auf dem projektiven Raum:

G x P(M3(C)) — P(M5(C)), (g, [A]) = [gAg ).

Sei Y C P(M3(C)) die Nullstellenmenge der folgenden Gleichungen:

Y = {[A] €P(M3(C)) [ Vi, j=1,...,3: ) @i (A) = 0} .

Die definierenden Gleichungen sind homogen, vom Grad 2, definieren also
eine projektive algebraische Menge. Was fiir Matrizen sind das genau? Die
Gleichungen kommen von der folgenden Identitét:

T11 T12 T1,3

3
2
X = 221 T2 X233 | = X" = ((E %kﬂfk,j)i,j)a
k=1

xr31 T32 T33

die Menge Y besteht also aus allen Geraden durch Matrizen, deren Quadrat
die Nullmatrix ist. Es sind also Matrizen, die nilpotent sind (somit sind alle
Eigenwerte sind gleich Null). Die Jordan-Normalform ist also entweder

oder

o O O
o O =
S = O
o O O
O O =
o O O

Da bereits das Quadrat der Matrix die Nullmatrix ist, folgt:

Y = g

o O O

10
00 |g'||geGLs3(C)
0 0
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Das Ideal
3
O wigrey|i,5=1,...,3) CClay; | 1 <i,j < 3]
k=1

ist kein Radikalideal. Zum Beispiel ist Tr X = x; 1 + 22 + x3 3 sicher eine
Funktion, die auf den nilpotenten Matrizen verschwindet, aber sie liegt nicht
im Ideal, aus Gradgriinden. Man kann zeigen:

3
VI = <detX,TrX,in,kxk,j li,7=1,...,3)

k=1

4.3.1 Tensor— und Dachprodukt von Vektorraumen

Wir geben noch eine andere Interpretation des Orbits, aber zunachst etwas
Wiederholung: Sei V' = C" mit der natiirlichen Basis {ei,...,e,}. Dann
kann man daraus mehrere neue Vektorraume konstruieren:

e der Dualraum V* mit der dualen Basis {e],... e} }.
e das Tensorprodukt U ® W von zwei Vektorraumen U und W, mit Basen
{uy,...,u,} respektive {ws,...,w,} ist ein Vektorraum, der besteht aus

Linearkombinationen von Ausdriicken der Form v ® w, v € U,w € W, hat
als Basis die Elemente u; ® w;, 1 < ¢ < n, 1,< j < m, und geniigt den
Rechenregeln:

(u1+u2)®(w1+w2):u1®w1+u1®w2+u2®w1+u2®w2

sowie AMu®@ w) = (M) ® w = u ® (Aw). Die formale Definition: U ® W ist
der bis auf eindeutige Isomorphie bestimmte Vektorraum mit den folgenden
Eigenschaften:

— es gibt eine bilineare Abbildung ¢ : U x W — U @ W, so dafl

— zu jeder bilineare Abbildung ¢ : U x W — M in einen Vektorraum M gibt
es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢:U®W — M mit

UxW —>¢~ M
Uk R
U W

kommutiert.
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e Das Tensorprodukt C* @ (C™)* ist nichts weiter als der Vektorraum der
n x n-Matrizen. Betrachte zunédchst die lineare Abbildung

VeV —=End(V), v&0— ¢V =V, w— l(w)v.

(Man rechnet leicht nach: die Abbildung V' x V* — End(V), (v,€) — ¢,
ist bilinear, wegen der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts ist die
Abbildung oben dann linear). Auf den Basiselementen ergibt die Abbildung

€; @ €] > ¢, .+ = Abbildung schickt e; nach e;, sonst nach = 0 = Ej ;.
J

Die Abbildung ist surjektiv, Raume haben gleiche Dimension, also ein Iso-
morphismus.

e Das Dachprodukt A*V ist eine Vektorraum, der aus Linearkombinationen
von Ausdriicken der Form v; A ... A v, besteht, mit Basis

{6”/\/\6%|1§21<22<<Zk§n}

und den Rechenregeln: zu den Vektoren vy,..., v, sei A = (vy | ... | vg) =
(v;;) die Matrix, die diese Vektoren als Spalten hat. Fiir i = (i1,42,...,%
mit 1 <14y <ip <...<ix <nseip;(A) die Determinante des Minors von A
bestehend aus den Zeilen iy, ..., 7. Dann gilt

VLA AU = Z pi(A)e, Neiy, Ao Aei,.

1< <2<, <1 <n

Auf Grund der Rechenregeln gilt zum Beispiel v; A... Ay = 0 dann und nur
dann wenn die Vektoren linear abhéngig sind (LA I), und fir o € Sy, gilt

Vo(1) A - AN Ugy = 5g0(0) V1 AL .. Ay,

Wir sehen insbesondere: vy A ... A v, # 0 impliziert vy, ..., vy sSpannen einen
k-dimensionalen Unterraum auf. Umgekehrt, ist U C V' ein k-dimensionaler
Unterraum und sind {uy,...,u;} und {wy,...,w;} Basen von U, dann gilt

ur A ... Aug = (det B)wy A ... A wy,

wobei B die Basiswechelmatrix ist, die die uy, . . ., u; als Linearkombinationen
in den wy, ..., w; beschreibt. Die Menge

Grin = {1 Ao Av] [ or AL Ao # 0} CP(ARV)
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ist also die Menge aller Unterraume der Dimension k. Die formale Definition
lautet: A¥V ist der bis auf eindeutige Isomorphie bestimmte Vektorraum mit
den folgenden Eigenschaften:

— es gibt eine alternierende multilineare Abbildung

LV XV x L x V=AMV
b

so daf} es
— zu jeder alternierenden Abbildung ¢ : V' x V x ... xV — M in einen
Vektorraum M es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : A¥V — M
gibt mit
VxVx...xV =% M
s s
A%
kommutiert.
o (A*V)* >~ A"=*V — der Isomorphismus folgt aus

APV x ARy — AV =Ce;AN...Ne, ~C

(ijl§i1<...<ik§naiei’Zj:1§i1<...<in_k§nbiel) = Z,Flﬁ,il<~~<."k§” abje; N e;
= J=1<i < . <ip—k<n

4.3.2 Die Fahnenvarietat F(C?3)
Als Menge ist die Fahnenvarietiat F(C?) definiert als

F(C?) = {(U,,Uy) | Uy C Uy Unterrdume des C* ,dimU; =i, i = 1,2} .

Die Gruppe G L3(C) operiert in natiirlicher Weise auf F(C3): Ist (Uy, Us) €
F(C?) und g € GL3(C), dann ist gU; = {gu | v € U;} auch wieder eine
Gerade, gUy = {gu | u € Uy} ist wieder ein zweidimensionaler Unterraum
und gU; C gU,. Es folgt: (gUy, gUs) € F(C3). Wir bekommen somit eine
Operation
GL3(C) x F(C3¥) —  F(C?¥
(g9; (U1, Uz)) = (gU1, gUs).

Sei (U,W) € F(C3) ein Element, d.h., U ist eine Gerade in C3, W ist ein
zweidimensionaler Unterraum im C3, und U € W. Man kann dann einen

Basisvektor u € U wahlen, und diesen ergénzen mit einem Vektor w € W zu
einer Basis {u,w} von W. Die Vektoren u und w sind linear unabhéngig, es
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gibt also ein Element g € GL3(C) mit ge; = u und ges = w. Wenn man also
setzt Uy = (e;) und Wy = {ey, e3), dann ist (Uy, W) € F(C3), und

(U, W) = g(Uo, Wo)
Mit anderen Worten:
f(@g) = GL?,((C) : (Uo, Wg)

ist eine Bahn unter der Aktion von GL3(C).

Das erinnert an die in Beispiel 4.3.1 betrachtete projektive Varietat. Um
zu zeigen, dass die beiden gleich sind, betrachten wir zunachst den projek-
tiven Raum P2. Der P? ist der projektive Raum der Geraden = eindimen-
sionalen Unterrdaume im C3. Betrachte nun den Raum A?C3. Der Raum hat
als Basis die Vektoren {e; Aeg, e Aes,ea Aesg}. Auf Grund der Rechenregeln
gilt

alep ANey) +b(eg Aes) +clea Neg) = e1 A (aes + bes) + cea A e
e1 A (aey + bes) + fea A (aea + bes)
= (e1 + fe2) A (aey + bes).

fiir b # 0, und fiir b = 0 erhélt man

aey Ney+cea Nes = aep N\eg—cez N es
= (ae; — ce3) A ea.

Oder, anders ausgedriickt, in A2C? 148t sich jedes Element schreiben als v Aw,
wobei die beiden Vektoren linear unabhangig voneinander sind. Zwei linear
unabhangige Vektoren bilden die Basis eines zweidimensionalen Unterraums
U C C3. Nun sind {v,w} und {u,x} Basen des gleichen Vektorraums dann
und nur dann wenn es Linearkombinationen gibt

u = av-+bw

: a c
v — v+ duw mit det(b d)#O.

Aber dann gilt

u/\x:(av+bw)A(cv+dw):(ad—bc)v/\w:det(Z Ccl>v/\w

Somit ist P(A%C?) nichts weiter als die Menge aller zweidimensionalen Unter-
raume des C3.
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Die Aktion der GL,(C) auf dem C" schickt Geraden auf Geraden und
induziert eine Aktion auf dem P"~! durch g-[v] := [gv]. Natiirlich schickt ein
g € GL,(C) einen k-dimensionalen Unterraum U auf einen k-dimensionalen
Unterraum gU:

gU :={gu | u e U}.

Sieht man diese Aktion auch auf A*C"? Erinnern wir uns an die formale
Definition: sei V = C", dann ist A¥V der bis auf eindeutige Isomorphie
bestimmte Vektorraum mit den folgenden Eigenschaften:

— es gibt eine alternierende multilineare Abbildung

LV xVxox V= APV,
%

so daf es

— zu jeder alternierenden multilineare Abbildung ¢ : V xV x ... xV — M
in einen Vektorraum M es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ :
A*V — M gibt mit

VXxVx...xV = M
1 e
ARV

kommutiert.
Sei nun g € GL,(C). Dann ist

tog: VxVx...xV — AV
('Ulv"'avk) = (gvl)/\(gUQ)/\/\(gvk’)

auch wieder multilinear und alternierend, und somit wissen wir: es gibt eine
lineare Abbildung g

VXxVx...xV =9 ARV
s 79
ARV
mit der Eigenschaft:
gt Ao A ) = (gur) A (gua) Ao A (gug).

Wir lassen im Folgenden das “~” oft weg und schreiben einfach g(vy A. . . Avg).
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Was bedeutet das fiir Unterrdume der Dimension k7 Sei {vy,..., v} C U
eine Basis, dann ist {(gv1), ..., (gvr)} C gU eine Basis. Im A*C" gehért zu
U die Gerade v; A ... A vy, und zu gU die Gerade

(gv1) A (gua) Ao A (guk) = g(vg A oo A o),

diese Aktion entspricht also genau den Wiinschen.

Mit dem gleichen Argument behandelt man diese Frage beim Tensor-
produkt. Das ist der bis auf eindeutige Isomorphie eindeutige bestimmte
Vektorraum mit den folgenden Eigenschaften:

— es gibt eine bilineare Abbildung ¢ : U x W — U ® W, so dafl
— zu jeder bilineare Abbildung ¢ : U x W — M in einen Vektorraum M gibt
es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung q~5 U@W — M mit

UxW =% M
9
U W
kommutiert. Sei nun g € GL(U), h € GL(V), dann ist

to(g,h): UxW — U W
(u,w) +— (gu) ® (hw)

auch wieder multilinear, und somit wissen wir: es gibt eine lineare Abbildung
(g, h) mit

UxW —welh oW

P

¥ g, h)
UeW

kommutiert. Insbesondere gilt @(u ® w) = (gu) ® (hw), deswegen lasst
man im Allgemeinen das “~” einfach weg und schreibt

(9, h)(u ® w) = (gu) © (hw).

Zuriick zur Fahnenvarietiat F(C?). Betrachten wir P(C* @ A*C?), und ein
Element darin von der Form [v® (u; Aug)]. So ein Element ist nichts weiter als
ein Paar (U, U’), wobei U der von v aufgespannte eindimensionale Unterraum
ist, und U’ der von u; und uy aufgespannte zweidimensionale Unterraum ist.
Nehmen wir das Element [e; ® (e; A e3)], so entspricht das Element dem
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Paar (Uy, Wy) € F(C?). GemafB der obigen Beschreibung haben wir eine
Operation der G L3(C):

GLs(C) x C3 @ A2C3 — C3 @ A2C3
(gu®(wAw) = (gu)® ((gv) A (gw)).

Diese Operation ist linear, man bekommt also eine induzierte Operation

GLs;(C) x P(C3 ® A2C%) —  P(C3® A2C?)
(g, lu@@Aw)]) = [(gu) ®((gv) A gw))].

Nun haben wir gesehen: F(C3) = GL3(C) - (Uy, Wp).

Die Operation der GL3(C) oben auf P(C* @ A*C?) entspricht bei einem
Tensor der Form [v ® u A w] in der ersten Komponente genau der Aktion
auf Geraden und in der zweiten der auf 2-dimensionalen Unterraumen. Man
bekommt also:

F(C?) = GL3(C) - [e1 ® (e1 A eg)] C P(C* @ A*C?).

Um die Verbindung zum Beispiel 4.3.1 herzustellen, muss man sich nur noch
erinnern:

A2(C3 ~ ((CS)*
und unter diesem Isomorphismus gilt e; A es — €5, denn

etNeaNepr =0, e Nea Aea =0, eg Aeg Aes=1.

Also
.7:(((33) = GL3(C) - [ey ® 5] C P(M;5(C)).

Es bleibt nur noch anzumerken, dass die Matrix zu e; ® e unter dem Iso-
morphismus C? ® (C?)* ~ M3(C) eine nilpotente Matrix vom Rang eins ist,
also in dem Konjugationsklasse der Matrix im Beispiel 4.3.1 liegt, und somit

00 1
F(C) =<¢lg|l 0 00 Jgt||geGL3(C)
00 0

—_

=191 000 Jg'|[g€eGLs(C)
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4.3.3 Die Grassmann Varietit Gry(C*)

Wir haben vorher gesehen, dass jedes Element in A2C3 verschieden von 0 sich
schreiben lésst als v Aw mit v, w linear unabhangig. Das gilt im Allgemeinen
nicht mehr. Um das besser zu verstehen, seien

Qo >
nw I Q3

und betrachte

a a a
v/\w:det<b Z)elAeg+det<c ];)61/\€3+det(d ];)el/\e4
c r

—|—det<i g>62/\63+det(2 Z)€2A64+det(d S)@g/\€4.

Wenn sich jeder Vektor in A2C* als v Aw schreiben lassen wiirde, kénnte man
zu einem Element 219‘ <j<a @i j€i N €; die Gleichungen losen und passende
komplexe Zahlen a,b,...,r, s finden.

Nun gilt aber (v Aw) A (v Aw) =0 (in A*C*). Also wenn

VAW = E xi,jei/\ej,
1<i<j<4

so folgt

( E xi,jei/\ej>/\< E xz’,jei/\ej> == (13172133’4—ZE1’3$2’4+$1741’273)61/\62/\63/\64.
1<i<j<4 1<i<i<4

Somit folgt: sei
24
p(fUl,za T1,3, %14, 223, L24, $3,4) = X12%34 — T13T24 + T14%23 € C[A C ]

Dann lisst sich ein Element u € A2C* schreiben als u = v A w mit v,w € C*
nur wenn gilt

u € V(p(r12,713, 714,723, T24,T34))
Damit ist das Verschwinden von p eine notwendige Bedingung. Man kann
umgekehrt zeigen, dass dies sogar eine hinreichende Bedingung ist: sei

24
u = ajge1/\eata; g1 Aes+ay ge1Aes+as seaNes+-as seaNeg+ag sesNey € A°C
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mit p(u) = 0. Ist u # 0, so ist zumindest einer der Koeffizienten ungleich
Null. Ohne Einschrénkung sei zunachst a; 2 # 0, und, da p homogen ist, sei
sogar a; 2 = 1. Sei dann

1 0
0 1
V= , W=
—Q23 1,3
—Q24 1.4

dann gilt v A w = u, denn der Koeflizient von e3 A ey in v Aw ist —agza; 4 +
a13a24 = a34, da nach Voraussetzung p(u) = 0 und a1 = 1. Ist a;p =
0, so verfahrt man auf die gleiche Weise, aber beginnt mit einem anderem
Startpaar von len in u und v: Ist a; ; # 0, so sei ohne Einschrankung a; ; = 1,
im Vektor v sei der i-te Eintrag gleich 1, der j-te gleich 0, und in w sei der
i-te Eintrag gleich 0 und der j-te gleich 1. Die restlichen kann man wie
oben auffiillen. Das v A w = u folgt dann ebenso wieder aus der Gleichung

p(u) = 0.
Somit ist

GT2(C4) = V(p(ifl,z,%l,:a, 1.4, il?2,3>$2,4,$3,4)) C P(A2C4)

eine projektive Varietat.

4.3.4 Die Grassmann Varietat Gry(C")

Wir verallgemeinern die obigen Argumente um eine Beschreibung der Gy (C™)
als projektive Varietat zu bekommen. Sei

u = Z Q5 5€; A €; € AQ(Cn (43)

1<i<j<n

eine generisches Element. Wir schreiben die Koordinatenfunktionen auf dem
ACmalsz;j fir 1 <i<j<nund 1 <k <{<n, wobei

1 falls (¢,5) = (k,0)
ij(ex A eg) = { 0 falls (4,5) fk,0)

Die z; ; sind also die duale Basis zur Basis gegeben durch die

{e;Nej|1<i<j<n}.
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Fiir das Element u in (4.3) gilt also ; ;(u) = a; ;. Der Koordinatenring des
Vektorraums A?C™ ist also der Polynomring in den Variablen x; ;:

C[A’C"] =Clzi; |1 <i<j<n)
Wenn [u] ein Element in Gry(C") ist, dann gibt es v, w € C" mit u = v A w.

Dann gilt aber auch u Au=vAwAvAw =0 in A2C", oder, anders gesagt

uNU = () cicion @igi N ej) N (D 1cpaicn Qricr A €r)
(ApgQrs — QprQgs + QpsQgr)ep N eg A e N eg

1<p<g<r<s<n

= 0
Da die {e, Aeg Ne, Nes | 1 < p < qg<r <s<n} linear unabhéingig sind,
bedeutet das:
[u] € Gra(C") = V1<p<qg<r<s<n:(Tp@rs—TprTestTpsTer)(u)=0.

Sel nun I = (2, 4Trs — TprZgs + Tpstyr | 1 <p < qg<r <s<mn) das von
diesen quadratischen Funktionen erzeugte Ideal, dann haben wir

Gro(C™) C V(I).

Um zu zeigen, dass Grs(C") eine projektive Varietit ist, bleibt die Gleichheit
zu zeigen. Sei also

u = Z am-ei A €j € V(I) — {O}
1<i<j<n

Wir beschranken uns auf den Fall a;5 # 0, und, wegen der Homogenitat
kann man sogar annehmen a; o = 1. Sei dann

1 1
0 0
—a23 a1,3
v= —G24 |’ w= Q1,4
_@2,n al,n
dann gilt
vAw = erNeg+ (D isza1561 Aej) + (D psgaz 62 Aej)
—Q2 A1k
+ 3 cpepey, det ’ ) er A ey
1<k<t<n —agy aiy

= u,
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denn aus u € V(I) folgt ay 2ai e — a1 ka2 + a1 a2, = 0 und damit

det —Aagk A1k . . .
€ = Q1,kA2¢ — Q1002 ) = Q120 ¢ = Ak 0,
—Q2y¢ A1y

da, nach Annahme, a; 5 = 1. Wie im Fall der Gry(C") ist die Einschrankung
auf a;» = 1, man verallgemeinert die Argumente wie oben auf dem Fall
3(i,j) : a;; = 1. Damit folgt:

Proposition 4.3.2 Gry(C") ist eine projektive Varietit. Genauer,

Grao(C") =V ((2pgTrs — Tprlgs + TpsTgr | L <p<g<r<5<mn))

4.4 Der Korper der rationalen Funktionen und
die Dimension einer Varietat

Der Korper der rationalen Funktion auf C ist C(x), er besteht aus Quotienten

%, q(z) # 0, von Polynomen. Man identifiziert dabei % mit T(x; falls

s(x

p()s(x) = g(x)r(z).

Etwas abstrakter formuliert: p(x) und ¢(z) sind regulére Funktionen auf C.
Es gibt eine offene und nicht leere Teilmenge auf der ¢(x) nicht verschwindet,
so dass ZL? auf U eine wohldefinierte Funktion ist. Das ist der Hintergrund

zu der folgenden Definitionen.

Definition 4.4.1 Sei X eine affine Varietat. Der Korper der rationalem
Funktionen C(X) auf X ist der Quotientenkérper Q(C[X]).

Bemerkung 4.4.1 Ein Element f € C(X) 148t sich schreiben als Quotient
f= § mit p,q € C[X] und definiert damit auf der offenen Teilmenge U, :=
{z € X | q(z) # 0} eine wohldefinierte Abbildung

U, —C, z~ f(z):= Zﬂ

q(z)

Wenn nun auch gilt f = £, so definiert f auch auf der offenen Teilmenge
Us :={x € X | s(z) # 0} eine wohldefinierte Abbildung

Us—C, z~ f(z):= %
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Die formale Bedingung

P = 2 i Q(C[X]) falls pr = ¢s in C[X]

q
1aBt sich geometrisch wie folgt interpretieren: da X irreduzibel ist, haben zwei
offene Teilmengen, in diesem Fall U, und Uy, einen nicht leeren Durchschnitt.
Auf diesem Schnitt gilt also:

verqus;f(x):M:M

r(z)  qlz)

unabhangig von der Wahl des Reprasentanten von f in der “Menge der
Briiche »” mit u,v € C[X]. In der algebraischen Geometrie wird der Ansatz
umgekehrt genommen: Man nimmt als Korper der rationalen Funktionen die
Aquivalenzklassen von “verniinftigen Abbildungen” nach C. Um zu erkliren
was vernunftig heiflt, zunichst die Erklarung was regular in einem Punkt
bedeutet: eine Abbildung ¢ : X — C heif3t reguldr in x € X, wenn es eine
offene Menge U C X gibt mit z € U und f,g € C[X], g(u) # 0Vu € U,
so daB ¢(u) = %)Vu € U. Man kann zeigen (mit etwas kommutativer
Algebra): ¢ : X — C ist regulér in jedem Punkt von X dann und nur dann
wenn ¢ € C[X]. Nun zu “verniinftigen Abbildungen”: das sind Abbildun-
gen ¢ : U — C, die nur auf einer offenen (nicht leeren) Teilmenge von X
definiert sind, und die regular sind in jedem Punkt von U. Man definiert
dann Aquivalenzklassen (¢,U) ~ (¢',U’) wenn ¢|ynyr = ¢'|unor. Mit noch
mehr kommutativer Algebra kann man dann zeigen: dieser Korper ist iso-
morph zum Quotientenkorper.

Wir kommen nun zu projektiven Varietdten. Sei Y C P(V') eine projektive
Varietét und sei C[Y] = C[V]/Z(Y) der homogene Koordinatenring. Hat
man zwei Elemente p,q € C[Y], ¢ # 0, so kann man mit ihnen Abbildungen
(zumindest auf einer offenen Teilmenge U von V) f = 2 : U — C kon-
struieren falls p und ¢ homogen sind, und beide den gleichen Grad haben:
sei

Ug={yeYlaly) #0} CY,
dann ist die Abbildung

f:U,—C, [U]HM

q(v)
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wohldefiniert. Natiirlich hdngt sowohl p(v) als auch ¢(v) ab von der Wahl des
Reprisentanten v von [v]. Aber da p und ¢ homogen sind und vom gleichen
Grad (sagen wir /) sind, folgt p(Av) = Ap(v), ¢(\v) = Nq(v), also

p(Av)  Xp(v)  p(v)

g(M)  Ng(v)  q(v)’

das Ergebnis ist also unabhangig von der Wahl des Reprasentanten.

Definition 4.4.2 Sei Y eine projektive Varietat. Der Korper der rationalem
Funktionen C(Y') auf Y ist der Kérper

C(Y) = {g | p, ¢ homogen, gleicher Grad, ¢ # O} /(g ~ g falls ps = qr).

I"Jbung 4.4.1 Zeigen Sie, dass dies ein Korper ist. Hinweis: Zeigen Sie, dass
C(Y) aufgefaBt werden kann als der Unterkdrper von Q(C[Y]), der erzeugt
wird von den Elementen § mit p, ¢ homogen, gleicher Grad, ¢q # 0.

Bemerkung 4.4.2 Wie im affinen Fall, kann man die regularen und ra-
tionalen Funktionen auch anders definieren. Eine Abbildung ¢ : X — C
heifit requldr in x € X, wenn es eine offene Menge U C X gibt mit x € U
und f,¢g € C[X], homogen, vom gleichen Grad, g(u) # 0Vu € U, so dafl

o(u) = %)Vu € U. Den Korper der rationalen Funktionen definiert man

dann als die Menge aller Aquivalenzklassen (U, ¢), wobei U C X eine of-
fenene Teilmenge ist, ¢ : U — C ist regular in jedem Punkt von U, und
(¢, U) ~ (¢, U") wenn ¢|lynyr = &' |unor. Mit noch mehr kommutativer Alge-
bra kann man dann zeigen: dieser Korper ist isomorph zu C(Y).

Beispiel/ﬁbung 4.4.1 Wie in Beispiel 2.1 sei
Up={s=1s0,--.,8,] EP" | s £ 0}={s=[1,81,..-,8a] | $1,...,5, € C}).

Dann ist Uy eine affine Varietét, isomorph zum C", und damit ist C(Up) =
Clxy,...,zp). Ist § € C(Uy), so kann man p und ¢ so homogenisieren,
dass sie beide den gleichen Grad haben: man fiigt an jedes Monom in p
respektive ¢ die entsprechende Potenz von xy dazu, die Einschrankung auf
Up (man setzt ohne Einschrankung die Koordinate sy = 1) ergibt in jedem
Fall die Polynome p und ¢ zuriickt. Umgekehrt, gegeben homogene Polynome
D, q € Clxy, ..., x,], dann ist die Einschrénking ’g[{mozl} € C(Uy). Zeigen Sie:
die Korrespondenz ? < g induziert einen Isomorphismus C(Uy) ~ C(P").
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Bemerkung 4.4.3 Funktionenkorper affiner/projektiver Varietaten
Sei Y C P" eine projektive Varietdat und sei U; C P" wiein4.4.1,7=0,...,n.
Da P* = |J,_, Ui, gibt es ein ¢ mit U; NY # (. Ohne Einschréankung sei
Yo =UyNY # (. Dann ist Y; eine affine Varietit. Sei (U’, @) eine rationale
Funktion fiir Yj, sagen wir ¢ = g mit f,g € C[Uy] = Clxy,...,z,]. Dann
kann man f, g homogenisieren, so dafl f,§ vom gleichen Grad sind, so daf

ﬁ = % auf U. Da U’ offen ist in Uy ist U’ auch offen in Y. Somit ist (U, g)

eine rationale Funktion auf Y. Umgekehrt, ist (U’, g ) eine rationale Funktion

auf Y, dann sei U” = UyNU’ und f, ¢ seinen die Dehomogenisierungen von f
und g (d.h.: g = 1). Dann ist (U”, %) eine rationale Funktion auf Y. Man
rechnet nach, dass “Homogenisierung” und “Dehomogenisierungen” jeweils
Aquivalenzklassen auf Aquivalenzklassen schicken, und somit C(Y) = C(Yg)

Sei C(X) der Korper der rationalen Funktionen einer affinen oder projektiven
Varietét. Dann ist C(X) als Korper iiber C endlich erzeugt, insbesondere ist
der Transzendenzgrad von C(X) als Kérper iiber C endlich.

Definition 4.4.3 Die Dimension dim X einer affinen oder projektiven Va-
rietdt X ist der Transzendenzgrad von C(X) als Korper iiber C.

Beispiel 4.4.1 Die Dimension von X = C”" ist n, die Dimension von ¥ =
P(C™*!) ist auch n.

Anhang zur Dimension

Die folgenden Beispiele und Sétze werden ohne Beweis préasentiert, man
braucht dazu etwas mehr an kommutativer Algebra. Die Beweise findet man
in jedem Buch tiber Algebraische Geometrie.

Proposition 4.4.1 Fine Varietit X C C" hat die Dimension n — 1 dann
und nur dann wenn X = V(f) die Nullstellenmenge eines nicht-konstanten
wrreduziblen Polynoms ist.

Korollar 4.4.1 Sei Cp C C? eine Kurve. Dann hat jede irreduzible Kom-
ponente die Dimension 1.

Eine affine oder projektive Varietat ist durch die Zariski Topologie ein
topologischer Raum. Fiir einen topologischen Raum gibt es auch die topol-
ogische Definition einer Dimension:
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Definition 4.4.4 Sei X ein topologischer Raum. Die topologische Dimen-
sion von X ist das Supremum iiber alle n € N, so dass es eine Kette

anZn,lgnggZozX
von verschiedenen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von X gibt.

Beispiel 4.4.2 Die einzigen irreduziblen abgeschlossenen Teilmengen von C
sind C selbst oder ein Punkt. Es folgt, dass die topologische Dimension von
C (beziiglich der Zariski Topologie) 1 ist.

Beispiel 4.4.3 Sei X eine affine Varietat, dann ist die topologische Dimen-
sion von X endlich. Denn, angenommen man hatte eine unendliche Kette
X =242y 2 Zy 2 Zy 2 ... von verschiedenen irreduziblen abgeschlossenen
Teilmengen von X, dann erhélt man daraus eine unendliche aufsteigende
Kette

I(Z) CT(Z) C1(Z) S ...

von Idealen in C[X]. Aber C[X] ist der Quotient eines Polynomrings, und
daher noethersch, jede aufsteigende Kette von Idealen wird daher stationar,
im Widerspruch zur Annahme.

Proposition 4.4.2 Sei X eine affine oder eine projektive Varitdt. Dann ist
die topologische Dimension von X gleich der algebraischen Dimension.

4.5 Projektive Varietaten, Halbgruppen, Be-
wertungen und NO-Korper

Im Folgenden nehmen wir als total geordnete abelschen Gruppe die abelsche
Gruppe (oder den Vektorraum) Q" fiir eine » > 1. Die totale Ordnung auf
dem Q" (als Gruppe) schreiben wir als >. Es sei daran erinnert, dass die
totale Ordnung mit der Gruppenstruktur konform gehen soll, d.h. aus a < b
folgt a + ¢ = b+ ¢. Zur Erinnerung:

Definition 4.5.1 Sei A eine endlich erzeugte Algebra tiber dem Korper C.
Eine Bewertung von A mit Werten in Q" ist eine Abbildung v : A\{0} — Q"
die den folgenden Regeln gentigt:

(a) v(z+y) > min{v(z),v(y)} fir alle x,y € A\{0},
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(b) v(cz) = v(x) fiir alle z € A\{0} und ¢ € C*,

(c) v(zy) = v(z) 4+ v(y) fur alle x,y € A\{0}.

Das Bild S := S(A,v) = {v(z) | x € A —{0}} nennt man die Bewertungs-
halbgruppe. Unter einer Halbgruppe versteht man eine Menge mit einer as-
soziativen Verkniipfung und, je nach Gusto der schreibenden Person, mit
oder ohne neutralem Element (mit neutralem Element nennt man es auch
Monoid). In unserem Fall hat S immer ein neutrales Element:

(i) S ist abgeschlossen unter der Addition auf Q": Seien u,v €, u = v(a),
v = v(b), dann folgt v(ab) = v(a) + v(b), also u+v € S.

(ii) Die Operation “+” ist somit assoziativ auf S.

(iii) O ist das neutrale Element in S: Sei a € A beliebig. Da A eine Algebra
iber C ist, folgt 1 € A und es gilt fiir alle a € A: v(a) = v(l-a) =
v(1) + v(a) und somit v(1) = 0.

Ist die Algebra A = ®i20 A; zuséatzlich graduiert, so baut man in die
Bewertung oft zusatzlich den Grad mit ein. Dazu versieht man Ny x Q"
(natiirliche Zahlen mit 0) mit einer Totalordnung wie folgt:

(p,a) = (¢,b) & p < g oder p=qund a > b.
Man definiert dann eine neue Bewertung: Ist f = >"""  f; mit f; € A;, so sei
v(f) == min{(z,v(f;)) | fi # 0}.
Vorsicht bei der Verdrehung: (p,a) > (¢,b) wenn p < g, oder .... Ist also
fm #0in f=3"" f;, dann ist (f) = (m, v(fm))!
Ubung 4.5.1 (i) Zeigen Sie:  wieder eine Bewertung ist.

(ii) Man sagt v hat hochstens eindimensionale Bléatter wenn (siehe auch
nach Bemerkung 4.2.2) das Folgende gilt: fiir v € Q" sei

Ay ={f e A={0} | v(f) =~} U{0}
und sei

Asy ={f € A-{0} [ v(f) > 7} U {0},
dann ist dim(A,/A,) <1 (als C-Vektorraum).

Zeigen Sie: Hat v hat hochstens eindimensionale Blétter, dann auch .
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Definition 4.5.2 Sei A eine endlich erzeugte C-Algebra und positiv graduiert
A=@,;50 A Seiv:A—{0} - Q" eine Bewertung und sei

v:A—{0} - Ny xQ"
die assoziierte Bewertung mit Graduierung. Sei
S:=S(A, ) ={p(x) |z € A-{0}} C Ny x Q"

die zugehorige Bewertunghalbgruppe. Der Newton-Okounkov Kegel K(A, D)
ist der AbschluB der konvexen Hiille von S in Rsg x R™. Der Newton-
Okounkov Kdrper NO(A, D) ist der Schnitt der affinen Hyperebene {1} x R"
mit dem Kegel K(A,7):

NO(A,7) = ({1} x R") N K (A, 7)

Im Folgenden wird oft die erste Koordinate (die {1}) weggelassen, und NO(A, 1)
als Teilmenge des R" aufgefafit.

Lemma 4.5.1

NO(A,;?):{#JC)UEAZ-, i>0} CR".

Beispiel 4.5.1 Vor dem Beweis ein erstes Beispiel: Der homogene Koordi-
natenring des projektiven Raum P? ist die Polynomalgebra A = Clxg, 1, 23]
Diese Algebra ist positiv graduiert. Der Korper der rationalen Funktionen
C(P?) kann identifiziert werden (Homogenisierung—Dehomogenisierung, siche
Bemerkung 4.4.3) mit

C(PQ) = (C(Uo) == (C(ZL'I, Ig).

Wir nehmen auf Z? die rechtslexikographische Ordnung. Die Bewertung sei
v : Clzy, xo) — Z* die Minimum-Bewertung wie in Beispiel 4.2.3:

v( Z am®™) := min{m € Z? | ay # 0},

meNZ

wir erweitern die Bewertung auf C(P?) = C(zy,x2) wie in Bemerkung 4.2.2
durch ;
o(5) vt - via)

9
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Wir machen daraus eine Bewertung auf A wie folgt: Sei f =Y ", f;, dann
ist f keine Funktion auf dem P2, aber

f;:i_?:mec(p%

v m
Lo )

und wir setzen

v:A—{0}y =7 f—u(f)

sowie

v:A—{0} = Ny x Z? f:zm:leﬁmln{(z,y(iz) | fi #0,i € Np}

x
i=0 0

Wie sieht der Newton-Okounkov Korper aus?
Schauen wir uns zunéchst die Erzeuger xg, x1, zo und deren Bewertungen an.

To _yrat.Funktion i_g —yDehomog. 1 _yBewertung » (1, , O)
T _>rat.Funkt10n i_; _>Deh0m0g. 1 %Bewertung 7 (1’ , O)
To _>rat.Funkt10n ﬁ _>Dehom0g. To —yBewertung (17 0’ 1)

Als niichstes ein beliebiges Monom xzzS vom Grad m = a + b+ ¢

. b,.c
a,.b,.c Funktion %g%]%5 Dehomog. b,.c Bewertung o
xhajzs — e rjx§ — (m,b,c) (4.4)
Die Bewertung von allen Monomen ist verschieden. Man kann das Monom
sogar aus der Bewertung eindeutig rekonstruieren. Da die Monome eine Basis

bilden und die Minimum-Bewertung gewahlt wurde folgt damit:
S=8(A,0) = {(m,b,c) €Ny x Z* | b,c >0, b+ c < m}.

Diese Halbgruppe ist endlich erzeugt, jedes Element in S 1a8t sich schreiben
als nicht-negative ganzzahlige Summe der folgenden Elemente:

(1,0,0), (1,1,0) und (1,0,1).

Entsprechend ist der Newton-Okounkov Kegel K(A,7) der Kegel im R3
aufgespannt von R>q(1,0,0), R>o(1,1,0) und R>o(1,0,1). Schneidet man
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diesen Kegel mit der affinen Hyperebene {1} x R? (und lait die erste Ko-
ordinate weg, diese ist ja gleich 1), so erhélt man das Standardsimplex im

: \

Benutzt man das (noch nicht bewiesene) Lemma, so folgt aus (4.4) (wieder
wird die erste Koordinate weggelassen)

NO(A,7) = (0,1) e

(0,0) °

° (1,0)

b
NO(A,D):{(—,E)|m,b,c€N0,m>O,b+c§m}. (4.5)
m’'m
und das ist genau der Abschlufl der Menge der rationalen Zahlen im Stan-
dardsimplex

A={(rs)eR*|r,s>0,7r+s<1}.

Wir kommen jetzt zum Beweis von Lemma 4.5.1.
Beweis. Sei zunachst

M:{Lf)lfeAi, izo}c(@”.

1
Wir zeigen zunéachst: M ist eine konvexe Menge in Q. Seien dazu u,w € M,
es gibt also f € A;, g € A;j mit

u=—" w=—=
Sei 0 < g < 1 eine rationale Zahle mit r, ¢ € N. Dann ist
h = frjg(q—r)i

in A, homogen vom Grad rij + (¢ — r)ij = qij, und
v(h) _rjv(f) +(g=r)ivlg) _rvlf) (a=rvlg) _r  la=7)

— - — = —Uu

qrj qrj qg q J q q
Es folgt: M ist konvex. Nach Konstruktion ist offensichtlich {1} x M C
K(A,7) und damit {1} x M C NO(A, 7). Da M konvex ist, ist auch M C R”
konvex, und damit ist auch R>( - M konvex. Nach Konstruktion folgt

Rso- M C K(A,7),
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andererseits ist die Menge konvex und enthalt S, also Rsq - M = K(A, D)
und damit M = NO(A, D). .

Beispiel 4.5.2 Als weiteres Beispiel betrachten wir die GraSimann Varietét
Y = GryC*. Als erstes brauchen wir den Korper der rationalen Funktionen
C(GryC*). Wir benutzen dazu die Bemerkung 4.4.3.

Sei also Yy die affine Varietit Yy, = GroC* N Uy, wobei

U() = {[U] S P(A2C4) ’ U = G1.2€1 Neg+ ... , A1.2 7é 0}

Sei nun [v] € Yy. Da [v] € GryC*, gibt es u,w € C* mit v = u A w. Da
[v] € Uy, ist die Koordinate a; o # 0, man kann sogar ohne Einschrankung
vt ) = 1. Indem man, falls
w1 Way

notwendig, u,w durch Linearkombinationen von u und w ersetzt, bedeutet

es, dass man ohne Einschrankung u und w so wahlen kann, dass

a1 = 1 annehmen. Das bedeutet: det (

1 0
0 1
u= ., W=
—Us W3
—Uyg Wy
Damit bekommt man fir Yj:
Yo = {uAhw]|us,ug,ws,wy € C}

= 61/\€2+w3€1/\63+’w461/\64+U362/\€3—|—U4€2/\64

+ det Us s e3 N\ ey
Ug Wy
~ C*

Man hat also

C(GT2(C4) = C(Yo) = C(yl,?)a Y1,4,Y2,3, y2,4)
mit

us

3 >€3/\64)

yij(er A ea +wser Aeg + waer Aeg+ ugea A ez + ugea A eg — det ( W
4 Wy

ws falls (¢,75) = (1,3)

) wa falls (4,7) = (1,4)
) us falls (4,7) = (2,3)
ug  falls (4,7) = (2,4)
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Wir nehmen auf Z* die rechtslexikographische Ordnung. Setze v(y;3) =
(1,0,0,0), v(y2,3) = (0,0,1,0), v(y14) = (0,1,0,0), und v(y24) = (0,0,0,1).
Nach Lemma 4.2.1 gibt es eine Bewertung, die fiir die Erzeuger genau diese
Werte annimmt:

v:Clyrs, Y23, Y14, Y2u] — Z*,

und es ist die Minimum-Bewertung wie in Beispiel 4.2.3:

v( Z amy™) = min{m € Z* | ay, # 0}.

4
meNg

Wir erweitern die Bewertung auf C(GroC?) = C(y13, Y14, Y23, Y2.4) Wie in
Bemerkung 4.2.2 durch

o(5) =vn) - o

9

Wir machen daraus eine Bewertung auf A = C[Gr,C*] wie folgt. Zur Erin-
nerung: GroC* C P(A*C*), und C[A%C*] = Clz12,...,734] mit z;; ist das
duale Basiselement zu e; Aej. Sei f = > " f; € A, dann ist f keine ra-
tionale Funktion auf Gr,C*, aber, schreiben wir x12 auch fiir die Klasse
x19 mod I(GryCh) in A, so ist

f=> i Ziotia'hi C(GryC*).

und wir setzen

v:A—{0} = Z* [ u(f)
sowie

7:A—{0} = Ny x Z*, mein{(i,y(xJ:i ))|fi7é0,i€N0}

1,2

Wie sieht der Newton-Okounkov Kérper aus? Schauen wir uns zunachst die
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Erzeuger von A: x19, %13, %14, T23, T24, T34 und deren Bewertungen an.

T1o _>rat.Funktion z_j _>Deh0mog. 1 —yBewertung ¥ (17 07 0’ 07 0)
13 _yrat.Funktion zi_:z —yDehomog. Y13 —yBewertung ¥ (1, 1,0,0, 0)
T14 _>rat.Funktion 2_:;1 %Dehomog. Y4 —yBewertung 7 (17 07 1’ 0’ 0)
To 3 _>rat.Funktion i?_:z %Dehomog. Ya.3 _yBewertung ¥ (1, O, 07 1’ 0)
T4 _yrat.Funktion zf_ﬁ —yDehomog. You _yBewertung ¥ (1’ O, 07 0’ 1)
513'374 _>rat.Funktion x3.4 _>Dehomog. y173y2,4 o y1’4y273 _>Bewertung o (17 0, 1, 1’ O)

1,2

Wegen der Relation
T12%T34 — T13T24 + T1,4T23 = 0

kann man in jedem Monom ;4223 ersetzen durch x 234 + 21 3724. Man
kann also jedes Element in A schreiben als Linearkombination von Monomen,
die nur von 5 Variablen abhangen: entweder das Monom ist von der Form

a b c d _e a b f d _.f
T o7 377 475 475 4 oder von der Form xf ,2] 35 375 473 4, (4.6)

es kommen niemals 7 4 und x93 gleichzeitig in einem Monom vor. Es gibt
also zwei Typen von Monomen: Sei zunachst a +b+c+d+e = m, dann gilt

b c d e
a b ,.c .,d e Funktion o] 97 3T 425 475 4
Xy 9T 301 4o 4T3y 7 z,
Dehomog. b c d e
- & Y 3YT a5 4 (V1,3Y2,4 — Y1,4Y2,3)

_>Bewertung U (m’ b’ c + 67 6, d)
Sei nun a + b+ f +d+ e=m, dann gilt

b . _d e
a b o f d e Funktion T] 97 3T 35 4 TG 4
L1201 ,312 39 413 4 ’ T,

Dehomog. . b ,f .d
_yDehomog y173y273y274(y1,3y274 — '3/1,4?/2,3)6

_>Bcwcrtung 7 (m’ b’ 6, f _I_ 6, d)
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Man kann aus der Bewertung jedes Monom eindeutig rekonstruieren! Ent-
weder die dritte Koordinate ist grofler gleich der vierten, dann kann man sie
schreiben als (m, b, c+-e, e, d) und ist das Bild von @ ;2% g2 429 425 4, oder die
dritte Koordinate ist kleiner gleich der vierten, dann kann man sie schreiben
als (m,b,e,e + f,d) und ist das Bild von :13‘11’2:1:?73:10;32037417374. Es folgt: die
Monome in (4.6) sind nicht nur ein Erzeugendensystem (als Vektorraum),
sie sind sogar eine Basis. Um die lineare Unabhangigkeit zu zeigen, nehmen
wir an ein Monom m = ) ;a;jmy; ist eine Linearkombination von anderen
Monomen in (4.6). Aber dann ist

#(m) = min{#(m;) | a; # 0}.

Die Gleichheit ist hier anzuwenden, da alle Summanden verschiedene Bew-
ertungen haben (sieche Bemerkung 4.2.1). Aber die Gleicheit ist wiederum
nicht moglich, da #(m;) # ©(m) fiir alle 5. Es folgt:

S = {#(m) | m Monom in (4.6)}.
Und damit: S ist endlich erzeugt, die Elemente
(1,0,0,0,0),(1,1,0,0,0),(1,0,1,0,0),(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1), (1,0,1,1,0)

bilden ein Erzeugendensystem, und der Newton-Okounkov Korper ist die
konvexe Hiille der Punkte

(0,0,0,0), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1), (0,1, 1,0).

Beispiel 4.5.3 Als weiteres Beispiel betrachten wir die Fahnenvarietét (siehe
Abschnitt 4.3.2)
F(C) € P(M5(C)).

In den [“Jbungen haben sie gesehen, dass die Abbildungen

a 100 1 00 100
C3s| b — u=1]1 010 b 1 0 010
a 0 1 0 0 1 0 c 1
00 1 (47)
— Jul 0 0 0 |ul]eF(C3 cP(MsC))
000

ein Isomorphismus ist auf Uy N F(C?), wobei

Up = {[A] € P(M3(C)) | A= (aij)i<ij<3, 01,3 # 0}.
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Sei C[C?] = Cly1, yo, y3], dann wissen wir:
C(F(C%) = C(y1,y2: y3).

Das geniigt uns um auf C(F(C?)) eine Bewertung zu definieren. Zuerst auf
nehmen wir auf C[y;, y2, y3] die Minimum-Bewertung, wobei wir auf dem Z3
die rechtslexikographische Ordnung wahlen. Also

F = iy uys = v(f) = min{(iy, iz, is) | ai, 4,4, # 0}

Die Bewertung wird auf C(F(C?)) ausgedehnt indem man setzt:

Wir betrachten nun die induzierte Bewertung auf dem graduierten homoge-
nen Koordinatenring fiir F(C?) C P(M;3(C)):

b C[F(C¥] = Clzy, | 1 <i,j < 3]/I(F(C¥) — NpxZ3
f=Xfe o win{(6(o) | fe 0},

wobei f; in C[F(C?)] homogen vom Grad /¢ ist. Also wieder die Prozedur:
f € C[F(C?)] ist keine rationale Funktion, aber

[y
N x§,3
ist eine rationale Funktion. Schauen wir uns an, was die Bewertung v auf
den Erzeugern, den z;; ergibt. Da 11 + 222 + 233 = 0, konnen wir x5 3
weglassen. Wir notieren die Werte nicht in einem Vektor sondern in einem
Diagramm wie folgt:

() = [Trg] #) = glg] ) = o]

Um die ; ; in die y; umzurechnen, brauchen wir noch fiir ein u wie in (4.7):

0 0 1 bc — a —c 1
ul 00 0 Jut=] b2ce—ab —bec b
000 abc — a®> —ac a



101

Dann sehen wir

Funktion Dehomog. Bewertung o
) 0
13
T1,3 = T13 = 1 = (17 010 ‘)
T12 — 22 — —Ys3 = (1 0 )
. T1,3 10 1‘
T > Ll — — 1 0]

1,1 T13 Y2ys — = ( 110 ‘)
2,3 = 223 = Yo = (1 1] )
' 1,3 10 0‘
99 — 22 — —Y2Y3 = (1 1] )
. 71,3 10 1‘

2,1 2 T
x?,l — F:?’ — y2y3 — Y1Yy2 — (17 1 0 ‘)
32 = 252 = —Y1Y3 = (1 0] )
5 z13 11 1‘
T31 — 5.1 — Y1Y2Ys — Ui > (1 0] )
3, T13 2Y3 1 ) 2 0‘

Man kann zeigen

(i) Die Bewertungshalbgruppe S = S(C[F(C?)], #) ist endlich erzeugt und
wird von den Elementen oben erzeugt.

(ii) Als Konsequenz erhélt als Newton-Okounkov Korper

NO(C[F(C*)],7) = { i |0 < 21,290,238, 29,23 < 121 + 20 + 23 < 2}

21 23‘
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4.6 Newton-Okounkov Korper und der Grad
einer projektiven Varietat

In diesem Abschnitt werden alle Beweise weggelassen, es ist eher ein Schnel-
lkurs in Algebraischer Geometrie um zu motivieren, warum die Newton-
Okounkov Koérper interessant sind.

Zunachst kommen wir zu einer Verallgemeinerung des Satzes von Bézout:

Theorem A Seien Y,Z C P" projektive Varietdten der Dimension r re-
spektive s. Dann hat jede irreduzible Komponente von Y N Z die Dimension
> r + s —mn. Insbesondere, wenn r+s—mn >0, dann ist Y N Z # ().

Ein Unterraum der Dimension d im P" ist eine Teilmenge, die durch n — d
lineare, linear unabhangige Gleichungen definiert wird:

W={v] €eP" | l{1(v) =...=L,_4(v) =0},
wobei £y, ..., l,_q € (C"™)* linear unabhangige lineare Abbildungen sind.
Beispiel 4.6.1 Sei P? = P(C?) und sei £ = 2x¢ + z; — 275 und sei
W ={[v] € P" | £(v) = 0}.

Sei wieder Uy = {[v] € P? | vy # 0}. Fir Elemente aus Uy kann man
eindeutige Representanten wahlen, indem man vy = 1 verlangt. Da vy, vo
frei in C gewihlt werden konnen, identifizieren wir wieder Uy mit C? und
bekommen (Dehomogenisierung)

WUy ={(bc) | 2+b—2c=0}

eine affine Gerade, die durch die Punkte (0,1) und (—2,0) geht. Um das
ganze Bild zu sehen, mufl man natiirlich auch Uy, Us betrachten:

WnU, ={(a,c) | 2a +1—2¢c =0},
eine affine Gerade, die durch die Punkte (0, 3) und (—3,0) geht, sowie
WnNU, ={(a,c)|2a+b—2=0},

eine affine Gerade, die durch die Punkte (0,2) und (1,0) geht. Diese Karten
mufl man jetzt noch zusammenkleben. Beim Kleben mufl man auf die Koor-
dinaten achten, Zum Beispiel gilt offensichtlich

y=1[1,2,2] € W, denn ¢((1,2,2)) =2+2—-4=0,
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in der Karte W N Uy muss man die erste Koordinate auf 1 normieren, was
hier bereits der Fall ist und damit ist y = (2,2) in dieser Karte. In der Karte
W N U; muss man die erste Koordinate auf 1 normieren, also alles durch 2
teilen, und damit y = (%, 1) in dieser Karte. Ebenso, in der Karte W N Uy
muss man alles durch 2 teilen, und damit y = (%, 1) in dieser Karte.
Theorem B1 Se: X C P" eine projektive Varietdaten der Dimension d. Dann
gibt es in Gr,_4(C™™) eine offene und dichte Teilmenge M, so dass fiir alle
Unterrdume W in M gilt: Der Schnitt [W] N X besteht aus endlich vielen
Punkten, und, gezdahlt mit Multiplizitdt, ist die Anzahl der Punkte immer
gleich. Diese Anzahl nennt man den Grad von X in P".

Beispiel 4.6.2 Sei Y = V(xgzy — 23) C P?, wir wollen den Schnitt einer
generischen projektiven Gerade mit der Kurve berechnen. Sei ¢ = axy +
bxy + cxo und sei L = V(¢). Wir schauen uns nur die projektiven Geraden L
an mit ¢ # 0. Wenn [v] € Y mit vy = 0, dann folgt 1 = 0 und x5 ist beliebig,
es gibt also nur einen Punkt in Y, der diese Bedingung erfiillt. Dieser liegt
aber nie auf einer Geraden L mit ¢ # 0, denn £(v) = avg+bvy +cvy = cvy =0
impliziert v = 0, was nicht sein kann da bereits vy = v; = 0. Also liegen
alle moglichen Schnittpunkte in der affinen Karte Uy = {[v] € P? | vy # 0}.
Dort konnen wir die Gleichungen dehomogenisieren und vy = 1 setzen und
bekommen

Y NUy=V(xy —22) CA* LNUy=V(a+bxy+ cry),

und damit hat der Schnitt zwei verschiedene Punkte solange ¢ # 0 und
b — 4ac # 0. Das sind Komplemente von Nullstellen von polynomialen
Funktionen auf Gry(C?) ~ P(C?), also ist es eine offene und dichte Teilmenge.

Man kann diesen Grad induktiv berechnen, sobald so etwas wie eine Schnitt-
multiplizitat definiert hat, siehe Theorem 2.4.4, entsprechend ist das folgende
Theorem eine Verallgemeinerung von Bézouts Theorem (Theorem 2.4.1)

Theorem B2 Sei X C P eine projektive Varietdten der Dimension d > 1
und sei H eine Hyperfliche (Nullstellenmenge eines irreduziblen homomge-
nen Polynoms), die X nicht enthdlt. Seien Zy, ..., Zs die irreduziblen Kom-
ponenten von X N H. Dann gilt

> (Y, H; Z;) deg Z; = (deg H)(deg X)

j=1
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Aber einfach zu berechnen ist das nicht. Hier eine andere Methode. Sei
X C P" eine projektive Varietat, sei

C[X] = Clag, 21, .., 2]/ I(X) = P C[X];

Jj=0

der graduierte homogene Koordinatenring. Wir definieren eine Funktion
®x =N — N durch
O (j) = dim C[X],.

Theorem C FEs gibt eine Polynom Px(z) € Q|z], genannt das Hilbert-
Polynom von X C P", so dass gilt:

px(j) = ®x(j) Vj>0.

Beispiel 4.6.3 Sei C[P!] = C[xg, z;], dann ist pp1 = 2z + 1.

Ubung 4.6.1 Sei C[P*] = Clxo, 1]. Zeigen Sie:

z+k P
p]P’k:( k: ):H_i_...

Ubung 4.6.2 Sei Y = V(zgz, — 22) C P2, Zeigen Sie:
py(z) =2z + 1.

(Hinweis: Beachten Sie, dass der Grad des homogenen Polynoms xgzy — 2
zwei ist. Zeigen Sie: py (z) = ppz(z) — ppr (2 — 2))

Theorem D
(i) Der Grad von px(z) ist die Dimension von X
(11) Sei d = dim X und der Leitkoeffizient von px(z) sei aq. Dann gilt

deg X = dlay.
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Sei nun X C P" eine d-dimensionale projektive Varietat, sei
CIX] = Clao, .., 2] /1(X)

der homogenene Koordinatenring und sei C(X) der Kérper der rationalen
Funktionen auf X. Sei
v:C(X)— 24
eine Bewertung. Sei
U : C[X] = Zso x Z°
die assoziierte Bewertung mit Gradkomponente, d.h. fir f € A; sei

o(f) = (L),

1T
Sei NO(X,7) C R? der assoziierte Newton-Okounkov Kérper.

Theorem E Wenn die Bewertung v hochstens eindimensionale Blatter hat,
dann ist die Dimension des Newton-Okounkov Kérpers NO(X, D) gleich der

Dimension von X, das Volumen Vol(NO(X, 7)) des Newton-Okounkov Kdrpers
ist genau der Koeffizient des Leitterms von px(z). Oder, anderes gesagt,

deg X = d\Vol(NO(X,D)).

4.7 N-O Korper, endlich erzeugte Halbgrup-
pen und torische Degeneration

Der folgende Abschnitt wird sehr vague sein und ziemlich unprazise. Es

geht mehr darum die Idee zu erlautern als die ganze Mathematik, die dahin-

ter steckt, im Detail und korrekt einzufiihren. Betrachten wir ein einfaches

Beispiel: Die Graffimann Gro(C*) C P(C*) wird beschrieben als die Null-
stellemenge eines Polynoms:

GTQ((C4) = V<I1’2$3,4 — .T173$274 —+ 131741’273) C P<A2C4)
Machen wir ein Experiment und schauen uns stattdessen an
Y = V($172x374 — T13%24 -+ t$174$273) C P<A2C4) x C.

Sei 7 : P(A2C*) x C — C die Projektion, und schauen wir uns die Urbilder
an fiir ein t € C an.
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(i) Fiir t = 1 erhélt man die GraBmann Varietiat Gry(C*) zuriick.
(i) Man kann zeigen: fiir alle ¢ # 0 ist die Varietat Y; = 7—(¢), d.h.
Y; = V(212734 — T13%24 + t214723) C P(AQC4)
isomorph zur Graimann Varietat Gry(C?).
(iii) Fiir t = 0 erhélt man

Yb = V(I’172$374 — 1‘1731‘274) C P(A2C4)

Sei T = (C*)*, wir definieren eine lineare Operation auf dem Vektorraum
A*C* durch

131

+ 261 Ney = t1€1 A €9, iel A\ €z = t;lel VAN €3,

T>t= t2 s tea Ney =tgeg Ney, tesNey = tfleg N ey,
t3 261 VAN €4 = t3€1 VAN €4, 262 VAN €3 = t462 N €3.
4

Man bekommt wegen der Linearitét eine induzierte Operation auf dem pro-
jektiven Raum:
T x P(A*C*) — P(A*CY),

Fiir [v] € P(A*C*) und ¢ € T sei v = ), - a;;e; A e; ein Reprisentant. Es
gilt:

($1,2$3,4 - $1,3IE2,4)(Z : U) = 01,2034 — A1 3024 = (I1,2$3,4 - $1,3$2,4>(U)7

und damlt [U] € V(I1’2I3’4 - 1'1’3.’,172’4) 1mphz1ert T- [’U] C V(I1’2$3’4 - I1?3I2’4).
Als Ubung zeigen Sie:

Yo = T- [Zl§i<j§4 ei A ¢j]

= [ties Aea+ty'er Aeg+taea Aeg + 17 es Aey +tzer A ey + taes A e
mit tl,tg,tg,t4 S C*

Mit anderen Worten: Yj ist eine torische Varietat. Allgemein, wenn 7T ein
Torus ist, d.h. T" ~ (C*)™ fiir ein m, und T operiert linear auf einem Vektor-
raum V', dann hat man eine induzierte Operation auf P(V). Ist v € V und
der Stabilisator T}, ist endlich, dann nennt man den Abschlufl des Orbits

X =T-[v]
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eine projektive torische Varietat.

Der Vorteil von torischen Varietaten: Man hat ein sehr spezielles Wech-
selspiel zwischen algebraischer Geometrie und polyhedraler Kombinatorik:
Kegel, Facher, Polytope,... Insbesondere hat man eine Bijektion zwischen
einer gewissen Klasse von Polytopen und sogenannten normalen projektiven
torischen Varietaten. Die schone Eigenschaft an dieser Beschreibung: viele
Eigenschaften wie Glattheit, Singulariaten, Kohomologie— und Homologie-
gruppen, usw. sind direkt auf kombinatorische Weise aus dem Polytop bes-
timmen.

Um diesen Vorteil weiteren Klassen von Varietaten zuganglich zu machen,
hat man seit langem versucht Degenerierungen von gegebenen Varietaten in
torische Varietéten zu finden, wie in dem Beispiel der Gry(C*) oben. Wenn
die Degeneration schén im algebraisch-geometrischen Sinn ist (man nennt so
etwas flache Degenerierung), dann kann man oft zeigen: Y hat die Eigen-
schaft XXX dann und nur dann wenn die degenerierte torische Varietat
Yy die Eigenschaft XXX hat. Oder man hat Isomorphismen zwischen den
Homologie— / Kohomologiegruppen auf X und den Homologie- / Kohomolo-
giegruppen auf der degenerierten Varietat. Oder...usw.

Die Frage bleibt: Wie findet man bei einer gegebenen Varietat iiberhaupt
mogliche Degenerierungen. Eine mogliche Antwort sei hier gegeben: Sei
X C P(V) eine projektive Varietat, sei v : C(X) — Z™ eine Bewertung, so
dass die induzierte Bewertung 7 : C[X| — Zs¢ x Z™ auf dem homogenen
Koordinatenring hochstens eindimensionale Blatter hat.

Theorem F Wenn die Bewertungshalbgruppe S = S(C[X], D) endlich erzeugt
ist, dann ist der Newton-Okounkov Kérper NO(X, ) ein Polytop. Weiter
gibt es eine flache Degenerierung von X in eine torische Varietat. Genauer,
es gibt eine Varietit X, zusammen mit einem Morphismus © : X — C, so
dass w=1(t) isomorph ist zu X fiir alle t # 0, 7=(0) ist eine torische Va-
rietat, dessen Normalisierung die projektive torische Varietat zum Polytop
NO(X,p) ist

In diesem Sinne kann man dann von der torischen Varietat assoziert zu
NO(X,7) dann als ein vereinfachtes Modell von X sprechen.
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