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Ubungen zu Newton-Okounkov Theorie

Definition 1. Eine Abbildung zwischen algebraischen Mengen ¢ : X — Y (egal, ob affin oder
projektiv), heifit birational, falls offene und dichte Teilmengen U C X und V' C Y existieren,
so dass die Einschrankung ¢|y : U — V ein Isomorphismus von algebraischen Mengen ist.

Hinweis: In allen unseren Beispielen werden die Teilmengen U und V affin sein, ¢|y muss dann
ein Isomorphismus von affinen algebraischen Mengen sein.

Aufgabe 1. Sein X und Y Varietdten und ¢ : X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie, dass ¢
genau dann birational ist, wenn die induzierte Abbildung ¢# : C(Y) — C(X), f + f o ¢ ein
Korperisomorphismus ist.

Himweis 1: Da wir die Aussage nicht in dieser Allgemeinheit brauchen werden, kénnen Sie
sich auf den Fall beschranken, dass die Mengen U und V aus Definition 1 affin gewéhlt werden
konnen. Sie konnen ebenfalls ohne Beweis verwenden, dass fiir jede offene (und damit dichte)
Teilmenge U C X einer Varietdt X gilt, dass C(U) ~ C(X).

Hinweis 2: Zeigen Sie fiir die Riickrichtung zunéchst, dass ¢ fiir jede affine Teilmenge U C X
und ¢(U) € V C Y einen injektiven Ringhomomorphismus (¢|)# : C[V] < C[U] definiert.
Folgern Sie damit, dass C[U] =~ C[V][f1,..., f;], wobei f; = E= € C(U). Bringen Sie die f; auf
einen gemeinen Nenner ¢ € C[U] und betrachten Sie die Einschrinkung ¢|5 : U — ¢(U) auf die
offene (und damit dichte) Teilmenge U := U N Dx(q) € X, wobei Dx(q) := {z € X |q(x) # 0}.

Definition 2. Fiir die folgenden zwei Aufgaben sei G = SLo,
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Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass G = B U BwB, wobei w die Matrix <? _01> ist.
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Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : U~ — G/B,u — uB, birational ist.

Definition 3. Fiir die letzte Aufgabe sei G = SLs,
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Aufgabe 4. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(i) Die Abbildung ¢ : U~ — G/B,u — uB, ist birational.

(ii) Die Produktabbildung 7 : U; x Uy x Us — U™, (u,v,w) — uvw, ist ein Isomorphismus
von affinen algebraischen Mengen.

(iii) Die Produktabbildung 7 : U; x Uy x Uy, (u,v,w) — wvw, ist birational, aber kein Iso-
morphismus von affinen algebraischen Mengen.

Abgabe am 25. Juni in der Vorlesung.



