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LITERATUR

Zum Erlernen des Stoffes und zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben
reicht das Skriptum, folgende Biicher kénnen aber zur Ergédnzung und
Vertiefung hilfreich sein:

(1) Forster: Analysis I
(2) Konigsberger: Analysis I
(3) Walter: Analysis I

KONVENTIONEN UND DEFINITIONEN AUS DER MENGENLEHRE

Begriffe, welche nicht definiert werden:
(1) der Mengenbegriff,
(2) die Menge der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...} und Ny :=
{0,1,2,3...},
(3) die Menge der ganzen Zahlen Z.
Wir verwenden die folgenden iiblichen Schreibweisen:

(1) 0 bedeutet die leere Menge, d.h. die Menge ohne Elemente.
(2) a € A bedeutet, dass a ein Element der Menge A ist.
(3) Seien A und B Mengen, dann schreiben wir

Ax B={(a,b)|a € Abe B},
die Menge der geordneten Paare (d.h. (a,b) # (b, a)).
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1. DER KORPER DER REELLEN ZAHLEN

1.1. Die Korperaxiome.

Definition. Ein Kgrper ist eine Menge K zusammen mit zwei Abbil-

dungen:
KxK — K,

(a,b) — a+b,

und
KxK — K,

(a,b) — a-b,
mit den folgenden Eigenschaften:
(A1) Fr alle z,y, 2z € K gilt
(x+y)+2z=1a+ (y+ 2) (Assoziativgesetz).
(A2) Ft alle z,y € K gilt
r+y =y + o (Kommutativgesetz).
(A3) Es existiert ein Element N € K, so dass fiir alle z € K gilt:
r+ N =uzx.
(A4) Zu jedem z € K existiert ein Element y, so dass
r+y=N.
(M1) Fr alle z,y, z € K gilt
(x-y)-z=ux-(y-2) (Assoziativgesetz).
(M2) Fr alle z,y € K gilt
x -y =y -z (Kommutativgesetz).

(M3) Es existiert ein Element £ € K, so dass N # E, und so dass
fir alle z € K gilt:

- E=u.
(M4) Zu jedem x € K \ {N} existiert ein Element z, so dass
r-z=FE.

(D) Fiir alle x,y, z € K gilt
- (y+z)=x-y+x-z Distributivgesetz.

Die Abbildung ‘+” wird Addition genannt und die Abbildung *-” wird
Multiplikation genannt. Die Eigenschaften A1-D, welche einen Korper
definieren, werden Kdrperaziome genannt. Insbesondere nennen wir die
Eigenschaften A1-A4 die Axiome der Addition und die Eigenschaften
M1-M4 die Aziome der Multiplikation.
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Beispiel. Es sei F' die Menge mit zwei Elementen { N, E'}. Wir definie-
ren die Addition folgendermaflen:

FxF — F
N, wenna=Nundb=N
(a,b) = a+b:=< N, wenna=FEundb=F
E., andernfalls,

und die Multiplikation wie folgt:

FxF — F
(a,b) — a-b:= N, wenna=N und b=N
“ @77 E, andernfalls.

Dann ist F' ein Korper. (Die Verifikation dieser Aussage ist etwas
umsténdlich, aber nicht schwierig.)

1.2. Folgerungen aus den Axiomen der Addition.

Satz 1.1. Sei K ein Korper. Dann existiert genau ein Element k € K,
so dass

r+k=x
fiir alle x € K.

Beweis. Wegen Axiom (A3) wissen wir, dass es mindestens ein Element
k € K gibt, so dass

r+k=xa

fir alle x € K.
Nun seien k£ und &’ zwei Elemente mit der Eigenschaft, dass x+k = «
und = + k' = z fiir alle x € K. Es folgt, dass

k=k+K=K+k=F.

(die erste Gleichheit folgt aus der Definition von k', die zweite von
Axiom (A2), und die dritte aus der Definition von k). O

Wir nennen das durch den obigen Satz eindeutig bestimmte Element
die Null des Korpers, welche wir mit ‘0" bezeichnen. Man beachte, dass
0+ 2 =2 +0 fiir alle z € K wegen (A2).

Satz 1.2. Seir K ein Korper und a,b,c € K. Wenn a+b = a+c, dann
gilt b= c.
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Beweis. Es sei k € K so gewihlt, dass a + k = 0. Es gilt

p 43

0+5b
(k+a)+0b

Al

= k+(a+0)

k+ (a+c)

(k+a)+c

0+c

C.

A4

Al
A4
A3

0

Satz 1.3. Ser K ein Korper und sei x € K. Dann existiert genau ein
Element y € K, so dass

r+y=0.

Beweis. Sei x € K. Wegen Axiom (A4) wissen wir, dass es ein Element
y gibt mit x +y = 0. Nun sei 3y € K gegeben mit = + 3’ = 0. Dann
folgt aus Satz 1.2, dass y = /. O

Wir schreiben —z (minus ) fiir das durch den obigen Satz eindeutig
bestimmte Element. Ab sofort schreiben wir

r—y:=z+ (—y).
Satz 1.4. Sei K ein Korper.
(1) =0 =0,

(2) fir alle x € K gilt —(—x) =z,
(3) fir alle x,y € K gilt —(x +y) = —x — y.

Beweis. Es ist 0 + 0 = 0 nach (A3), aus Satz 1.3 folgt, dass 0 = —0.
Sei # € K. Nach Satz 1.3 geniigt es zu zeigen, dass (—x)+x = 0. Aber

(—x)+:1:A:2x—|—(—x) = 0.
Der dritte Teil ist eine Ubungsaufgabe. U

1.3. Folgerungen aus den Axiomen der Multiplikation. Im Fol-
genden ist K durchgehend ein Korper. Der folgende Satz wird dhnlich
bewiesen wie Satz 1.1.

Satz 1.5. FEs existiert genau ein Element k € K, so dass
r-k==x

fir alle x € K.
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Wir nennen das durch den obigen Satz eindeutig bestimmte Element
die Fins des Korpers, welche wir mit ‘1’ bezeichnen. Man beachte, dass
1.2 =ua-1furalle x € K wegen (M2). Der folgende Satz wird #dhnlich
bewiesen wie Satz 1.3.

Satz 1.6. Sei x € K \ {0}. Dann existiert genau ein Elementy € K,
so dass
z-y=1.

Wir schreiben =1 (x hoch minus eins) fiir das durch den obigen Satz
eindeutig bestimmte Element. Es seien x,y € K. Dann gilt:
1) 17t =1,
2) fir x £ 0 gilt z71 -2 =1,
1) (-1)-2 = -,
5) (=) - (—y) = xy,
6) es sei z # 0, wenn zz = zy, dann gilt x =y,

(7) falls z,y # 0, dann gilt (zy)~' = 27y~ L.

(Beweis: Ubungsaufgabe.)

Ab sofort schreiben wir

Ty =1y
und .
-1
—=zfy:=xy .
Y

Satz 1.7. Fir allex € K qilt x -0 = 0.
Beweis. Es sei x € K. Dann gilt
x~014:2x~(0+0)2x~0+x~0.
Andererseits gilt - 0 = x - 0 4+ 0. Es folgt nun aus Satz 1.2, dass
0=x-0. U
1.4. Weitere Definitionen. Es seien aq,...,a, € K, wir definieren
ajt+ag+--+as:=(...((ar +a2) +az) +...)+ay).

Es folgt aus (Al), dass a; + --- + a, nicht von der Reihenfolge der
Klammern abhéngt. Wir schreiben auch

S

Zai::al—k---%—as.

=1

Wir definieren zudem
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Es folgt aus (M1), dass ay «- - - - as nicht von der Reihenfolge der Klam-
mern abhéngt. Wir schreiben auch

S
Ha/i ::al.....as_
i=1

Der folgende Satz folgt aus mehrfacher Anwendung des Distributiv-
gesetzes:

Satz 1.8. Es seien aq,...,a, € K und by,...,bs € K, dann gilt
(D_a)-(Q_b) =2 > ab;
i=1 j=1 i=1 j=1
Es sei x € K und n € N. Wir definieren

V=g

e
n—Mal
Zudem definieren wir 2° := 1 (auch fiir z = 0) und fiir n € Ny und
x # 0 definieren wir
"= 1/(2").

Der folgende Satz ist leicht zu beweisen:

Satz 1.9. Es seien z,y € K\ {0} und m,n € Z, dann gilt

$m+n = M. "
(l.n)m — xmn
"yt = (ay)"

Im Folgenden werden wir die verwendeten Korperaxiome nicht mehr
explizit auffithren und die obigen Sétze nicht mehr explizit zitieren.

1.5. Angeordnete Korper.

Definition. Eine Relation in einer Menge M ist eine Teilmenge V' von
M x M. Wir definieren:

a > b genau dann wenn (a,b) € V.

Definition. Ein angeordneter Kérper ist ein Korper K zusammen mit
einer Relation, welche folgende Ordnungsaxiome erfiillt:

(O1) Fiir alle z,y € K gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:
x >y oder y > x oder x = y.
(02) Fir z,y,2z € K gilt:

r>yundy >z=1x> 2.
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(03) Fiir z,y,a € K gilt:
r>y=r+a>y-+a.
(O4) Fiir z,y,z € K gilt:
x>yund a > 0 = za > ya.

Im Folgenden sei K ein angeordneter Korper. Es seien z,y € K. Wir
definieren

r<y & y>ux,
x>y & x>yoderxz =y,
<y & x<yoderz =y,
T positiv & x>0,
x negativ & x < 0.
Satz 1.10. Es sei x € K \ {0}, dann gilt
7 > 0.

Beweis. Aus (0O1) folgt, dass entweder x > 0 oder = < 0. Wir be-
trachten zuerst den Fall > 0. Dann folgt aus (O4) sofort, dass
?=z-x>x-0=0.

Nun betrachten wir den Fall 0 > z. Aus (03) folgt, dass

—r=0—z>x—2=0.
Nachdem —x > 0 folgt nun aus (O4), dass

??=1-1=(-x2) (—x)>0.

Korollar 1.11. Es sei x € K \ {0}, dann gilt

1
z>0=—>0.
T

Bewers. Nach Satz 1.10 gilt (%)2 > 0 und nach Voraussetzung gilt
x > 0. Es folgt aus (04), dass

1 1\? 1\?2
Z=z(=) >0-(=) =0
e e e

Das folgende Korollar folgt aus Satz 1.10 und der Tatsache, dass
1=1-1.

O

Korollar 1.12. Es sei K ein angeordneter Kdorper, dann qilt:

1>0.
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Satz 1.13. Sei K ein angeordneter Korper und seien a,b,c,d € K.
Dann gilt

a>bundc>d=a+c>b+d.
Zudem gilt fir a,b € K, dass
1 1
O<a<b=->->0.
a b
Beweis: Ubungsaufgabe.
Aus Satz 1.13 und Korollar 1.12 folgt:

Korollar 1.14. Es sei K ein angeordneter Korper, und n € N, dann

qilt:
14---4+1>0,
S —
n—Mal
isbesondere

14 4+1#0.
Mal

Es sei K ein angeordneter Korper und x € K, wir definieren:

o] = x, falls x > 0,
"] —z, fallsx <O.

Satz 1.15. Es sei K ein angeordneter Korper und x,y € K, dann gilt:

= > 0,
lz] =0 < z=0,
z -yl = 2] -y,
lz+y| < |z|+ |yl (Dreiecksungleichung).

Die ersten drei Aussagen sind leicht zu beweisen, die vierte ist eine
Ubungsaufgabe.

1.6. Der Satz iiber die reellen Zahlen. Sei K ein Korper, z € K
und n € N, wir definieren

n-r.=r+---+2x.
N——
n—Mal

Definition. Wir sagen ein angeordneter Korper erfiillt das archimedi-
sche Axiom, wenn gilt

(O5) fiir alle z > 0 und y > 0 existiert ein n € N, so dass
n-r>y.

In den Ubungen werden wir sehen, dass es in der Tat angeordnete
Korper gibt, welche das archimedische Axiom nicht erfiillen,.
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Definition. Ein angeordneter Korper heifit vollstindig, wenn das Voll-
stéandigkeitsaxiom gilt:

(V) Jede Cauchyfolge in K konvergiert.
Die Definition von ‘Cauchyfolge’ und ‘Konvergenz einer Cauchyfolge’

wird im iibernéchsten Kapitel nachgereicht. Mit diesen Definitionen
konnen wir aber nun folgenden Satz formulieren:

Satz 1.16. Es gibt (bis auf Isomorphie) genau einen angeordneten
Korper, welcher das archimedische Axiom erfiillt und welcher vollstindig
15t.

Dieser Satz wird erst in einer hoheren Vorlesung bewiesen. Wir nen-
nen den durch den Satz eindeutig bestimmten Korper den Korper der
reellen Zahlen und bezeichnen ihn mit R.

Wir definieren

R, :={z e R|z > 0}.

1.7. Reelle Zahlen und natiirliche Zahlen.
Definition. Eine Abbildung f: A — B zwischen zwei Mengen heifit

injektiv, wenn fiir alle aq,as € A gilt

ay # az = f(a1) # f(az).

Voriibergehend bezeichnen wir das Eins-Element des Korpers R mit
1g. Wir haben nun eine Abbildung

o:N — R
n — Ilg+---+lg=n-1p
—_—
n—Mal
Satz 1.17. Die Abbildung ¢ is injektiv.
Beweis. Es sei ay,ay € N mit a; # ay. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit (0.B.d.A.) kénnen wir annehmen, dass a; > as. (Andernfalls
gilt as > a; und der folgende Beweis funktioniert genauso, nur mit den
Rollen von a; und ay vertauscht.) Es folgt, dass ein z € N existiert mit
a1 = as + x. Es folgt:
plar) = plaz + ) = p(az) + ¢(x).
In Korollar 1.14 haben wir bewiesen, dass ¢(z) > 0. Ordnungsaxiom
(03) besagt, dass
p(x) > 0= p(az) + ¢(z) > p(ag).

Zusammenfassend erhalten wir

p(ar) > p(az),
welches nach (O1) impliziert, dass ¢(a1) # ¢(as). O
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Nachdem ¢ : N — R injektiv ist, werden wir von nun an N als
Teilmenge der reellen Zahlen auffassen. Wir heben hiermit auch die
Unterscheidung zwischen 1 € N und 1g € R wieder auf.

Wir definieren nun

Z = NU{0}U{—n e R|n e N} CR (die Menge der ganzen Zahlen),
Q = {%’ |p,q € Z,q# 0} CR (der Korper der rationalen Zahlen).

Satz 1.18. Flir jedes ¢ > 0 in R ezistiert ein n € N, so dass

1
—<e.
n

Beweis. Aus Korollar 1.11 folgt, dass % > (. Nach dem archimedischen
Axiom (O5) existiert daher ein n, so dass n =n -1 > L. Es folgt nun
aus Satz 1.13, dass

1
— <&
n

2. DIE VOLLSTANDIGE INDUKTION

Sei ng € Z und A(n) fiir jedes n € Z, n > ng eine Aussage. Nehmen
wir, dass folgendes gilt:
(1) A(ng) is wahr,
(2) fiir jedes beliebige n > ng gilt: Falls A(n) wahr ist, dann ist
auch A(n + 1) wahr.
Dann folgt aus wiederholter Anwendung von (2), dass A(n) wahr ist
fiir alle n > ny.
Ein typischer Induktionsbeweis besteht aus drei Schritten:
(1) Induktionsanfang: Man zeigt, dass A(n) gilt fuer n = ny.
(2) Induktionsvoraussetzung: Man nimmt an, dass A(n) gilt fiir ein
beliebiges n > ny.
(3) Induktionsschritt: Man zeigt, dass unter der Induktionsvoraus-
setzung auch A(n + 1) wahr ist.

Satz 2.1. Fir allex € R \ {1} und n € Ny gilt:
1 — " n+1
E " :
11—z
Beweis. Es sei x € R\ {1}. Fiir n € N sei A(n) die Aussage
>t i
T :
11—z

Wir miissen zeigen, dass A(n) wahr ist fiir alle n > 0.
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Induktionsanfang: Es ist

0
1 —
xk:xozlz xj
Z 1—2z
k=0

d.h. A(0) is wahr.
Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass A(n) wahr ist, d.h. wir neh-

men an, dass
1—x n+1
E z* )
1-z

Induktionsschritt: Wir miissen nun zeigen, dass A(n+ 1) wahr ist. Das
sieht man wie folgt:

Sihet = Xt +a
e Lot gt
_ (17x”+1)+(1fx)x"+1
o 1—gnt2 e
- -z
Nach Induktion folgt nun, dass A(n) giiltig ist fiir alle n. O

Bemerkung. In Beweisen wird die Induktionsannahme oft ausgelassen,
allerdings empfehle ich diese am Anfang immer noch aufzufithren, weil
es im Induktionsschritt hilfreich ist, diese vor Augen zu haben.

Lemma 2.2. Fir allen > 1 gz’lt
Zk2 n(n+1)(2n +1).
Beweis. Fiir n € N sei A(n) die Aussage

Zk2 n(n+1)(2n +1).

Wir miissen zeigen, dass A(n) wahr ist fiir alle n > 1.
Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist trivialerweise wahr.
Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass A(n) wahr ist, d.h. wir neh-
men an, dass

Zk2 n(n+1)(2n+1).

Induktionsschritt: er miissen nun zeigen, dass A(n+ 1) wahr ist. Wir
berechnen
ik = L kR (1)
= n(n+1)2n+1)+ (n+1)%
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Eine elementare Rechnung zeigt, dass
1 1
6n(n +1)2n+1)+ (n+1)* = 6(n +1)(n+2)2(n+1) +1).
O

Satz 2.3. (Bernoullische Ungleichung) Es sei x > —1, dann gilt fir
jedes n € Ny, dass
(I1+2)" > 1+ na.

Beweis. Es sei A(n) die Aussage, dass
(I1+2)" > 1+ na.

Induktionsanfang: Die Aussage A(0) gilt trivialerweise.
Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass A(n) wahr ist, d.h. wir neh-
men an, dass

(I+2z)" > 1+ nz.

Induktionsschritt: Es gilt

I+ = (I+2)"(1+2)
A(n)
> (1+nx)(1+2x)
= 1+ (n+1z+n2?
> 1+ (n+1)x.
Beachten Sie, dass wir im 2. Schritt verwendet haben, dass 1 + = >
0. O

Korollar 2.4. Es sei b > 1 und c € R, dann existiert ein ng € N, so
dass fiir alle n > ng gilt
b" > c.

Beweis. Wir setzen x = b — 1. Nach dem Archimedischem Axiom exis-
tiert ein ng, so dass
ngx > C.

Nun sei n > ng. Es folgt aus Satz 2.3, dass
b*>1+nx>1+nez > c.

O
Es sei n € N, wir definieren
n! = H k (n Fakultit),
k=1
zudem definieren wir 0! := 1. Fiir 0 < k < n in Ny definieren wir zudem
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Es gilt folgende leicht zu beweisende Identitét:

(i) =(0) (M)

Satz 2.5. Fira,be R undn >0 gilt

(a+b)" = zn: ( Z ) akbr*,

k=0

Beweis. Seien a,b € R. Fiir n > 0 sei A(n) die Aussage:

(a+b)" = zn: ( Z ) akbr.

k=0

Induktionsanfang: Die Aussage A(0) gilt trivialerweise.

15

Induktionsannahme: Wir nehmen an, dass A(n) wahr ist, d.h. wir neh-

men an, dass

(a+b)" = i ( . ) akbrr.

k=0
Induktionsschritt: Wir berechnen:

(a+b)" = (a+0b)(a+b)"

= (a+b)X0, < Z ) akprk

n n n— n n n—
= D k0 ( L )akﬂb "o < L )akb L

Wir wenden jetzt folgenden Trick an:

n+1

n
E Cr = E Cl—1-
k=0 k=1

Es folgt, dass

n n+1 n n— n n
(a+b)+1 — ki1<k_1)akb k+1+2k—0<k

= ()emwemi (0

) akbn—k-H

n
k

= @t ( n+1 ) aFpn—k

k

_ ZI(I) ( ”27‘1 ) akpn—k+1

)) akpr—h+l 4 ( 7(")0 ) aOpn+1
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3. FOLGEN UND REIHEN
3.1. Folgen.

Definition. Sei ny € Z. Unter einer Folge verstehen wir eine Abbildung
{neZln>n} — R
n — a,

Eine Folge wird oft auch mit (ay,)n>n, bezeichnet. Wenn n = 1 schreiben
wir auch (a,) = (an)n>n,-

Beispiel. (1) Sei a € R, dann ist n +— a eine konstante Folge,
(2) (£),>1 ist eine Folge,
(3) sei a € R, dann ist n — a” eine Folge,
(4) n+— (— ) ist eine Folge,
(5)

L n ungerade,
n— "
1
5 n gerade,
ist eine Folge.

Definition. Sei (a,)nen eine Folge. Wir sagen die Folge konvergiert ge-
gen a € R, falls gilt:
Zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N, so dass

la, —a| <e

fiir alle n > N.

Behauptung. Die Folge (%5 =

1),>1 konvergiert gegen 1.

Beweis. Sei € eine beliebige reelle Zahl grofler Null. Wir miissen ein
N € N finden, so dass

n?—1
R 1‘ <e€
fiir alle n > N.
Nachdem
n?—1 1 1
T T
miissen wir ein N € N finden, so dass
1
ﬁ < €

fiir alle n > N.

Nach Satz 1.18 (ein Korollar zum archimedischem Axiom) existiert
ein k € N, so dass

<E.

e
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Wir setzen nun N = k. Um die Behauptung zu zeigen, miissen wir
zeigen, dass fiir alle n > N gilt
n?—1
2

1
—1 —ﬁ<€'

|an—a‘ =

n

Das ist aber in der Tat der Fall: Sei ndmlich n > N, dann gilt
1 1

- < —=<es.
n - N

Nachdem zudem n > 1 folgt sofort
1

— < E.
n2

Wenn (a,,) gegen a konvergiert, dann schreiben wir

lim a, = a
n—oo

und wir nennen a den Grenzwert der Folge (a,). Konvergiert (a,) gegen
0, dann sagen wir, dass (a,) eine Nullfolge ist.

Satz 3.1. Eine Folge kann hdchstens einen Grenzwert haben.

Beweis. Angenommen, es existieren a # b, so dass lim,, , a, = a und
. . —b .

lim,,_, a, = b. Wir setzen ¢ := % Nachdem ¢ > 0 und lim,,_,. a,, =
a existiert ein Ny, so dass

la, —a| < e
fiir alle n > N;. Nachdem lim,,_, ., a,, = b existiert auch ein Ny, so dass
la, —b| < e
fiir alle n > N,. Fiir alle n > max(Ny, Ny) gilt nun
a—b| = |(a—an)— (b—ay)| <" |a—ap|+|b—an| < e+e=|a—b].
Wir erhalten also einen Widerspruch zur Annahme, dass a,, zwei ver-
schiedene Grenzwerte hat. 0

Wenn die Folge (a,) einen Grenzwert besitzt, dann sagen wir, dass
(a,) konvergiert, andernfalls sagen wir, dass (a,) divergiert.

Beispiel. Die Folge n — (—1)" divergiert. Der Beweis ist dhnlich zum
Beweis von Satz 3.1.

Im Folgenden sagen wir, dass eine Folge (a,,) beschrinkt ist, wenn es
ein C' € R gibt, so dass
la,| < C
fir alle n € N.
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Satz 3.2. FEine konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Es sei (a,,) eine konvergente Folge. Wir setzen a = lim,, o .
Es existiert insbesondere ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt

la, —al < 1.
Wir setzen nun
C = max{|a1|,...,|an_1],|a] + 1}.
Behauptung: |a,| < C fiir alle n.
Beweis: Die Aussage ist trivialerweise wahr fiir n € {1,..., N — 1}. Sei

nun n > N. Dann gilt
|an| = |an —a+al <fa, —a| +|a| <1+]a] <C.

[
Satz 3.3. Ist lim,_,o a, = a und lim,_, b, = b, dann gilt:
(1) lim,oo(ay, +b,) =a+0,
(2) lim, oo(ay - by) = a-b,
(3) es sei A € R, dann gilt lim,,_,, A\a,, = Aa,
(4) falls b # 0 and b, # 0 fiir alle n, dann gilt
i & _ @
im — = —.
n—oo b, b
Beweis. (1) Es sei € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dass es ein

N € N gibt, so dass
[(an +bn) — (a+b)] <e

fiir alle n > N.
Nach Definition von lim,, .., a, = a und lim,,_,., b, = b gilt:
Zu jedem €1 > 0 existiert ein Ny € N, so dass

la, —a| < e
fiir alle n > N;. Ausserdem existiert zu jedem g5 > 0 ein Ny €
N, so dass
|bn — b’ < &9
fiir alle n > N,.
Wir setzen jetzt &1 = § und g5 = 5. Wir wéhlen N; und N,

so dass -
n - < =
an —al < &

fiir alle n > N; und
€
b, — bl < =
b~ bl < &

fiir alle n > N,.



ANALYSIS T - WINTERSEMESTER 2010-2011 19

Wir setzen N = max{Ny, Na}. Es sei nun n > N. Wir miissen
zeigen, dass

|(an + by) — (a+b)] < e.

Es folgt aus der Dreiecksungleichung und den obigen Abschéitzungen,
dass in der Tat

|(an + bn) — (a + )| |(an —a) — (b—by)]
la, — a| + |b, — b

g g __
5 t5=E¢

AVANI

(2) Sei also € > 0. Es gilt

|ab — a,by,| |ab — a,b + a,b — a,b,|
lab — a,b| + |anb — anby|

b - |a = an| + |an] - b = bnl.

Al

Nach Satz 3.2 existiert ein C, so dass |a,| < C fiir alle n € N.
Wir kénnen zudem C' so wiihlen, dass auflerdem [b| < C und
C > 0. Dann gilt

lab — a,b,| < C(la — an| + |b—by))

fiir alle n € N.

Wir setzen nun €, = 5= und €3 = 55. Wir wéhlen N; und
Ny, so dass
€

la, —a| < 2%
fiir alle n > Ny und
€
2C
fir alle n > Ny. Wir setzen N = max{Ny, No}. Es sei nun
n > N. Dann gilt

b, — b] <

ab = ayba] < Clla—an| + b= b)) < C (o5 + 55 ) =e.

20 2C
(3) Diese Aussage folgt sofort aus (2), wenn man b, = A setzt fiir
alle n.
(4) Dieser Beweis ist dhnlich wie der Beweis von (2), siehe Forster
84 Satz 4.
O

Satz 3.4. Es seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen, so dass
ay, > by, dann gilt auch lim,_, a, > lim,, .o b,.
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Beweis. Wir schreiben a = lim,,_,, a,, und b = lim,,_, b,,. Nehmen wir
an, dass b > a. Wir setzen ¢ = I’_T“ Es ist € > 0, es existiert daher ein
N, so dass fiir alle n > N gilt

la —a,| <eund |b—10b,|] <e.

Dann gilt aber fiir n > N, dass

ap,—a < |la—a, < e = b_T“ , alsoan<%’
b—b, < |b=by < e = b_T“ , also b, > “T*b
Es folgt b, > a,, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Beispiel. Es seien (a,) und (b,) zwei konvergente Folgen, so dass a,, >
b,,, dann gilt nicht notwendigerweise, dass auch lim,, o, a,, > lim,,_,, by,.
In der Tat, + > 0 fiir alle n, aber lim, o + = 0 = lim,_, 0.

3.2. Bestimmte Divergenz.

Definition. Eine Folge (a,) heifit bestimmt divergent gegen +oo, wenn
es zu jedem K € R ein N € N existiert, so dass

anp > K
fir alle n > N. Wir schreiben dann

lim a, = +o0.

n—oo
Definition. Eine Folge (a,) heifit bestimmt divergent gegen —oo, wenn
es zu jedem K € R ein N € N existiert, so dass

a, < K
fir alle n > N. Wir schreiben dann

lim a, = —o0.
n—oo
Beispiel. (1) Die Folge a,, = n divergiert bestimmt gegen +oo,
(2) Die Folge a,, = —n? divergiert bestimmt gegen —oo,
(3) Die Folge a, = (—1)" divergiert, aber sie divergiert weder be-
stimmt gegen 400 noch bestimmt gegen —oo.

Satz 3.5. Es sei (a,) eine Folge, welche bestimmt gegen +o0o oder —oo
divergiert. Dann gibt es ein ng € N, so dass a, # 0 fir alle n > ny,
und es qilt

1

lim — = 0.
n—00 (U,
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Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass lim,_,. a, = +o0o. Wir setzen
K = 0. Nach Definition existiert ein N € N, so dass a,, > K = 0, fiir
alle n > N. Wir setzen ng = N.

Wir zeigen jetzt, dass lim,, i = 0. Es sei also € > 0 gegeben. Wir

setzen K = % Nach Voraussetzung existiert ein N € N, so dass
an, > K

fiir alle n > N. Es folgt, dass fiir alle n > N gilt

L < L <
— < =<e.
a, K

U
Der folgende Satz wird dhnlich bewiesen (siche Forster §4 Satz 9).

Satz 3.6. Sei (a,) eine Nullfolge mit a, > 0 fiir alle n (bzw. a, < 0
fiir alle n), dann gilt

. 1 ) 1
lim — = 400 bzw. lim — = —o0.
n—00 Uy, n—00 Ay

Der Beweis des folgenden Satzes ist eine Ubungsaufgabe:

Satz 3.7. Es sei x € R, dann gilt

0, falls |z| < 1,
i 2" — 1, falls x =1,
n—00 existiert nicht, falls v < —1,

~+00, falls x > 1.

3.3. Quantoren. Es sei M eine Menge und A(z), x € M eine Aussage
fiir jedes Element der Menge. Wir fithren folgende Notationen ein:

‘V’MA(x) = fiir alle x € M ist die Aussage A(z) giiltig
ze
EIMA(x) = es existiert ein x € M, so dass die Aussage A(x) giiltig ist.
TE
Beispiel.
vV a? >0
zeR
32°=9
TEL

sind beides wahre Aussagen.

Man kann Quantoren auch nacheinander schreiben. Das sieht man
am besten in einem Beispiel: Eine Folge (a,) konvergiert gegen a € R,
falls fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle n > N gilt:

la, —a| <e.
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In Quantoren schreibt sich das wie folgt:

lima,=a< V 3 V |a,—a|<e.
n—00 e>0 NeNn>N

Wenn A eine Aussage ist, dann schreiben wir auch
—A & A gilt nicht.
Man beachte, dass
- 3 Alz) & VYV -A(x)

zeM zeM
-V Al@) & 3 -A)
zeM reM

Diese Umschreibung kann auch mehrmals angewendet werden wie man
an folgendem Beispiel sieht:

die Folge (a,) konvergiert nicht gegen a
< (limy, o ay = a)

& - Vo3 V\an—al<€)

e>0 NeENn>N

& d-( 3 Viae,—al<e
e>0 NeNn>N

< IV | Vie,—al<e
>N

eSO0NEN

< IV I =(lay—al <e)
eSONENn>N

< IV Jla,—a|>e.
e>0 NeNn>N

Man sieht, dass die Verwendung von Quantoren die Negation ‘automa-
tisiert’.

3.4. Reihen. Es sei (a,),>0 eine Folge. Fiir jedes n € N erhalten wir
dann die Partialsumme
Sp = Z Q.
k=0

Die Folge der Partialsummen (s,,),>¢ heifit die Reihe mit den Gliedern
an, und wird mit Y >° - a, bezeichnet. Konvergiert diese Folge, dann

schreiben wir auch
n

> = lim ) a
n=0 k=0
Satz 3.8. Es sei x € R, dann gilt

ﬁ, falls |x| < 1,

Z 2" =< divergiert, falls x < —1,
=0 00, falls x > 1.



ANALYSIS T - WINTERSEMESTER 2010-2011 23

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass |z| < 1. Wir setzen

n
Sy 1= 5 "
k=0

Aus Satz 2.1 folgt, dass

n n+1
Sp = E Tt = Bl
n= = )
1—=z
k=0
Es folgt, dass
00 n _ 13 1—gntl
anox = hmn—moll_—x
— 1 T n
1Hnnﬁa3<1—x_k —x aj)
Wir wollen nun Satz 3.3 anwenden auf a, = ﬁ und b, = % - 2"

Dazu miissen wir aber erst zeigen, dass beide Grenzwerte existieren.
Es gilt
1 1

lim a, = lim =
n—oo n—oo 1——;t 1-—-$

nachdem ﬁ eine Konstante ist, d.h. unabhéngig von n. Aus Satz 3.7
folgt, dass lim,, ,, 2" = 0, also

lim b,, = lim st = lim 2" = 0.
n—o0 n—soo 1 — 1 — 2 n—ooo

Wir wenden jetzt Satz 3.3 und die obigen Berechnungen an und erhal-
ten

o n o __ : 1 x n
Do T = hIlnn—m (1—$1+ = T )
= = t0=

Die Fille > 1 und z < —1 iiberlasse ich als Ubungsaufgabe. U
Der folgende Satz ist ein einfaches Korollar zu Satz 3.3.

Satz 3.9. Es seien (a,) und (b,) zwei Folgen, so dass Y - a, und
>0 o bn konvergieren. Dann gilt

i(/\an—k,ubn) = )\ian + ,uibn
n=0 n=0

n=0

fir alle A\, u € R.
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4. CAUCHYFOLGEN UND DAS VOLLSTANDIGKEITSAXIOM
4.1. Das Vollstandigkeitsaxiom.

Definition. Eine Folge (a,) heifit Cauchy-Folge, wenn gilt:
Zu jedem ¢ > 0 existiert ein N € N, so dass

|a, — an,| < ¢ fiir alle n,m > N.
Mit Quantoren koénnen wir die Definition auch wie folgt schreiben:

(a,) ist eine Cauchy-Folge < V 3V |a, —an| <e.
e>0 NeNnm>N

Satz 4.1. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Nehmen wir an, dass lim,, ,, a, = a, d.h. fiir alle p > 0 exis-
tiert ein M € N, so dass fiir alle m > M gilt

| — a| < p.
Nun sei € > 0. Wir miissen ein N € N finden, so dass
|a, — am| < € fiir alle n,m > N.
Man beachte, dass
la, — am| < lan — a| + |am, — al.

Wir setzen jetzt p = £. Es existiert ein M € N, so dass fiir alle m > M

gilt

£
5
3

m—al <p=-_.
|am —al <p=3

Wir setzen jetzt N = M. Fiir alle n,m > N gilt dann

e €
|an—am]§|an—a\+\am—a|<§+§:€.

t

Satz 1.16 besagt, dass die Umkehrung von Satz 4.1 gilt. Zur Erinne-
rung, Satz 1.16 lautet wie folgt:

Satz 1.16. FEs gibt (bis auf Isomorphie) genau einen angeordneten
Korper (ndmlich R), welcher das archimedische Aziom erfiillt und wel-
cher das Vollstindigkeitsaxiom erfiillt:

(V) Jede Cauchyfolge konvergiert.
Eine Folge (a,,) heiit monoton fallend, falls

ay > apyq fir alle n,
und sie heifit monoton steigend, falls

an < ap4q fir alle n.
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Wir sagen (a,,) is monoton, wenn die Folge entweder monoton fallend
oder monoton steigend ist. Wir nennen (a,) beschrdnkt, wenn es ein C'
gibt, so dass |a,| < C fiir alle n € N.

Satz 4.2. Jede monotone, beschrinkte Folge konvergiert.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass die Folge (a,,) monoton steigend
ist. Nehmen wir an, dass (a,) keine Cauchy-Folge ist.
Zur Erinnerung:

(a,) ist eine Cauchy-Folge < V 3V |a, —an| <e
e>0 NeNnm>N

und

(a,) ist keine Cauchy-Folge < 3 V 3 Ja, —an| > e
e>0 NeNn,m>N

Sei also solch ein e gewihlt. Wir setzen N = 1. Dann existieren n; <
mq > 1, so dass

|an, — am,| > ¢.
Nun setzten wir N := max{n;, my}, Dann existieren ny < mg > N, so
dass

|an, — am,| > €.
Iterieren wir dieses Verfahren, erhalten wir eine Indexfolge

I<ni<my<ny<my<...

so dass jeweils

|an, — A, | > €.
Nachdem (a,,) monoton steigend ist, folgt

Uy, 2> Ay +€ > -+ 2> ag + ke.

Wir erhalten einen Widerspruch zur Annahme, dass (a,) beschrinkt
ist. U

4.2. Infimum und Supremum. Im folgenden seien a < b zwei reelle
Zahlen gegeben, wir definieren:

[a,b] = {zx€R|a<xz<b}, (geschlossenes Intervall)
(a,b) = {x€R|a<xz<b}, (offenes Intervall)
(a,b) == {x€R|a<x<b}, (halboffenes Intervall)
[a,0) = {zx€R|a<xz<b}, (halboffenes Intervall)
la,00) = {z€R|a<z}
(a,00) = {x€eR|a <z}
(—00,al {reR|z<a}

~—

(—o00,a {r eR|z <a}.



26 STEFAN FRIEDL

Man beachte, dass an der Universitdt normalerweise die Schreibweise
(a,b), anstatt |a, b] verwendet wird.

Sei M C R eine Teilmenge. Wir sagen, M ist nach oben beschrinkt,
wenn es ein C' € R gibt, so dass fiir alle x € M gilt, z < C. Ein solches
C heiflt obere Schranke fir M. Ganz analog definieren wir nach unten
beschrdankt und untere Schranke.

Wenn es ein x € M gibt, so dass y < z fiir alle y € M, dann schreiben
wir

max{M} = x.
Genauso, wenn es ein z € M gibt, so dass y > z fiir alle y € M, dann
schreiben wir

min{M} = z.
Man beachte aber, dass max{M } und min{M } i.A. nicht definiert sind,
z.B. ist das Maximum vom halb-offenen Intervall [2,3) nicht definiert.

Satz 4.3. Sei M C R eine nach oben beschrinkte, nichtleere Teilmen-
ge. Dann existiert eine obere Schranke C' fiir M, so dass es keine obere
Schranke fiir M gibt, welche kleiner als C' ist.

Es sei M C R eine nach oben beschrénkte Teilmenge. Wir nennen
das durch Satz 4.3 eindeutig bestimmte Element das Supremum von
M und bezeichnen es mit sup{M}.

Beispielsweise gilt

sup{ (—2,3) } =3 und sup{ (—2,3] } = 3.

Im ersten Fall ist das Maximum nicht definiert, im zweiten Fall jedoch
schon. Wenn max{M} existiert, dann gilt sup{M} = max{M}. Als
weiteres Beispiel haben wir:

1
sup{l——\nEN}—l.
n

Beweis. 1 Sei M C R eine nach oben beschrinkte Teilmenge. Fiir jedes
n € N bezeichne p,, € Z die kleinste ganze Zahl, mit der Eigenschaft,
dass £z eine obere Schranke fiir M ist. Man beachte, dass p,11 < 2pj.

Die Folge (1‘2’—2) ist monoton fallend und beschrénkt (jedes Element
von M ist eine untere Schranke). Es folgt also aus Satz 4.2, dass die

Folge konvergiert, wir setzen

'Es kann hilfreich sein, den Beweis mit einer expliziten Menge M (z.B. M :=
(1,3.25)) durchzuarbeiten.
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Wir behaupten, dass C' die gewiinschte Eigenschaft hat. Es sei x €

M. Nachdem x < 22, folgt aus Satz 3.4, dass fiir alle n gilt:

r < lim&:C’.

n—oo 2T
Insbesondere ist C' eine obere Schranke fiir M.

Nun sei D < C. Wir miissen zeigen, dass D keine obere Schranke
fiir M sein kann. Nachdem C' — D > 0, existiert ein n € N, so dass
3 <C—D, dh.

D<O— Lt b 1 _ Pl
- 2n T 2n 2n 2"
Aber dann folgt, dass p’;f auch eine obere Schranke fiir M ist, im
Widerspruch zur Konstruktion von p,,. O

Es M C R nun eine nach unten beschriankte, nichtleere Teilmenge.
Genauso wie in Satz 4.3 existiert nun eine untere Schranke C' fiir M,
so dass es keine untere Schranke fiir M gibt, welche groler als C' ist.
Wir nennen dieses eindeutig bestimmte Element das Infimum von M
und bezeichnen es mit inf{ M }. Beispielsweise gilt

1

Wenn M C R nicht nach oben beschrankt ist, dann schreiben wir
sup{M} = oo, und wenn M C R nicht nach unten beschriinkt ist,
dann schreiben wir inf{ M} = —oo,

Der folgende Satz, welcher in den Ubungen bewiesen wird, erlaubt es
uns oft Aussagen iiber Suprema und Infima auf Aussagen iiber Grenz-
werte zuriick zu fiihren.

Satz 4.4. Fs sei M eine nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge
von R. Dann gilt:
(1) Es existiert eine Folge (a,) von Elementen in M, welche gegen
sup(M) konvergiert.
(2) Wenn es eine Folge (a,) von Elementen in M gibt, welche kon-
vergiert, und so dass a := lim,,_,. a, eine obere Schranke fiir
M ist, dann gilt sup(M) = lim,_, ay,.

Definition. Es sei (a,) eine Folge. Wir definieren
limsupa, := lim, . sup{ay|k>n} ‘Limes superior’
liminfa, := lim, ,inf{ax|k >n}  ‘Limes inferior’.
Beispiel. Betrachten wir

ap, =

1
—=, n gerade,
n,  n ungerade.
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Wir schreiben b, := inf{a; |k > n}. Dann gilt
liminf a, := lim inf{ax |k > n} = lim b,,
n—oo n—oo
fiir n € N gilt

—1 n gerade,

bn:inf{ak|k2n}:{ ny
—o7» N oungerade.

Es folgt nun, dass liminf a,, = limb,, = 0.
Der Beweis des folgenden Satzes ist eine (freiwillige) Ubungsaufgabe.

Satz 4.5. Es sei (a,) eine Folge. Die Folge konvergiert genau dann,
wenn liminf a,, = limsup a,,. Insbesondere gilt dann, dass

lim a, = liminf a,, = limsup a,,.
n—oo

Wir beenden dieses Kapitel mit folgendem Satz:
Satz 4.6. Es sei x > 0. Dann existiert ein a € R, so dass a*> = x.

Bewezs. Wir setzen
M :={y e R|y* < z}.

Man beachte, dass M nichtleer ist, weil 0 € M (hier verwenden wir
die Voraussetzung, dass z > 0). Man sieht leicht, dass max{1,z} eine
obere Schranke fiir M ist. Wir setzen nun

a = sup(M)

und wir behaupten, dass a? = z. Es folgt sofort aus Satz 3.4 und 4.4,
dass a® < z.

Nehmen wir nun an, dass a? < z. Wir setzen® d =  — a®. Wir wollen
zeigen, dass es ein € > 0 gibt, so dass (a + €)* < z. Haben wir solch
ein ¢ gefunden, dann haben wir einen Widerspruch, weil a+¢ € M per
Definition von M, aber a +¢ > a, d.h. a ist dann keine obere Schranke
fiir M!

Um solch ein ¢ zu finden beachte man, dass

(a+¢)® =a*+2ae +° = a® +¢(2a +¢).
Wir setzen nun & = min{a, £}, dann gilt in der Tat
(a+e)?=a*+2ac+e®>=a*+ (2a+¢e)e <a®+3ac < a®+d =27
U

2Es ist oft eine gute Idee wichtigen Objekten einen Namen zu geben.
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Sei x > 0 und a,b € R gegeben, so dass a?> = b? = x. Dann gilt
0=a?—b*=(a—b)(a+bh).

Insbesondere gilt a = b oder a = —b. Wir nennen nun das einzige Ele-
ment a € Rsg, welches a? = z erfiillt die Wurzel von x und bezeichnen

es mit /.
Wir wissen aus der Zahlentheorie, dass v/2 ¢ Q, insbesondere gilt
Q # R. Anders ausgedriickt erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 4.7. Der Kdrper der rationalen Zahlen ist nicht vollstindig,
insbesondere gilt Q C R.

(Hier schreiben wir A C B, wenn A C B aber A # B, d.h. A ist eine
Teilmenge von B aber nicht ganz B.)

4.3. Abzihlbare und itiberabzihlbare Mengen. In diesem Kapitel
geben wir einen weiteren Beweis dafiir, dass Q C R.

Definition. Eine nichtleere Menge A heifit abzihlbar, wenn es eine sur-
jektive Abbildung N — A gibt. Wir sagen zudem, dass die leere Men-
ge auch abzdhlbar ist. Fine Menge, welche nicht abzéhlbar ist, heifit
tiberabzihlbar.

Beispiel. (1) Die Menge N ist abzdhlbar.
(2) Die Menge Z ist abzéhlbar, in der Tat, die Abbildung

N — Z

- |

ist eine surjektive Abbildung.
(3) Endliche Mengen sind abzéhlbar.

, wenn n gerade,
"T_l, wenn n ungerade

SE

Der folgende Satz ist intuitiv klar, aber es ist nicht ganz einfach einen
formalen Beweis dafiir aufzuschreiben, dies zu tun ist eine ‘Sternchen-
Aufgabe’.

Satz 4.8. Es sei A eine abzdihlbare Menge und B eine Untermenge.
Dann ist B auch abzdhlbar.

Satz 4.9. Fir jedes n € N sei eine abzdihlbare Menge M, gegeben.
Dann ist die Menge UpenM,, auch abzdhlbar.

Beweis. Nachdem M, abzdhlbar ist, gibt es surjektive Abbildungen
fn : N— M,,. Wir schreiben a,; = f,(j). Dann gilt

Mn = {anl, ap2y ... }
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Wir schreiben Menge U,,en M, in einem quadratisch, unendlichem Sche-
ma wie folgt an:

Mi: a1 — ais ais —r
v /! v
MQ L ag 92 ass ...
L/ v /!
M as; aso ass ...
e / v

M4 o ag

Wir definieren nun eine Abbildung f: N — U,cnyM,,, indem wir k € N
das k-te Element in der obigen Auffiihrung von Elementen zuord-
nen. Diese Abbildung ist offensichtlich surjektiv. (Dieser Beweis kann
natiirlich auch deutlich formaler durchgefiithrt werden, ohne auf Bilder
zuriickzugreifen.) O

Korollar 4.10. Die Menge Q ist abzdhlbar.

Beweis. Wir setzen M, := {£|k € Z}. Nachdem Z abzshlbar ist, und
nachdem es eine offensichtliche Bijektion Z — M,, gibt, ist die Menge
M,, auch abzihlbar. Es ist

Q = UnENMn7
und es folgt nun aus Satz 4.9, dass Q abzéhlbar ist. O
Es sei (a,) eine Folge von natiirlichen Zahlen, so dass fiir alle n gilt,
dass a, € {0,1,...,9}. In den Ubungen werden wir sehen, dass die
Reihe
i O
= 10"

konvergiert und der Grenzwert in [0, 1] liegt. Wir schreiben
O.a1a2a3 Ce

fir den Grenzwert. In den Ubungen werden Sie zudem beweisen, dass
jede Zahl = € [0, 1] geschrieben werden kann als

r = 0.a1a900a3 . ..
Satz 4.11. Die Menge R aller reellen Zahlen ist iberabzdhlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass selbst das Interval [0, 1] nicht abzdhlbar ist.
Nehmen wir an, dass [0, 1] abzédhlbar ist, d.h. wir nehmen an, es gibt
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eine surjektive Abbildung f: N — [0, 1]. Wir schreiben

f(l) = O.a11a12a13 ce
f(2) =: 0.&21@22@23 .

f(3) = 0.@31@32@33 c.

Wir setzen nun
| ap,+2, fallsa,, €{0,...,4}
= a,, — 2, falls a,, € {5,...,9}.
und wir setzen
T :=0.cicoc3 ...

Dann gilt
1
— > —.
o= f)] = =

% insbesondere gilt x # f(n) fiir alle n. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme, dass f surjektiv ist. Es folgt, dass [0, 1] nicht abzihlbar
ist. O

Ein rationales Polynom von Grad n ist ein Ausdruck
ap + art + ast® + - - + a,t”,

wobei ag, . .., a, € Q. Wir bezeichnen mit P, die Menge aller rationalen
Polynome von Grad n. Dann gibt es eine Bijektion

P, = Q"M=Qx--xQ

ap + art + agt? + -+ a,t" —  (ag,...,a,).

Wir haben oben gesehen, dass Q abzéhlbar ist, und ein Argument wie
im Beweis von Satz 4.9 zeigt auch, dass das Produkt von abzihlbaren
Mengen wiederum abzédhlbar ist. Insbesondere ist Q"' (und damit
P,) abzdhlbar. Die Menge aller rationalen Polynome (d.h. jedweden
Grades) ist die Vereinigung der Mengen P,,n € N, und damit nach
Satz 4.9 auch abz&dhlbar.

Eine Zahl x € R heifit algebraisch, wenn es ein rationales Polynom
p(t) gibt, so dass p(z) = 0. Z.B. ist v/5 abzihlbar, weil es eine Nullstelle
des rationalen Polynoms p(t) =5 — ¢* ist.

Satz 4.12. Die Menge aller algebraischen Zahlen ist abzdihlbar.

3Warum gilt nicht |z — f(n)| > 27 Wir wissen nur, dass sich z und f(n) an der

n-ten Stelle um mindestens zwei unterscheiden, wir wissen nichts {iber die anderen
Stellen. Es koénnte z.B. = 0.35999... und f(2) = 0.3700000. .. sein.
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Beweis. Kurzversion: Wie oben gesehen ist die Menge aller rationalen
Polynome abzéhlbar, weil jedes Polynom nur endlich viele Nullstellen
hat, folgt auch, dass die Menge der Nullstellen aller rationalen Polyno-
me abzihlbar ist. O

Eine Zahl, welche nicht algebraisch ist, heifit transzendental. Wir ha-
ben bewiesen, dass es nur abzihlbar viele nicht-transzendentale Zahlen
gibt, d.h. ‘die meifiten reellen Zahlen sind transzendental’. Es ist aber
in den meifiten Fillen sehr schwierig zu zeigen, dass eine gegebene Zahl
transzendental sind. Zum Beispiel sind die Beweise, dass e und 7 (wel-
che wir spéter noch prézise definieren werden) transzendental sind, sehr
schwierig und langwierig.

4.4. Teilfolgen und der Satz von Bolzano-Weierstrafl. Es sei
(a,) eine Folge und es seien ny,no, ... natiirliche Zahlen, so dass

ny <ng <nsg...
dann ist
(ank)k’eN = Qny, Angy - - -
auch eine Folge, welche wir als Teilfolge von (a,) bezeichnen. Man

beachte, dass wenn (a,) gegen a konvergiert, dann konvergiert auch
jede Teilfolge gegen a.

Satz 4.13. (Satz von Bolzano-Weierstraf}) Jede beschrinkte Folge be-
sitzt eine Teilfolge, welche konvergiert.

Ist z.B. a, = 2+ (—1)", dann konvergiert die Teilfolge der geraden
Folgenglieder und es konvergiert die Teilfolge der ungeraden Folgen-
glieder.

Beweis. * Es sei (a,) eine beschriinkte Folge. Es existieren also z < y €
R, so dass a, € [z,y] fiir alle n € N.

Behauptung. Es gibt eine Folge von Intervallen [z, yx], k > 0, so dass
fir alle £ gilt:

(1) [k, yk] C [Th—1,yr—1] (falls & > 0),
(2) [z, yx) enthilt unendlich viele Folgenglieder,

(3) yk — xx = 35 (y — ).

4Es ist hilfreich, den Beweis mit einem explizitem Beispiel durchzuarbeiten. Sie
konnen z.B.

2,  wenn n ungerade,
a. =
" L wenn n gerade
n

nehmen.
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Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach k. Wir setzen
xo = 2,y = y. Dann hat [z, yo] offensichtlich die gewiinschten Eigen-
schaften. Nehmen wir nun an, dass wir schon das Intervall [z, yx] kon-
struiert haben. Wir setzen z := £:2% Nachdem [z, yi] = [z, 2]U[z, Y]
und nachdem [z, yx] unendlich viele Folgenglieder enthilt, enthélt [xy, 2]
unendlich viele Folgenglieder, oder [z, y,] enthiilt unendlich viele Fol-
genglieder. (Es kénnen auch beide Intervalle unendlich viele Folgenglie-
der enthalten.) Wir setzen nun

[k, 2], falls [xy, z] unendlich viele Folgenglieder enthélt,

[Thi1s Yrs1] = { [z,yx], andernfalls.

Es folgt, dass [xgy1,yr+1] die gewiinschten Eigenschaften (1) und (2)
besitzt, zudem gilt

1 11 1
Yk+1 — T+1 = §(yk - l‘k) = 5?@ - SU) = 2k+1(3/ - 33)

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Wir definieren nun eine Teilfolge von (a,,) wie folgt: Wir setzen ny =
1. Iterativ definieren wir jetzt

ny = min{n € N|n > n; und a, € [z, y2]}
ng = min{n € N|n > ny und a, € [r3,ys]}
ny = min{n € N|n >n,_; und a, € [z, %]}

(Man beachte, dass die Menge {n € N|n > ni_y und a, € [zg, yr}
nichtleer ist, weil [z, y] unendlich viele Folgenglieder besitzt.)

Behauptung. Die Teilfolge (a,, ) konvergiert.

Es gentigt zu zeigen, dass die Teilfolge (a,,, ) eine Cauchyfolge ist. Es
sei also € > 0. Es existiert ein K € N, so dass

1

Q—K(y—m) <e.

Es seien k,1 > K gegeben. Wir wollen zeigen, dass |a,, — a,,| < €. Fiir
alle k,l > K gilt a,, € [zk,yx] C [xk,yx]| und a,, € [z, )] C [rk, yx].
Insbesondere folgt a,, , an, € [vk,yk], d.h.

1
|y, — Q| SyK—xK=2—K(y—x) <E.

(Die erste (Un)-Gleichung gilt offensichtlich, die zweite gilt wegen der
Definition von [zk, yk], und die dritte wegen der Wahl von K.) O
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4.5. Berithrpunkte und Hiaufungspunkte. Esseix € Rund e > 0.
Wir nennen das offene Intervall

Ucdz):=(x—e,x+¢)
die e-Umgebung von x.

Definition. Es sei M C R eine Teilmenge und x € R.

(1) Der Punkt x heifit Bertihrpunkt von M, falls in jeder e-Umgebung
von z mindestens ein Punkt von M liegt.

(2) Der Punkt x heifit Haufungspunkt von M, falls in jeder e-Umgebung
von x unendlich viele Punkte von M liegen.

Beispiel. (1) Wenn x € M, dann ist = ein Beriihrpunkt von M.
(2) Die Menge der Beriihrpunkte von Z C R ist Z, aber Z hat keine

Héufungspunkte.
1
M = {— |n € N} :
n

(3) Es sei
Dann ist 0 ein Beriihrpunkt und
1
— N>U{0
{Zinen}u

ist die Menge aller Beriithrpunkte. Hingegen ist 0 der einzige
Haufungspunkt.

(4) Es sei M = Q C R. Dann ist R die Menge der Beriihrpunkte
und die Menge der Haufungspunkte.

Satz 4.14. Es sei M eine beschrinkte Teilmenge von R mit unendlich
vielen Elementen. Dann besitzt M mindestens einen Hdufungspunkt.

Beweis. Nachdem M unendlich viele Elemente besitzt, konnen wir eine
Folge (a,) finden, so dass

(1) a, € M fiir alle n € N,

(2) a, # a,, fir n # m.
Diese Folge ist beschrinkt weil M beschriankt ist. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl existiert nun eine Teilfolge (an, )ren, welche kon-
vergiert. Es sei a der Grenzwert dieser Teilfolge.

Behauptung. a ist ein Hiaufungspunkt von M.

Es sei also € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dass U.(a) N M un-
endlich viele Elemente enthélt. Nachdem (a,,) gegen a konvergiert,
existiert ein K € N, so dass

la,, —al <e
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fiir alle £k > K. Insbesondere gilt fiir alle £ > K, dass
an, € Uc(a) N M.

Nachdem die a,, alle verschieden sind und es unendliche viele natiirliche
Zahlen > K gibt, folgt sofort, dass U.(a) N M unendlich viele Elemente
enthélt. O

5. KONVERGENZ VON REIHEN

5.1. Konvergenzkriterien fiir Reihen. Wir wenden uns jetzt wie-
der den Reihen zu.

Satz 5.1. Es sei Y, a, eine konvergente Reihe, dann ist (a,) eine
Nullfolge.

Beweis. Zur Erinnerung, » " a, ist eine konvergente Reihe genau
dann, wenn die Folge der Partialsummen

n
Sp = E Qe
k=0

konvergiert. Man beachte, dass s, — s,_1 = a,.

Wir wollen zeigen, dass (a,) eine Nullfolge ist. Wir setzen ¢ > 0.
Nachdem (s,,) konvergiert, folgt aus Satz 4.1, dass (s,,) eine Cauchyfolge
ist. Es gibt also ein M, so dass

|$n — sm| < &
fiir alle n,m > M. Insbesondere folgt fiir alle n > N := M + 1, dass
lan| = |sn — sn_1] < e.

O

Satz 5.2. Es sei y - a, eine Reihe gegeben, so dass a, > 0 fir
alle n. Wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt ist, dann kon-
vergiert Y o a,. Andernfalls divergiert die Reihe Y~ a, bestimmt
gegen +00.

Beweis. Nachdem a,, > 0 folgt, dass die Folge der Partialsummen

n
Sp i — E Qe
k=0

monoton wachsend ist. Wenn die Folge (s, ) beschréinkt ist, dann kon-
vergiert sie nach Satz 4.2. Wenn die Folge (s,,) unbeschréinkt ist, dann
divergiert sie bestimmt gegen +00. (Das hatten wir nie explizit bewie-
sen, folgt aber sehr leicht aus den Definitionen.) U
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Wir nennen y >~ % die harmonische Reihe. Der folgende Satz zeigt
u.a., dass die Umkehrung von Satz 5.1 nicht gilt.

Korollar 5.3. Die harmonische Reihe divergiert bestimmt gegen 400,
d.h.

Bewezs. Wir betrachten

1
Sp 1= —.
k
k=1
Man beachte, dass fiir jedes n € N gilt
Sn = 1+ 24 3+ H 2+ g+ 4+ 4+ + o+ 2
T SIS S S S G BN "
> 1+ 1+ I+ I+ i+ I+ i+ 14 Ly
Man sieht nun, dass
!
Sol > ]_ + 5
Insbesondere ist die Folge (s,) nicht beschrinkt, und die Behauptung
folgt aus Satz 5.2. U
Satz 5.4. Es sei k > 1, dann konvergiert die Rethe - n—lk

Beweis. Wir setzen s,, := Z;‘:l Jik Diese Folge ist monoton steigend.

Nach Satz 5.2 geniigt es nun folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Fiir alle n gilt, dass

< 1

d.h. die Folge (s,) ist beschrinkt.

Es sei also n € N. Wir wihlen ein m, so dass 2™ — 1 > n. Dann
gilt

Sp < Sgm+ig

m+1__
= X5 F = M gt gt gt gt gt owt . teey
S O o i
= Zhowr
Es folgt aus Satz 2.1, dass
m i m m . _ fo—k+1ymtl
S e Yy - et - e s
— (20)F = (26 L 1 —2-k+1 1 — 2-k+1
=0 1= i=

(Man beachte, dass wir in der letzten Ungleichung k& > 1 verwendet
haben!) O
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Wir werden spéter sehen, dass z.B.

n 2

1 T

— =,
n
i=1 6
aber um das zu beweisen, werden wir erst mal 7 mathematisch prézise
einfithren miissen.

Satz 5.5. (Leibniz’sches Konvergenz-Kriterium) Es sei (a,,) eine mo-
noton fallende Folge, so dass a,, > 0 fiir alle n, und so dass lim,, o a, =
0. Dann konvergiert die alternierende Reihe

> (—1)"ay.

n=0

Beweis. Wir werden zeigen, dass die Folge der Partialsummen
Sp ‘= Z(—l)k&k
k=0
eine Cauchyfolge ist. Sei also ¢ > 0. Wir miissen nun zeigen, dass es
ein N gibt, so dass
|sn — sm| < &
fir alle n,m > N.

Nachdem lim,,_,, a,, = 0 existiert ein K, so dass |ax| < ¢ fiir alle k& >
K. Wir setzen N := K und behaupten, dass dieses N die gewiinschte
Eigenschaft hat.

Es seien also n,m > K gegeben. O.B.d.A. n > m.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass n ungerade und m ungerade. Dann
gilt

n

i
Sp—Sm = E (—1)'a; = U1 =Wn+2 + sy —Amaa + Anas - =0 < Ay < E.
i=m+* 5) ;6

(Fiir die Ungleichungen haben wir beniitzt, dass (a,) monoton fallend
ist.) ° Andererseits gilt

n
Sp—=S8m = Z (_1)1011' = gm+1 - am+%+gm+3 - am+4j e '+gn71 - a@ > 0.

~~ v~ v~

i=m+1 >0 >0 >0

Es folgt also, dass s, — s, € [0,¢), also |s, — sp| < €.
Die anderen Fille konnen nun genauso bewiesen werden. O

SWenn Sie die Beweise in einem Skript zu Hause durcharbeiten ist es vielleicht
eine gute Idee in jedem Beweis zu markieren, wann welche Voraussetzung verwendet
wird.
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Definition. Eine Reihe Y7 a,, heiBit absolut konvergent, wenn die Rei-
he Y™, |a,| konvergiert.

Beispielsweise konvergiert die Reihe Z;O:l(—l)"% wegen dem Leibniz-
Kriterium, aber die Reihe konvergiert nicht absolut, weil wir oben ge-
sehen haben, dass die Reihe > 07 |(—=1)"L| =327 | L divergiert.

n=1n

Satz 5.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Es sel Y a, eine Reihe, so dass Y~ |a,| konvergiert. Wir

setzen
n n
Sp 1= g ap und t, = E |ag|.
k=0 k=0

Wir miissen zeigen, dass (s,) eine Cauchyfolge ist. Sei also £ > 0 gege-
ben. Nachdem )", |a,| konvergiert, bilden die (¢,) eine Cauchyfolge,
es existiert also ein N, so dass fiir alle n > m > N gilt:

[t — tm] < e.

Dann gilt aber auch fiir alle n > m > N, dass

n

> o

k=m+1

n

< 3 Jarl =l —ta] <=

k=m+1

|5 — Sm| =

l

Satz 5.7. (Majoranten-Kriterium) Es sei (¢,) eine Folge von nicht-
negativen Zahlen und es sei (ay,) eine Folge, so dass es einng € N gibt,
s0 dass |ay| < ¢, fir alle n > ng. Dann gilt

Z cn konvergiert = Z a,, konvergiert absolut.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass ng = 0. (Die Summe der ers-
ten ny Reihenglieder dndert nichts an der Konvergenz der Reihe.) Wir

setzen
n

n
Sy 1= Z lag| und ¢, := ch.
k=0

k=0

Wir miissen zeigen, dass (s,) eine Cauchyfolge ist. Sei also £ > 0 gege-
ben. Nachdem )7 ¢, konvergiert, bilden die (¢,) eine Cauchyfolge,
es existiert also ein N, so dass fiir alle n > m > N gilt:

[t — tm] < €.
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Dann gilt aber auch fiir alle n > m > N, dass

n n
s = sml= D larl < D o =tm —ta| <e.
k=m+1 k=m+1

Beispielsweise konvergiert die Reihe
>
= n? + 2’

1

nachdem Y- - konvergiert, und nachdem ——

1 o
ne0 2 < -5 fiir alle n.

Satz 5.8. (Quotienten-Kriterium) Es sei (a,) eine Folge mit folgender
Figenschaft: Es gibt ein ng € N und ein 0 € (0, 1), so fir alle n > ng
qilt:

an+1

a, # 0 und < 6.

Qn

Dann konvergiert die Reihe Y, a, absolut.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass nog = 0. (Die Summe der ers-
ten ny Reihenglieder éndert nichts an der Konvergenz der Reihe.) Mit
einem Induktionsargument kénnen wir zeigen, dass

la,| < |agld™ fiir alle n € N.
Nach Satz 3.8 gilt, dass

0" = 0" =

insbesondere konvergiert die Reihe (hier haben wir beniitzt, dass 6 €
(0,1)). Aus dem Majoranten-Kriterium folgt nun, dass y -, a,, absolut
konvergiert.

O

5.2. Umordnung von Reihen.

Definition. Es sei Y~ a, eine Folge und 7 : N — N eine Bijekti-
on, dann nennt man die neue Reihe Y7 a,¢,) eine Umordnung von

Ziio Qn.

Beispiel. Fiir k € N definieren wir ny, := 2(2*~! — 1). Wir betrachten
die Folge (a,), welche wie folgt definiert ist:

wenn n € {ng +1,...n,41}, dann ist a, := (—1)"%.
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Dann ist
11 11 11 11 11 11 111
(an) = 2’27 44 44 88 88 88 8% 16"”)'
Man beachte, dass die Reihe Y7 | a, nach dem Leibniz-Kriterium kon-
vergiert.

Wir werden jetzt zeigen, dass es jedoch eine Umordnung dieser Reihe
gibt, welche nicht konvergiert. Wir setzen my, := (2! —1)+k —1 und
wir definieren

7:N = N
2(n — k), falls n € {my +1,...my — 1}
noe 2(k—1)—1, falls n = my.

Dies ist in der Tat eine Bijektion, wie man leicht nachweisen kann. (In
der Tat kommt jede gerade Zahl genau ein Mal als 7(n) auf und auch
jede ungerade Zahl erscheint genau ein Mal als 7(n).) Dann gilt

1 111 1 1111 11 1 1
(ar(n))nGN:<§a_§a Z,Z’_Z’ éaga§7§7_Z71_67"'7E7_§7"')'
Mal
8—Ma

Wir setzen nun

Dann gilt fiir jedes k € N, dass

mg )
jkzllaT(J)

2k—1_1 k
= Do G2t

1 1 | k—1 k=2 k—1
> kgt linm 2ty T 20

by

Es folgt, dass die Partialsummen der umgeordneten Reihen nicht be-
schrinkt sind, d.h. die Reihe ZZO:O ar(n) divergiert.

(Ein etwas anderes Beispiel ist auf Seite 72 in Forster: Analysis I
gegeben)

Satz 5.9. (Umordnungssatz) Es seiy -, a, eine Reihe, welche abso-
lut konvergiert, dann konvergiert auch jede Umordnung von Y >~ an
absolut gegen denselben Grenzwert.

Beweis. Es sei ) | a, eine Reihe, welche absolut konvergiert und 7 :
N — N eine Bijektion. Wir setzen a := Y °7  a,. Wir wollen zeigen,

n=1
dass > ", ar(m) = a. Es sei also ¢ > 0 gegeben. Wir miissen ein N

finden, so dass
n

Z aT(k) —a

k=1

<e€
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fiir alle n > N.
Nachdem > | |a,| konvergiert, existiert zu jedem § > 0 ein K € N,
so dass

9]
> lal <6
k=K

(Diese Aussage werden Sie in den Ubungen verifizieren.) Insbesondere
existiert ein K € N, so dass

o
3 Jael < =
2
k=K
Nachdem 7 eine Bijektion ist, existiert ein N € N, so dass

(5.1) {1,2,... . K — 1} € {7(1),7(2),...,7(N)}.

(Man kénnte z.B. N := max{7 !(1),...,7 (K — 1)} setzen.) Dann
gilt fiir alle n > N, dass

K—1
1> et arry —a| = > ket Qr(k Zk LAkt Dl ar—a
S Zk 1 A — Zk;:l aT(k’)‘ + ‘Z,[::ill ag — a‘ .

Wir schétzen nun beide Summanden ab. Es ist

K-1 K-1 00 [e) o] £
g ap —al = ak—g ay| = E akgg ]ak|<§
k=1 k=1 k=1 k=K k=K

Aus n > N und 5.1 folgt, dass
{1,2,..., K =1} C {r(1),7(2),...,7(n)}.
Wir setzen nun
L:={r(1),...,7(n)}\{1,..., K — 1}.

Dann gilt auch, dass

K- n
> Y| < S
k= k=1

leL

<Z|al|<2|ak|<—

leL
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% Die letzten beiden Ungleichungen, zusammen mit der vorhergehenden
zeigen nun, dass fiir alle n > N gilt, dass

n

Za a<€+E €
(k) — 5 T5=¢
— 2 2

Dies zeigt, dass Y~ | a, gegen a konvergiert.

Es bleibt zu zeigen, dass Y~ | a,, auch absolut konvergiert. Aber dies
folgt aus dem obigen Beweis, wenn wir > | |a,| anstatt von Y > a,
betrachten.

5.3. Die Exponentialreihe.
Satz 5.10. Fir jedes x € R ist die Reihe

o n

T
2

n=0

absolut konvergent.

oy . n . . . . .
Definition. Wir nennen ) > /& die Exponentialreihe und wir schrei-

ben
0 n

exp(x) = Z %

n=0
Wir definieren zudem

e :=exp(1l), genannt die Fulersche Zahl.
Beweis. Wir schreiben a,, := Z—T Dann gilt
" in)
a™(n + 1)!

Insbesondere gilt fiir alle n > 2|z|, dass

s
n+1

Ap+1
Qn,

2]

Ap+1 <
n+17—

an

1
5

6In diesem Beweis ist es nicht ganz so leicht zu sehen, wo wir genau verwendet
haben, dass > " ;a, absolut konvergiert. Wenn wir nur wissen, dass >~ an
konvergiert, dann kénnen wir immer noch ein N € N finden, so dass

oo
> a
k=K

Wir erhalten dann immer noch, dass ’Zf:zl ap — a’ < % Aber wir erhalten kei-

<€
5

ne Abschiitzung mehr fiir ’Ele I al’. Fiir diese Abschitzung brauchen wir, dass
>0 o an absolut konvergiert.
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Es folgt nun aus dem Quotienten-Kriterium (Satz 5.8), dass die Reihe

o0 [0.9] l’n

D =

n=0 n=0
absolut konvergiert. U
Theorem 5.11. Fiir alle x,y € R gilt

exp(z + y) = exp(z) - exp(y).
Fiir den Beweis von Theorem 5.11 brauchen wir folgenden Satz:

Satz 5.12. Es seien ) .~ a, undy b, Reihen, welche absolut kon-
vergieren. Fiir jedes n € N definieren wir

n
Cp = E apbq:E arby_.
k=0

p+q=n

Dann konvergiert die Reihe Y ", ¢, absolut, und es gilt

e () (5)

Beweis. Ich gebe hier nur eine Beweis-Skizze, der vollstindige Beweis
ist z.B. auf Seite 77 von Forster: Analysis I.
Wir bezeichnen die Partialsummen von Y ° ja, und > 7 b, mit

n

A, = Zak und B, := En:bk
k=0

k=0

und wir schreiben A := Y >° -a, und B := ) >  b,. Dann folgt aus
Satz 3.3, dass
(5.2)

i (Z ) (Z bq) = Jim, AnBo = (lim An) - (Jizm Bo) = 4- B
p= a=

Was wir zeigen wollen, ist dass

(5.3) lim ( > apbq> — A-B.

p+g=n

Es folgt, dass fiir jedes p,q € Ny der Ausdruck a, - b, genau einmal in
(5.2) und genau einmal in (5.3) erscheint. Man kann nun den Satz be-
weisen, indem man den Umordnungssatz (Satz 5.9) geschickt anwendet.
Die genauen Details finden Sie, wie gesagt, in Forster: Analysis I. [J
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Wir kénnen jetzt Theorem 5.11 unter Zuhilfenahme von Satz 5.12
beweisen.

Beweis von Theorem 5.11. Es seien also x,y € R gegeben. Wir schrei-
ben
a, =

b, =

o
3
WEREE

prqen (pbq = D ko Webn—k-
Dann gilt

— - b —_= 3 xk yn_k — 1 - n k, n—k _ 1 n

(Die letzte Gleichung ist der verallgemeinerte binomische Lehrsatz.) Es
folgt also aus Satz 5.12, dass

exp(x) exp(y) = <Z an> (Z bn> = Z Cn = Z %(:v—i—y)” = exp(z+y).

n=0 n=0 n=0

U
Korollar 5.13. (1) Fiir alle v € R gilt exp(—1) = —

exp(z)’

(2) fiir alle x € R gilt exp(z) > 0,

(3) fiir jedes n € N gilt exp(n) = e”.
Beweis. (1) Esist
exp(—z) exp(z) = exp(—z + z) = exp(0) = 1.

(Die letzte Gleichheit folgt sofort aus der Definition von exp(0)
als Reihe.)

(2) Fiir x > 0 und jedes n gilt offensichtlich, dass die Partialsumme

snzzzz—lzzuzgzl.
k=0 k=1

Es folgt aus Satz 3.4, dass exp(z) = lim,, o 8, > 1. Fiir 2 < 0
folgt die Aussage nun aus (1).
(3) Es ist

exp(n) =exp(l+ (n—1)) =exp(l) -exp(n — 1) = e-exp(n — 1).

Ein einfaches Induktionsargument zeigt nun, dass exp(n) = e"
fiir jedes n € N.

U
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6. STETIGE FUNKTIONEN

6.1. Definition und erste Eigenschaften.

Definition. Eine Funktion ist eine Abbildung f: D — R wobei D eine
Teilmenge von R ist. Wir nennen D den Definitionsbereich von f.

Definition. Es sei f: D — R eine Funktion und xy € D. Wir sagen, f
ist stetig im Punkt xo wenn es zu jedem ¢ > 0 ein > 0 gibt, so dass
fiir alle € D mit |x — zo| < § gilt:

|f(z) = f(@o)| <e.
Fiir x € R und £ > 0 hatten wir die e-Umgebung um = definiert als
Ucx):=(x —e,z+¢).

In Quantorenschreibweise konnen wir die Stetigkeit nun wie folgt defi-
nieren:

tetig im Punkt = Vo v - <e.
f stetig im Punkt z AAEN era(:co)mD‘f(x) flzo)] <€

Wir sagen f: D — R ist stetig wenn f in jedem Punkt des Definiti-
onsbereichs stetig ist.

Lemma 6.1. Es sei D C R eine Teilmenge.
(1) Die Funktion

f+D — R
r = x
15t stetig.
(2) Es sei c € R, dann ist die Funktion
gD — R
r =
stetig.

Beweis. (1) Es sei g € D und € > 0 gegeben. Wir setzen § = ¢,
dann gilt

€ U(xg) ND = |x—x0| <0=|f(x) — f(zg)] < =¢.

(2) Es sei zp € D und € > 0 gegeben. Dann hat jedes § > 0 die

gewiinschte Eigenschaft.
O

Satz 6.2. FEs seien f,g: D — R Funktionen, welche stetig im Punkt
xo € D sind. Dann gilt
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(1)

(2)

(3)
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f+g9:D — R
r o= fx)+g(x)
ist stetig im Punkt xg.

fr9g:D — R
z = f(z)g(x)
ist stetig im Punkt xg.
Wenn g(x) # 0 fiir alle x € D, dann ist auch die Funktion

I:D - R
z — @
9(z)

stetig im Punkt x.

Beweis. Zu jedem g1 > 0 existiert also ein d; > 0, so dass fiir alle z € D
mit |z — x| < 4y gilt:

|f(x) = f(zo)| <e1,

zudem existiert zu jedem e, > 0 ein d > 0, so dass fiir alle x € D mit
|z — xo| < dy gilt:

l9(z) — g(x0)| < &.

(1) Es sei also € > 0 gegeben. Wir miissen zeigen, dass es ein § > 0

[(f +9)(x) = (f +g)(z0)|

gibt, so dass fiir alle x € D mit |x — zo| < § gilt:

(f +9)(x) = (f + 9)(zo)| <e.
Man beachte, dass

= [f(x) +g(x) — (f(x0) + g(0))|
< |f(2) = fwo)l + lg(2) — g(xo)]-

Wir setzen jetzt €1 = § und €2 = § und nach Voraussetzung

existieren d; > 0 und dy > 0, so dass fiir alle z € D mit |[x—x¢| <

f(@) = flmo)| <1 =,

2

und fiir alle z € D mit |z — zg| < 0o gilt:
£
19(2) = g(wo)| < &2 = 3.

Wir setzen nun § = min(dy, dy). Dann gilt fiir alle € D mit
|z — x| < 9§, dass

(F+9)(@) = (F+9)(@o)] < F(x) = f(wo)] +1g(x) — g(ao)| < 5 +5 =&,

2 2

(2) das ist eine Ubungsaufgabe im 7. Ubungsblatt.
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(3) das ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.

Es seien ay, ..., a, € R gegeben, dann nennen wir

fTR — R
T = ag+ax + asx? + -+ aat

eine Polynomfunktion. Sind p,q : R — R zwei Polynomfunktionen,

dann heif3t
fi{reRq(z) #0} — R
q(x

eine rationale Funktion.
Der folgende Satz folgt sofort aus Lemma 6.1 und Satz 6.2:

Satz 6.3. Polynomfunktionen und rationale Funktionen sind stetig.

In den Ubungen werden Sie auch zeigen, dass
R - R

o o] = x, falls x > 0
v =Y 2, fallsz <0,

stetig ist.

Satz 6.4. Es seien f: D — R und g: M — R zwei Funktionen, so
dass f(D) C M. Wenn f im Punkt zq stetig und g im Punkt f(zo)
stetig ist, dann ist die Funktion

gof:D — R
z = g(f(z))

stetig 1m Punkt xg.

Beweis. O.B.d.A. D = R und M = R. Es sei also ¢ > 0. Wir miissen
zeigen, dass es ein d > 0 gibt, so dass

[z —xo| <& = [g(f(2)) —g(f(x0))] <e.

Nachdem ¢ im Punkt f(zq) stetig ist, existiert ein n > 0, so dass gilt
ly = f@o)l <n=lg(y) — g(f(x0))| <e.

Nachdem f im Punkt z( stetig ist, existiert auch ein § > 0, so dass gilt

|z — 2o <0 = [f(x) — flxo)| <.
Kombinieren wir beide Aussagen, so folgt, dass
|z — o] <6 = [f(z) = fwo)| <n=lg(f(x)) — g(f(20))| <e.
O



48 STEFAN FRIEDL

6.2. Stetigkeit und Grenzwerte von Folgen.

Satz 6.5. Fs ser f: D — R eine Funktion, welche im Punkt xq stetig
ist. Es sei (ay) eine Folge in D, dann gilt:

lim a, = xy = lim f(a,) = f(xo).

n—oo n—oo
Beweis. Es sei (a,) eine Folge in D, welche gegen xy konvergiert, d.h.

i V — <.
n>0 KeN k2K|ak :E0| n

Wir wollen zeigen, dass lim, o f(an) = f(xo), d.h. wir wollen zeigen,
dass

Vo 3 VY |f(a,) — flxg)| <e.

e>0 NeN n>N

Es sei also € > 0. Nachdem f im Punkt x, stetig ist, existiert ein 6 > 0,
so dass gilt

|t —xo| <dund x € D = |f(z) — f(xo)] < e.
Wir setzen jetzt n = 6 und wihlen ein K, so dass gilt
k> K = |a — xo| < 0.
Wir setzen N := K, dann gilt
n>N=K=|ap—xo| <0=|f(ar) — f(xg)] <&
wie gewiinscht. O
Es gilt sogar eine stirkere Aussage:
Satz 6.6. Es sei f: D — R eine Funktion. Dann gilt:

fiir jede Folge (a,) in D, welche
gegen xo konvergiert qilt,
dass auch lim,,_, f(a,) = f(xo).

f st stetig
1m Punkt zq

Der obige Satz besagt u.a., dass man die Definition der Stetigkeit von
Funktionen auf die Definition von Konvergenz von Folgen zuriickfithren
kann. Welche man von den beiden Aussagen im Satz 6.6 bevorzugt ist
letztendlich Geschmackssache. Forster verwendet die rechte Aussage
als Definition von Stetigkeit, und beweist auf Seite 109, dass beide
Aussagen #dquivalent sind.

Beweis. Die Richtung ‘=" hatten wir schon in Satz 6.5 bewiesen.
Wir beweisen jetzt ‘<=’. Wir setzen also voraus, dass fiir jede Folge
(a,) in D gilt:
lim a, = xo = lim f(a,) = f(xo).

n—o0 n—o0
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Nehmen wir an, dass f im Punkt xy nicht stetig ist. In Quantoren-
schreibweise gilt:

ht steti Punkt & 3V 3 - > €.
f nicht stetig im Punkt zg 20 570 wetrasn D |f(x) flzo)| > ¢
Sei also solch ein ¢ > 0 gewihlt. Dann existiert zu jedem 9, = %
ein Punkt a, € (zo — 2,70 + 1) N D, so dass |f(a,) — f(z0)| > €.
Dann folgt leicht aus der Definition von Konvergenz von Folgen, dass
lim,, o a, = o, und dass f(a,) nicht gegen f(xy) konvergiert. Dies
ist also ein Widerspruch zur Voraussetzung. U

Mithilfe von Satz 6.6 kann man viele Aussagen iiber Stetigkeit auf
Aussagen iiber Konvergenz von Folgen zuriickfithren. Z.B. kann man
Satz 6.2 leicht aus Satz 3.3 beweisen.

6.3. Grenzwerte von Funktionen. Zur Erinnerung: Es sei x € R
und € > 0, dann nennen wir das offene Intervall

Udx):=(x—¢e,x+¢)

die e-Umgebung von x. Es sei D C R eine Teilmenge und z € R. Der
Punkt = heiit Berihrpunkt von D, falls in jeder e-Umgebung von x
mindestens ein Punkt von D liegt.

Nun sei f: D — R eine Funktion und xq ein Beriihrpunkt von D.
Dann schreiben wir

lim f(z)=a:& V 3 v |f(z) —al <e.

T—T0 >0 6>0 xze(zo—05,x0+6)ND\{z0}

Wenn zy Berithrpunkt von D N (—oo, wo) ist, dann schreiben wir

li =a:&= V d —al <e.
:Bl/%lo f(x) “ e>0 >0 xE(ZEO 5:50 |f( ) al ¢
Wenn xy Berithrpunkt von D N (z, 00) ist, dann schreiben wir
li =a:& V 4 v —al <e.
xl\‘rgr:l f( ) “ e>0 6>0 xe(xo,xo+5)ﬁD‘f(x) a| c

Wenn D nach oben unbeschriankt ist, dann schreiben wir
lim f(z)=a:& V 3 |f()—a|<€,
Tr—r00

e>0 XeR ze( Xoo

und wenn D nach unten unbeschrinkt ist, dann schreiben wir

lim f(z)=a:< V 3 |f(z) —al <e.

T——00 e>0 XeR ze(—oc0 X)ﬂD

Sei f: D — R weiterhin eine Funktion und z ein Berithrpunkt von
D. Dann schreiben wir

lim f(z) =400« V 3 N4 f(x)>C

T—x0 CeR 6>0 ze(xo—0,20+5)ND
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und
lim f(z)=—-c0:& V 3 \4 flz) < C.

r—x0 CeR 6>0 z€(zo—6,z0+8)ND

Ganz analog definieren wir lim, ~,, f(z) = Fo0, limg 4, f(z) = Foo
und lim, 4., f(z) = £o0.

Beispiel. Wir betrachten
f:R\{0} — R

T — % + 3.
Dann gilt
limp f(z) = oo,
hmz/‘O f(l’) = —0Q,
lim, ,o f(z) = divergiert,
lim, ,., f(z) = 3.

7. STETIGE GRENZFUNKTIONEN

Es sei D C R eine Teilmenge und ( f,,),en eine Folge von Funktionen
fn : D — R. Die Folge (f,) heiBt punktweise konvergent, wenn fiir jedes
x € D die Zahlenfolge (f,(x)) konvergiert. In diesem Fall nennen wir
die Funktion

D — R

x = f(x) =lim, e fu(T)
die Grenzfunktion der Folge (f,).

Beispiel. Fiir jedes n € N definieren wir
fni R — R
n :pk
T = Yo T
Dann konvergiert die Funktionenfolge (f,,) punktweise gegen
exp:R — R
T o Do
Die Funktionen f, im vorherigen Beispiel sind alle stetig. Folgt dar-
aus sofort, dass die Exponentionalfunktion ebenfalls stetig ist?

Beispiel. Fiir n > 1 betrachten wir die Funktion

fni R — R
. 1—nlz|, falls|z] <+,
* 0, andernfalls.
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Es ist leicht zu sehen, dass die Funktionen f, stetig sind. Die Grenz-
funktion ist nun wie folgt gegeben:

R — R
‘ 1, fallsxz =0,
xr +— f(x) = hmnﬁoo fn<x> = { 07 andernfalls_

Insbesondere ist die Grenzfunktion nicht stetig.

Definition. Eine Folge (f,,) von Funktionen f, : D — R konvergiert
gleichmdfig gegen f: D — R wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt,
so dass fiir alle n > N und alle x € D gilt:

[f(2) = falz)] <e.

In Quantorenschreibweise konnen wir die Definitionen folgenderma-
Ben formulieren:

(fn) konv. punktweise gegen f < V.V 3V |f(z)— fulz)] <€

zeD >0 NeN n>N

(fn) konv. gleichméBig gegen f < V. 3V VYV |f(zx)— fu(2)| <e.

e>0 NeN n>N zeD

Man beachte, dass eine Funktionenfolge, welche gleichméfig konver-
giert, auch punktweise konvergiert.

Satz 7.1. (Satz iber die Stetigkeit der Grenzfunktion) Es sei (f,) eine
Funktionenfolge stetiger Funktionen f, : D — R, welche gleichmif$ig
gegen f: D — R konvergiert. Dann st f ebenfalls stetig.

Beweis. O.B.d.A. sei D = R. Sei g € R und ¢ > 0 gegeben. Wir
miissen zeigen, es existiert ein 0 > 0, so dass fiir alle x € (xo—d, 9+ )
gilt:
[f(z) = f(zo)| <e.

Die Voraussetzungen besagen, dass wir Kontrolle iiber |f(z) — f.(z)]
fir alle z € D zugleich haben (hier beniitzen wir die gleichmifige
Konvergenz), und dass wir fiir jedes geniigend grofie n Kontrolle iiber
| fn(x) — fu(zo)| erhalten (wegen der Stetigkeit der Funktionen f,). Es
gilt nun, dass

[f (@) = flzo)| < [f(2) = ful@)| + | fulx) = funlwo)| + | fulz0) — f(0)].

' ' '

(A) (B) (©)

Die Idee ist nun, 6 > 0 und n so geschickt zu wihlen, dass alle drei
Terme jeweils kleiner gleich £ sind.

Wegen der gleichmifiigen Konvergenz von ( f,,) existiert ein n, so dass
fiir alle y € D gilt:

(7.1) ) = falw)] < 5.
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Wegen der Stetigkeit von f,, existiert zudem ein o > 0, so dass fiir alle
x € (xg — dzg + ) gilt:

€

(7.2) [fu(@) = falzo)l < 3

Dann gilt fiir alle x € (g — §,z9 + 0), dass

[f(x) = flzo)| < A+ B+ C.

Aber aus (7.1), angewandt auf y = = und y = x¢, und aus (7.2) folgt,
dass jeder dieser drei Ausdriicke kleiner gleich £ ist. 0

Satz 7.2. (Cauchy-Kriterium fiir gleichmdfige Konvergenz) Sei (f,)
eine Folge von Funktionen auf D C R. Nehmen wir an, dass es fiir
jedes € > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n,m > N und alle v € D
gilt:

|fn(x) - fm($)| <E.

Dann konvergiert die Folge (f,) gleichmdfsig.

Beweis. Nach Voraussetzung konvergiert insbesondere fiir jedes x € D
die Folge der reellen Zahlen (f,(z)), insbesondere existiert

f(o) = lim fu(o).

Wir zeigen nun, dass (f,,) gleichméBig gegen die durch z +— f(x) defi-
nierte Funktion konvergiert.
Sei also € > 0. Nach Voraussetzung existiert ein N € N, so dass fiir
alle n,m > N und alle z € D gilt:
€

al) = S| < 5

Insbesondere gilt fiir alle n > N und alle x € D, dass

f(2) = fol@)| < | lim fou(z) = ful2)] < g <e.
1T 00 \ e’
€(=5.5)

O

Es sei nun (f,) eine Folge von Funktionen auf D C R. Wir setzen
Sp =Y p_g [n. Dann ist s, eine Funktion auf D. Wir sagen, die Reihe
> o o [ konvergiert punktweise (bzw. gleichméBig) wenn die Folge der
Partialsummen (s,) punktweise (bzw. gleichméBig) konvergiert.

Wir erhalten nun folgende Kriterien fiir die gleichméfiige Konvergenz
von Reihen.

Satz 7.3. (Majoranten-Kriterium fir Funktionenreihen) Es seiy o [
eine Reithe von Funktionen. Nehmen wir an, es existiert eine Folge
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von nicht-negativen Zahlen c,, so dass es ein ng € N gibt, so dass
|fu(2)| < ¢, fiir alle n > ng und alle x € D. Dann gilt

Z cn konvergiert = Z fn konvergiert gleichmdfSig.
n=0 n=0

Wenn die f, dariber hinaus stetig sind, dann ist auch Y~ fn stetig.
Beweis. Wir setzen s, := Y ,_, fa.

Behauptung. Fiir jedes € > 0 existiert ein N € N, so dass fiir alle
n,m > N und alle x € D gilt:

|sp(2) — sm(2)] < €.

Der Beweis der Behauptung ist Wort fiir Wort der gleiche wie der
Beweis vom Majoranten-Kriterium fiir Reithen > a,, (siehe Satz 5.7),
man muss nur durchgehend ‘s,,” durch ‘s, (x) fiir alle x € D’ ersetzen.
Die erste Aussage des Satzes folgt nun aus der Behauptung und aus
Satz 7.2. Die zweite Aussage folgt dann sofort aus 7.1. (

Satz 7.4. (Quotienten-Kriterium fir Funktionenrethen) Es seiy >, [»
eine Reihe von Funktionen. Wenn es einng € N und ein 6 € (0, 1) gibt,
so dass fiir alle n > ng und alle x € D gilt:

fri1(2)
folx) #0 und |—/——=| <6
(z) # )
Dann konvergiert die Reihe Y .~ o fn gleichmdfig. Wenn die f,, dariber

hinaus stetig sind, dann ist auch Y~ fn stetig.

Der Beweis dieses Satzes ist ebenfalls eine leichte Modifikation des
Beweises des Quotientenkriteriums fiir Reihen (siehe Satz 5.8), welche
wir als (freiwillige) Ubungsaufgabe iiberlassen.

Kehren wir nun zuriick zum Ausgangspunkt der Diskussion, ndmlich
der Frage: ist die Exponentialfunktion stetig, und wenn ja, wie zeigt
man die Stetigkeit?

Fiir jedes n € N definieren wir

fn:R = R
T o= Do 21;_]?
Die Funktionenfolge (f,,) konvergiert punktweise gegen
exp:R — R
A DI

Allerdings konvergiert diese Funktionenfolge nicht gleichméfig. (In der
Tat, fiir jedes € > 0 und N € N, gilt die gewiinschte Ungleichung fiir
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geniigend grofie = nicht mehr.) Wir kénnen also die obigen Sétze nicht
direkt anwenden, um zu Zeigen, dass die Exponentialfunktion stetig
ist.
Das folgende Lemma ist eine einfache Verallgemeinerung einer Ubungsaufgabe:
Lemma 7.5. Es sei f: R — R eine Funktion, so dass fiir jedes a > 0

die Einschrinkung von [ auf (—a,a) stetig ist, dann ist auch f auf
ganz R stetig.

Wegen diesem Lemma folgt die Stetigkeit von der Exponentialfunk-
tion aus folgendem Satz.

Satz 7.6. Es sei a > 0 gegeben. Dann konvergiert die Funktionenfolge
fo:(=a,a) — R
T o= Y xk_lr
gleichmdf$ig gegen:
f:(=a,a) — R
x — exp(z) =Y L
Beweis. Es sei also a > 0 gegeben. Wir wéhlen ein N € N so dass
N > 2|a|. Dann gilt fiir alle n > N und z € (—a,a), dass
) || L
fn(2) (n+ 1! n+l1 N+1 2

Der Satz folgt nun aus dem Quotienten-Kriterium fiir Funktionenreihen
(Satz 7.4). O

8. EIGENSCHAFTEN VON STETIGEN FUNKTIONEN
8.1. Der Zwischenwertsatz.

Definition. Ein Intervall vom Typ [a, b], [a, 00) oder (—o0, a] heiit abge-
schlossen. Ein Intervall heifit offen, wenn es vom Typ (a, b), (a, c0) oder
(—00, a) ist. Ein kompaktes Intervall ist beschriinktes und geschlossenes
Intervall, d.h. ein Intervall vom Typ [a, b].

Im folgenden werden wir desofteren Satz 6.5 verwenden, welcher fol-
gendes besagt: wenn f: D — R eine Funktion ist, welche im Punkt xg
und wenn (a,) eine Folge in D ist, welche gegen xo konvergiert, dann
gilt

lim f(ay) = f(x0).
n—oo

Das folgende Lemma besagt, dass stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen beschrankt sind.



ANALYSIS T - WINTERSEMESTER 2010-2011 55

Lemma 8.1. Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, dann existiert
ein C € R, so dass |f(x)| < C fir alle x € [a,b]. 7

Bewets. Nehmen wir an, es gibt kein solches C. Dann existiert insbe-
sondere zu jedem n € N ein x,, € [a, b], so dass |f(z,)| > n.

Die Folge (z,) von reellen Zahlen ist beschrinkt, also existiert nach
Bolzano-Weierstrafl eine Teilfolge (x,, )ren, welche konvergiert. Wir
setzen x := limy_,o Tp,. Nachdem a < z,, < b folgt aus Satz 3.4,
dass auch a <z < b, d.h. = € [a,b].

Aus Satz 6.5, folgt dass limg_,o f(2n,) = f(x), insbesondere kon-
vergiert die Folge (f(x,,))ken, insbesondere ist die Folge (f(zp,))ken
nach Satz 3.2 beschriankt, im Widerspruch zu |f(z,,)| > n, fiir alle
ke N. O

Der folgende Satz besagt, dass eine stetige Funktion auf kompakten
Intervallen die Extrema annimmt.

Satz 8.2. FEs sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann existieren
xg, 1 € [a,b], so dass

fwo) < f(x) < flan)
fir alle x € [a, b].

Beweis. Lemma 8.1 besagt, dass f(M) beschrinkt ist, insbesondere
existiert y; := sup(f(M)).

In Ubungsblatt 4, Aufgabe 1 (a) haben Sie bewiesen, dass es eine
Folge (z,) in f(M) glbt, welche gegen y; konvergiert. Wir wéhlen jetzt
eine Folge (¢,) in [a, b], so dass fiir jedes n gilt: z, = f(c,).

Nachdem die Folge (¢,,) beschriinkt ist, existiert nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl (siche Satz 4.13), eine Teilfolge (c,, )ren, welche
konvergiert.

Wir setzen z; := limy_, ¢, . Dann gilt

flwy) = lim f(cy,) = lim 2, = sup(f(M)).

(Hier haben wir wieder Satz 6.5 verwendet.) Es folgt also, dass f(z1)
eine obere Schranke fiir f(M) ist.

Genauso zeigt man auch die Existenz von z. 0

"Hier und in vielen anderen Sitzen ist es eine gute Ubung zu Zeigen, dass alle
Voraussetzungen wirklich notwendig sind. Z.B. wenn f: (a,b) — R eine stetige
Funktion auf einem offenen Intervall ist, dann ist die Aussage des Lemmas i.A.
nicht mehr giiltig, d.h. es existiert i.A. kein C' € R, so dass |f(z)] < C fiir alle
z € [a,b]. Man betrachte z.B. f: (0,1) = R,z + 1.
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Der folgende Satz besagt, dass eine stetige Funktion f auf einem
kompakten Intervall [a, b] jeden Wert zwischen f(a) und f(b) als Funk-
tionswert annimmt.

Satz 8.3. (Zwischenwertsatz) Es sei f: [a,b] — R eine stetige Funk-
tion. Sei yo € [f(a), f(b)]. Dann existiert ein xy € [a,b], so dass

f(z0) = yo.

Beweis. Sei also y € [f(a), f(b)]. Wenn yo = f(a), dann setzen wir
xo = a und wenn yo = f(b), dann setzen wir xo = b.
Sei jetzt also yo € (f(a), f(b)). Wir setzen

M :=A{z € [a,0]| f(z) <yo}-
Wir setzen zq := sup(M). Wir miissen jetzt zeigen, dass f(z¢) = %o-
Wir wihlen eine Folge (a,,) in M ~, so dass lim,,_, a, = x¢. Nachdem
f(a,) < yo fiir alle n, folgt auch aus Satz 6.5 und Satz 3.4, dass

flzo)=f (lim an> = lim f(a,) < yo.
n—oo n—oo
Nehmen wir an, dass f(zo) < yo. Wir setzen € = yo — f(zo). Wegen
der Stetigkeit von f im Punkt x, existiert ein 6 > 0, so dass
z € [a,0] N Us(xo) = | f(z) — f(z0)| <&

(Indem wir 0 notfalls durch min{d, b — xg, zg — a} ersetzen, konnen wir
annehmen, dass (g — 0,z + 0) C [a, b].) Insbesondere gilt,

x € [a,b] NUs(xg) = f(x) — f(xo) <e=1yo— flxo) = f(x) < yo.
Es folgt also, dass

flzo + g < Yo,
d.h. g+ 5 € M. Aber
To + g > Zo,
im Widerspruch zu xy = sup(M). O

8.2. Gleichmaéaflige Stetigkeit. Es nun f: D — R eine Funktion.
Wir definieren:

leichméBig stetig & V3 v - <e.
‘f & cichmé 16 SLetls e>0 6>0 z,yeD mit |xz— y\<5’f($) f(y)| ©

Zur Erinnerung: wenn xy € D, dann hatten wir definiert:

tetig im Punkt = vV 3 < e.
f stetig im Punkt z 5>06>0x€U5$0)ﬂD|f() f(xo)| <e

Wir werden in den Ubungen sehen, dass es stetige Funktionen auf
offenen Intervallen gibt, z.B. = +— % auf (0, 1), welche nicht gleichméfig
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stetig sind. Andererseits besagt der folgende Satz, dass stetige Funk-
tionen auf kompakten Intervallen gleichméBig stetig sind.

Satz 8.4. Es sei f: [a,b] = R eine Funktion. Wenn f stetig ist, dann
st f auch gleichmdfig stetig.

Beweis. Nehmen wir an, f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gilt:

5 3 @) - )] =

e>0 6>0 z,y€la,bl mit|z—y

Sei also solch ein ¢ > 0 gewahlt. Fiir jedes 6 = %, n € N erhalten wir
also ., y, € la,b], so dass

oo = gl < - nd [ () = f)] > <.

Die Folge (z,,) ist beschrinkt (weil sie in [a, b] liegt), insbesondere exis-
tiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstral (Satz 4.13), eine Teilfolge
(@n, Jken, welche konvergiert. Wir setzen ¢ := limj_,o 2,,. Nachdem
|z — yn| < % folgt, dass auch limy_, yn, = c.

Aus Satz 6.5 folgt, wegen der Stetigkeit von f, dass

Dies ist aber im Widerspruch zu der Aussage, dass | f (2, ) — f(Yn, )| > €

fiir alle k. O

9. Die UMKEHRFUNKTION
9.1. Stetigkeit von Umkehrfunktionen.

Definition. Eine Funktion f: D — R heifit streng monoton steigend,
wenn gilt:

x1 > o und x, 29 € D = f(x1) > f(22).
Die Funktion f heif3t streng monoton fallend, wenn gilt:
x1 > o und xq, 29 € D = f(x1) < f(22).

Wir sagen, f ist streng monoton, wenn f entweder streng monoton
steigend oder streng monoton fallend ist.

Wir sagen eine Funktion f: D — R ist bijektiv auf ihr Bild wenn
f: D — f(D) bijektiv ist. Man beachte, dass f bijektiv auf ihr Bild
ist, genau dann wenn f injektiv ist.

Beispielsweise ist
— R
2

f:]0,00

T
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bijektiv auf ihr Bild. Allgemeiner, wenn f: D — R streng monoton ist,
dann ist f auch bijektiv auf ihr Bild. In der Tat, strenge Monotonie
impliziert insbesondere,

Ty # 12 = f(11) # f(22).

Nun sei f: D — R eine Funktion, welche bijektiv auf ihr Bild ist.
Dann existiert zu jedem a € f(D) genau ein b € D mit der Eigenschaft
f(b) = a. Dieses a wird mit f~!(a) bezeichnet, und die Funktion

Y f(D) - D
z =~ f()
heifit die Umkehrfunktion von f.

Folgendes Lemma werden Sie in den Ubungen beweisen:

Lemma 9.1. Wenn f: D — R streng monoton steigend (bzw. fallend)
ist, dann ist f~ : f(D) — D ebenfalls streng monoton steigend (bzw.
fallend).

Es stellt sich nun folgende Frage: wenn f: D — R bijektiv auf ihr
Bild ist, und wenn f stetig ist, folgt dann, dass f~! ebenfalls stetig ist?

Beispiel. Wir betrachten
f:0,1]u(2,3] — R
. x, falls z € [0, 1]
. r—1, fallsz e (23]
Dann ist f stetig und bijektiv auf ihr Bild. Man beachte, dass f([0, 1]U
(2,3]) = [0,2]. Die Umkehrfunktion ist dann wie folgt gegeben:

f:00,2] - R

oI falls = € [0, 1]
. r+1, fallsz e (1,2]

Die Umkehrfunktion ist also nicht stetig.

Wir sehen also, dass die Umkehrfunktion i.A. nicht stetig ist, aber wir
sehen auch, dass zumindest in dem obigen Beispiel die nicht-Stetigkeit
von f~! an der ‘Zerissenheit’ vom Definitionsbereich liegt.

Definition. Eine Teilmenge M C R heifit zusammenhdngend wenn fiir
alle a,b € M gilt: [a,b] C M.

Beispielsweise sind alle Intervalle (egal ob geschlossen, offen, halb-
offen, unbeschriinkt) zusammenhéngend. Man kann auch zeigen, dass in
der Tat jede zusammenhéngende Menge ein Intervall ist. Diese Aussage
wird auch in den Ubungen diskutiert werden.

In den Ubungen werden Sie folgenden Satz mithilfe des Zwischen-
wertsatzes beweisen:
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Satz 9.2. FEs sei D zusammenhingend und f: D — R eine stetige
Abbildung, welche bijektiv auf ihr Bild ist. Dann ist f streng monoton.

Der folgende Satz ist der Hauptsatz dieses Kapitels.

Satz 9.3. Es sei D C R zusammenhdngend und f: D — R eine stetige
Funktion, welche bijektiv auf ihr Bild ist. Dann ist die Umkehrfunktion
[t f(D) — D ebenfalls stetig.

Beweis. Ich beweise den Satz fiir den Fall, dass D ein offenes Intervall

ist, die anderen Fille werden fast genauso bewiesen. Aus Satz 9.2 folgt,

dass f streng monoton ist, 0.B.d.A. ist f streng monoton steigend.
Es sei also yo € f(D). Wir setzen g := f‘l( o). Dann gilt:

~! stetig im Punkt yp < V3 — x| < e.
f ig im Punkt yg o 52 y€U6 o) |f Hy) —

Nachdem D ein offenes Intervall ist existiert ein 7, so dass [xg — 1, ¢ +
n] € D. Indem wir notfalls 7 durch min(n, 3¢) ersetzen, kénnen wir
annehmen, dass n < €. Nachdem f streng monoton steigend ist, folgt,
dass

f(xo —m) <yo= flzo) < flzo+n).
Wir wihlen nun ein 6 > 0, so dass
(o — 0,50 +0) C (f(zo — n), f(zo + 1))
Sei y € (yo — d,yo + 9). Dann folgt:

ye (Wo—0,y+0) = yE(f(xo—n) f(xzo+m))

= [ y) € (71 (f(@o—m), f7H(f(zo + 1))
= [ (y) € (zo —n, 70+ 1)
= If (y) = mo| <.
(Die Zweite Folgerung folgt aus Lemma 9.1.) Die Aussage folgt nun aus
n <e. O

Bemerkung. Ein aufmerksamer Student hat mich nach der Vorlesung
gefragt, wo wir in dem obigen Beweis die Stetigkeit von f verwendet
haben. In dem Beweis haben wir Satz 9.2 verwendet, welcher voraus-
setzt, dass f stetig ist. Allerdings erhalten wir als Konsequenz von Satz
9.2 die schwiichere Aussage, dass f streng monoton ist. Wenn man sich
den Beweis von Satz 9.3 nun durchliest, sieht man, dass wir in der Tat
folgende stéirkere Aussage bewiesen haben:

Es sei D C R zusammenhdingend und f: D — R eine streng monotone
Funktion, dann ist f~1: f(D) — D ebenfalls stetig.

Nehmen Sie sich eine beliebige, streng monoton steigende, aber nicht
stetige Funktion auf einem Intervall, und betrachten Sie dann f~.
Warum ist f~! in ihrem Beispiel stetig, obwohl f nicht stetig war?
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9.2. Die Wurzelfunktionen. Es sei k gerade, dann ist die Funktion

f:]0,00) — R
r — zF

offensichtlich stetig und streng monoton steigend.

Lemma 9.4.

£(10,00)) = {f(2) = 2" |z € [0,00)} = [0, 00).
Beweis. Wir setzen M := {f(x) = 2*|x € [0,00)}. Offensichtlich gilt
M C [0, 00).

Wir zeigen nun, dass [0,00) C M. Sei also z € [0,00). Dann existiert
ein n € N, so dass n > z, und daher auch n* > z. Es ist 0 € M
und es gilt n* € M. Es folgt aus dem Zwischenwertsatz (Satz 8.3)
angewendet auf die Einschriankung von f auf das kompakte Intervall
[0, 7], dass auch das Intervall [0,n*] = [£(0), f(n)] in M enthalten ist.
Nachdem x € [0,n*] folgt insbesondere, dass x € M. Es folgt, dass
[0, 00) C M. 0

Die Umkehrabbildung von f: z + z* ist nun wie folgt gegeben:

[0,00) +— [0,00)

r = Vo= f(2).

Diese Abbildung heifit die k-Wurzelfunktion und ist stetig nach Satz
9.3.

Der Graph einer Funktion f: D — R ist definiert als die folgende
Teilmenge von R?:

Graph(f) := {(z, f(z)) |z € D} C R*.
Wenn f: D — R eine Funktion ist, welche bijektiv auf ihr Bild ist,
dann gilt
(x,y) € Graph(f) & (y,z) € Graph(f™),

d.h. man erhélt den Graphen von f~1 aus der ‘Spiegelung des Graphen
von f an der (x = y)-Diagonale’. Insbesondere erhalten wir folgenden
Graphen fiir die k-te Wurzelfunktion.

[Bilder gibt’s nur in der Vorlesung.|
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Wenn £ ungerade ist, dann ist die Funktion

g R — R
r — zF

streng monoton steigend und es gilt g(R) = R. Die Umkehrfunktion ist
also auch auf ganz R definiert und wird ebenfalls als Wurzelfunktion
bezeichnet.

9.3. Die Logarithmusfunktionen. Zur Erinnerung: Die Exponenti-
alfunktion ist wie folgt definiert:

exp:R — R
e'e} x™
r Zn:O T

und sie hat folgende Eigenschaften:

1) exp ist stetig,

2) fiir alle z,y € R gilt: exp(z + y) = exp(x) exp(y),

3) fiir alle z € R gilt: exp(—z) = —

4) exp(0) = 1,

5) e :=exp(1l) ist die Eulersche Zahl, es gilt e ~ 2.718281828. . .,
6)

7)

exp(z)’

fir alle n € Z gilt exp(n) = e”,
exp(z) > 0 fiir alle z € R.

1) fiir alle z > 0 gilt, exp(z) > 1+ z,
2) die Exponentialfunktion ist streng monoton steigend,
3) exp(R) = (0, c0).

Der Graph der Exponentialfunktion ist wie folgt.

Die Umkehrabbildung von exp : R — R wird die Logarithmusfunk-
tion (kurz In) genannt. Der Definitionsbereich von In ist exp(R) =
(0, 00).

Der folgende Satz folgt aus Satz 9.3 und aus den Eigenschaften der
Exponentialfunktion.
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Satz 9.5. Die Logarithmusfunktion

In:(0,00) —
r — In(z)

hat folgende FEigenschaften:

(1) In ist stetig,
(2) In st streng monoton steigend,

(3) In(1) =

(4) fir alle x y € (0,00) gilt In(x - y) = In(z) + In(y).

Beweis. (1) Folgt aus Satz 9.3,
(2) folgt aus Lemma 9.1
(3) folgt aus exp(0) =1,
(4) Es seien also z,y € (0,00). Dann gilt

In(z-y) = ln(ex

Der Graph von der Logarithmusfunktion ist wie folgt:

Nun sei a € (0,00), wir definieren
a® :=exp(z - In(a)).
Nun sei n € N. Dann ist natiirlich n auch eine reelle Zahl, und es gilt:

exp(n-In(a)) = exp(ln(a) +---+In(a))

n—Mal
= exp(In(a)) - -+ - exp(In(a))
n—‘Mal
= a*...Q.
—_
n—Mal

D.h. fiir n € N stimmt die obige Definition von a” mit der Definition
iiber ein, welche wir ganz am Anfang gegeben hatten.

Unter Verwendung der Definition und der Eigenschaften von der Ex-
ponentialfunktion kann man zeigen, dass fiir alle a,b € (0,00) und
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x,y € R gilt:
a*aV = a*"¥
@p = o
a®b® = (ab)”
a® = L

a® "’

Es sei a € (0,00) \ {1}. Die Abbildung
f:R — (0,00),
r — exp(ln(a)x)
ist stetig und bijektiv (warum eigentlich?), die Umkehrabbildung wird

mit  — In,(z) bezeichnet. Fiir z € (0, 00) heifit In, (z) der Logarithmus
von x bzgl. der Basis a.

10. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN

10.1. Der Korper der komplexen Zahlen. Den folgenden Satz kann
man leicht durch explizites (wenn auch etwas langwieriges) nachrech-
nen beweisen:

Satz 10.1. Die Menge R? zusammen mit den Abbildungen
R?2 xR? — R?,
((z1,01), (T2,92)) = (21 + 22,91 + ¥2),

und
R? x R? — R?,
(z1,91), (z2,92)) = (2122 — Y1y, T1Y2 + Y122),
1st ein Korper.

Dieser Korper heifit der Kdrper der komplexen Zahlen und wird mit
C bezeichnet. Fiir z,y € R schreiben wir
r+iy = (z,y) e R* =C.

Es gilt, dass 2 = (0,1)2 = (—1,0) = —1. Wir fassen dann R als
Teilmenge von C auf.
Fiir 2 = x + iy heifit

(1) Re(z) := x der Realteil von z,
( ) Im(2) := y der Imagindrteil von z,

3) |z| := /22 + y? der Betrag von z,

(4) z .= x — 1y die konjugiert komplexe Zahl.
Durch einfaches Nachrechnen zeigt man folgende Aussagen:

(1) |z| > 0 fiir alle z € C, und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0,
(2) fur alle z ist z-Z € [0,00) C R und es gilt

lz| =Vz-Z,
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(3) |w - z| = |w| - |z| fiir alle w, z € C,

(4) |w+ z| < |w| + |#] fiir alle w, z € C,

(5) w+ z=w+Z und wz = w - Z fiir alle w, z € C,
(6)

(7

Re(z) = 3(z + %) und Im(z) = 3(z — 2),
) |z[ = |Re(2)] und [z] > |Im(z)].

Man beachte, dass C kein angeordneter Korper ist. In der Tat, in
einem angeordneten Korper K gilt nach Satz 1.10, dass a? > 0 fiir alle
a € K\ {0}, insbesondere gilt dass 1 =1-1 > 0 und —1 < 0. Aber in
C gilt i = —1.

Im Folgenden, wenn wir schreiben a > b, dann bedeutet das insbe-
sondere, dass a,b € R.

10.2. Konvergenz von Folgen und Reihen von komplexen Zah-
len.

Definition. Es sei (z,) eine Folge von komplexen Zahlen. Wir sagen
(zn) konvergiert gegen z € C, wenn
V 3 V |zn—2z2|<e.

e>0 NeNn>N
(Hier ist € eine positive reelle Zahl und |z, — z| bedeutet den Betrag
der komplexen Zahl z, — z.) Wir schreiben dann

lim z, = z.
n—o0

Satz 10.2. Es sei (z,) eine Folge von komplexen Zahlen. Dann gilt

lim z, = z & lim Re(z,) = Re(z) und lim Im(z,) = Im(2).
n—oo n—oo n—oo

(Die linke Seite betrifft die Konvergenz von einer Folge von komplexen
Zahlen, wihrend die rechte Seite handelt von der Konvergenz von zwei
Folgen von reellen Zahlen.)

Beweis. Wir schreiben z,, = x,+iy,,n € Nund z = 241y, Tpn, Yn, T,y €
R.

Nehmen wir an, dass lim,, , *, = = und lim,,_, y, = y. Wir wollen
zeigen, dass lim,, ,o 2, = 2. Sei also € > 0.

Idee:

|zn—2] = [(Tn+iyn) — (x+iy)| < |20—2|+|(((Yn—y)| = [2n—2][+]yn—yl.

Nachdem lim,, ,, x,, = = existiert ein /Ny, so dass

€
TLZN1:>|.I‘n—fL'| <§
und nachdem lim,, , y, = = existiert ein Ny, so dass

3

n2N2:>\yn—3ﬂ<2
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Fiir alle n > max{/N;, Ny} gilt dann, dass
€
2

Nehmen wir nun an, dass lim,, ., 2, = z. Wir zeigen, dass lim,, o, x,, =
x. Sei also € > 0. Nachdem lim,,_,, 2,, = 2z existiert ein N, so dass

€
|zn—z|§|mn—x|—|—|yn—y|<§+ = €.

n>N=|z,—z| <e,
dann gilt aber auch fiir alle n > N, dass
|z, — x| = |Re(z, — 2)| < |2 — 2] < e.
Genauso zeigt man, dass lim, .., y, = ¥. O

Wie fiir reelle Folgen kann man nun auch folgende Objekte einfithren:
(1) Nullfolge,
(2) Teilfolge,
(3) Cauchyfolge,
(4) beschrinkte Folge.
Die folgenden Aussagen fiir komplexe Folgen werden genauso bewie-
sen wie die gleichen Aussagen fiir reelle Folgen:

(1) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt,
(2) jede konvergente Folge ist beschrinkt,
(3) die Rechenregeln fiir Folgen.

Alternativ kann man die obigen Aussagen mittels Satz 10.2 auf die
Aussagen iiber reelle Folgen zuriickfithren. Mithilfe von Satz 10.2 zeigt
man auch leicht, dass wenn (z,),en eine konvergente Folge ist, dann
gilt

lim 7z, = lim z,.

n—oo n—oo

Satz 10.3. Jede kompleze Cauchy-Folge konvergiert in C.

Beweis. Es sei (z,)nen eine Cauchy-Folge. Ganz #hnlich wie Satz 10.2
kann man beweisen, dass (Re(z,))neny und (Im(z,))neny Cauchy-Folgen
sind. Diese Folgen (reeller Zahlen!) konvergieren wegen der Vollsténdigkeit
der reellen Zahlen. Es folgt nun aus Satz 10.2, dass (z,) ebenfalls kon-
vergiert. 0

Der folgende Satz folgt aus Satz 10.2 und 4.13.

Satz 10.4. (Satz von Bolzano-Weierstraf$) Jede beschrinkte Folge kom-
plexer Zahlen besitzt eine Teilfolge, welche konvergiert.

Folgende Begriffe sind fiir komplexe Zahlen genauso definiert wie fiir
reelle Zahlen:

(1) Reihen,
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(2) absolute Konvergenz von Reihen.
Dann gelten:

(1) die iiblichen Rechenregeln,

(2) das Majorantenkriterium,

(3) das Quotientenkriterium,

(4) der Umordnungssatz fiir Reihen (Satz 5.9),
(5) Satz 5.12 fiir komplexe Reihen.

Beispielsweise folgt, dass fiir jedes z € C die Reihe

e} n

z
exp(z) 1= Z € C

n=0

absolut konvergiert, und fiir alle z, 2’ € C gilt
exp(z + 2') = exp(z) - exp(2’).
Lemma 10.5. Es sei z € C. Dann gilt
exp(z) = exp(2).

Beweis. Es ist

n

. T
xp() = fim D = fim D = exp(z)
=0

k=0

(Hier haben wir verwendet, dass a +b=a+bund a-b=a-b fiir alle
a,b € Cund m =n fiir allen e NC C.) O

Die Aussagen iiber reelle Zahlen, Folgen und Reihe, welche die An-
ordnung verwenden, kénnen nicht auf die komplexen Zahlen iibertragen
werden, insbesondere gilt:

(1) es gibt kein Leibniz-Kriterium fiir komplexe Folgen,

(2) das Supremum und Infimum einer Teilmenge von C ist nicht
definiert,

(3) es macht keinen Sinn zu sagen, dass (z,) gegen —oo divergiert.

10.3. Stetige Funktionen. Es sei D C C eine Teilmenge. Es sei
f: D — C eine Funktion und zy € D. Wir sagen, f ist stetig im
Punkt zy wenn es zu jedem £ > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass fiir alle z € D
mit |z — 2| < 6 gilt:

[/ (2) = f(20)| <e.

Es gilt folgender Satz, welcher in den Ubungen bewiesen wird:

Satz 10.6. Es sei D C C eine Teilmenge und f: D — C eine Funkti-
on. Dann gilt: f ist genau dann im Punkt zq stetig wenn Re(f) : D — R
und ITm(f) : D — R im Punkt zy stetig sind.



ANALYSIS T - WINTERSEMESTER 2010-2011 67

Entweder durch einfaches umschreiben der Beweise fiir reelle Funk-
tionen oder durch Satz 10.6 erhalten wir folgende Aussagen:

(1) Es sei ¢ € C, dann sind die Funktionen

f:C — C
Z =z
und
g:C —» C
Z =
stetig,

(2) die Summe, das Produkt, der Quotient und die Komposition
zweier stetiger Funktionen sind stetig.

Zudem gelten die Aussagen in Kapitel 8.2 iiber die Stetigkeit von
Grenzfunktionen genauso. Insbesondere erhalten wir:

Satz 10.7. Die Funktion exp : C — C, z — exp(z) ist stetig.

11. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN

Fiir z € C schreiben wir
e® :=exp(z).
Fiir t € R gilt dann
— eitgit — ez‘teﬁ — piteit — git—it _ 0 _ 1
Es gilt also, dass |¢| =1 fiir alle ¢ € R. Fiir ¢ € R definieren wir nun

sin(t) := Im(e®0,
cos(t) := Re(e").

Anders ausgedriickt, es gilt
e = cos(t) + isin(t).
Die Definition kann man sich gut veranschaulichen: Die Zahlen e lie-

gen auf dem Kreis mit Radius eins um den Ursprung. Die Koordinaten
von € € C = R? sind dann per Definition (cos(t),sin(t)).
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Fiir z € C gilt, dass Im(z) = 5(z—2) und Re(z) = 1(2+7%). Es folgt
also, dass

sin(t) = Im(e") %(e” —e ),
cos(t) = Re(e") = 3(e" +e™).
Lemma 11.1. Firt e R gilt
(1)
sin(t)? + cos(t)? = 1,

(2) cos(t) = cos(—t),
(3) sin(t) = —sin(t),
(4) die Funktionen

~+

— sin(t)

und

USNA

cos(t)
sind stetig.
Beweis. Es gilt
sin(t)? + cos(t)? = Im(e”)? + Re(e")? = |"|* = 1.

Behauptungen (2) und (3) folgen sofort aus

sin(t) = %(e“ —e ),
cos(t) = (e +e ™).
Die letzte Aussage folgt aus Satz 10.7 und Satz 10.6. O

Satz 11.2. (Additionstheoreme) Fiir alle x,y € R gilt:

cos(zr +y) = cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)
sin(z +y) = sin(x)cos(y) + cos(z) sin(y).
Beweis. Es gilt
cos(x +y) + isin(z + y)
ei(@+y)
= (coé(x) +isin(x)) - (cos(y) + isin(y))
= (cos(x)cos(y) — sin(x) sin(y)) + i(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)).

Der Satz folgt nun aus dem Vergleich von den Realteilen und den Ima-
gindrteilen. O
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Satz 11.3. Fiir alle x € R gilt
ka :D2 $4
cos(z) = Zko( )k( 28! = 1=-5+% -

+1

. 1'3 1.5
sin(z) = Yl (DG = v-F -
Beide Reihen konvergieren zudem absolut fir alle x € R.

Man beachte, dass fiir [ > 2 gilt:

1 2k 2 4
o= )km2k)! = -5+ -
+1 3 5
Zk o= ) @y = sty o

Beweis. Die absolute Konvergenz der beiden Reihen folgt auch durch
Anwendung des Quotienkriteriums, in den man den Beweis von der
absoluten konvergenz von exp(x) leicht modifiziert (siche Satz 5.10).
Fir n € Z gilt
1, falls n = 4m,

n i, falls n = 4m + 1,
—1, fallsn=4m+ 2,
—1, fallsn =4m+ 3.

Es folgt
cos(z) +isin(z) = e = S U7

n=0 n'
I
n=0 n'

— ‘n "
- Zn gerade + Zn ungerade ! nl
= ¥ 2k %% + §ooe j2kA1 _aErl

k=0" (2k )! k=0t (2k+1)!

= Co( 1+ (D )

O
In den Ubungen werden Sie zeigen, dass
cos(2) < 0.
Nachdem cos(0) = 1 existiert nach dem Zwischenwertsatz ein z €

(0,2), so dass cos(z) = 0. Die Menge {z € [0,2]| cos(z) = 0} is also
nichtleer und beschrénkt. Insbesondere existiert ihr Infimum und wir
definieren:
7 :=2-inf{x € [0,2]| cos(x) = 0}.
In den Ubungen werden wir sehen, dass cos(m/2) = 0.
Man kann durch eine Abschiitzung (dhnlich zur Aufgabe 4 von Ubungsblatt
9) zeigen, dass sin(z) > 0 fiir alle = € [0, 2]. Es folgt dann aus

sin(7/2)? = sin(7/2)? + cos(w/2)* =
dass sin(mw/2) = 1.
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Wir erhalten also

e™? = cos(m/2) +isin(r/2) =i,
el = ei7r/2 . ei7r/2 =42 =_1

627m' — T, 671'1' — (_1)2 = 1.

Es gilt dann auch fiir alle t € R, dass

Y

e

ei(t—i—ﬂ) _ eit . e7r7l _ _eit’
insbesondere

cos(t +m) = —cos(t),

sin(t +7) = —sin(f).
Es gilt zudem auch fiir alle t € R, dass

(H2m) it 2mi it
insbesondere

cos(t +2m) = cos(t),
sin(t +2m) = sin(?).

In den Ubungen zeigen Sie, dass
sin(z) =04z =nm,n € Z,
und genauso zeigt man, dass
cos(x) :O(:)a::ngmr,n € Z.

Wir definieren nun die Tangensfunktion
R\ {5 +nmlneZ} — R
T o sin(x)

cos(x)’
und die Cotangensfunktion
R\ {nr|neZ} — R
NN cos(x)

sin(z) *

Beide Funktionen sind natiirlich stetig.

Satz 11.4. (Satz iber die Polarkoordinatendarstellung) Zu jeder Zahl
z € C\ {0} ezistiert einr € Rug ={z € R|z > 0} und ein ¢ € R, so

dass
z =re'’.

Zudem ist r eindeutig bestimmt ist, und ¢ ist bis auf Addition eines

Vielfachen von 2 eindeutig bestimmt ist.

Der Beweis zeigt auch, dass es auch ein eindeutig bestimmtes ¢ €
[0,27) mit der obigen Eigenschaft gibt; das Zahlenpaar (r, ) nennt

man die Polarkoordinaten von z.
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Beweis. Sei also z € C\ {0}. Wir setzen r := |z| und wir betrachten
zo := =z. Offensichtlich gilt |z| = 1. Wir schreiben zy = 2o + iyo.
Man beachte, dass zg,yo € [—1, 1]. Nachdem cos(0) = 1 und cos(7) =
—cos(0) = —1 existiert nach dem Zwischenwertsatz ein ¢ € [0, 7|, so
dass

cos(v)) = .

Dann gilt auch, dass
g2 = a3ty = 1—a8 = 1—cos()? = sin()+cos()*—cos(1))? = sin(1))?,
d.h. entweder yoy = sin(¢)), oder yy = — sin(¢). Im ersten Fall gilt, dann

re™ = r(cos(¢) 4+ isin(1h)) = r(zo + iye) = rzo = 2,
im zweiten Fall gilt, dass
re”" = r(cos(—)+isin(—v)) = r(cos(¢))—isin(¢) = r(vo+iye) = r20 = 2.
Die Aussage, dass r eindeutig bestimmt ist, und dass ¢ eindeutig bis

auf Addition eines Vielfachen von 27 eindeutig bestimmt ist, wird in
den Ubungen gezeigt. O

12. DIFFERENTIATION

Zur Erinnerung: Es sei x € R und € > 0, dann nennen wir das offene
Intervall
Ucdx):=(xr—¢e,x+¢)
die e-Umgebung von z. Ein Punkt z ist ein Hdufungspunkt von D
wenn jede e-Umgebung unendlich viele Punkte von D enthélt.
Zur Erinnerung: Wenn f: D — R eine Funktion ist und zy € D ein
Hiufungspunkt von D, dann definieren wir:

xlig:lo fl@) =a: aYO JEIO rc DV\ {z} |fw) —al <e.
|z — x| <9

Es gelten die iiblichen Rechenregeln, z.B. gilt
hnlm—mo(f(x) + g(:E)) = limg g, f(x) £ limy g, g(x)
wenn die Grenzwerte auf der rechten Seite existieren. Dariiber hinaus,
wenn f(x) < g(z) fiir alle x in einer e-Umgebung von zy, dann gilt
lim f(z) < lim g(z),
T—T0 T—T0
wenn beide Grenzwerte existieren.

Zudem gilt
f stetig im Punkt zy < lim f(x) = f(xo).

T—T0
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Dies folgt in der Tat sofort aus der Definition von Stetigkeit und der
Definition von lim, ., f(x) = f(xo).

12.1. Definition der Ableitung und erste Eigenschaften. Wir
sagen x ist ein innerer Punkt von einer Teilmenge M C R, wenn es
ein € > 0 gibt, so dass U.(z) C M. Wir sagen, M C R ist offen, wenn
jeder Punkt = € M ein innerer Punkt ist.

Beispielsweise sind offene Intervalle (a,b) C R mit @ € RU {—o0}
und b € R U {oo} offene Teilmengen von R. Ein kompaktes Intervall
[a, b] ist hingegen nicht offen.

Definition. Es sei f: D — R eine Funktion und zq ein innerer Punkt
von D. Wir sagen, f ist differenzierbar in xy, wenn der Grenzwert

f/<x0) - }ng(l) f(IL‘O + h])l — f(x(])

existiert. Wir nennen f'(zo) die Ableitung von f im Punkt x.

Man beachte, dass direkt aus den Definition folgt, dass
f(@o+h) — f(x0) f(@) = f(=o)

lim = lim —————=.

h—0 h To—T X — Tg
Definition. Es sei D C R offen und f: D — R sei differenzierbar in
jedem Punkt x € D, dann nennen wir f differenzierbar. Wir nennen

die Funktion

f'D —= R
z = f(z)
die 1. Ableitung von f. Wenn f’ differenzierbar ist, dann schreiben wir
f(2) = f// — (f/)/7
genannt die 2. Ableitung von f. Allgemeiner, wenn die (n — 1)-te Ab-
leitung von f differenzierbar ist, dann setzen wir

f(n) — (f(nfl))/
und wir sagen, f ist n-fach differenzierbar.

Notation. Wir schreiben auch

d, _d 4 a*f _ ew
dxf' C de = J, und dx™ =1
und
T p@) = pw), wmd T = gy,
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Beispielsweise gilt fiir ¢ € R, dass

dc

de
£ 20
de :

Lemma 12.1. If f: D — R im Punkt xq differenzierbar, dann ist f
insbesondere stetig 1m Punkt xg.

Beweis. Beachte, dass die Funktion f im Punkt stetig ist, genau dann,
wenn limy, o f(zo+h) = f(x0). Nachdem f im Punkt z( differenzierbar
ist, gilt

limh_m(f(xo + h) — f(xo)) = limy,_o (f(aioJrh)ff(mo) . h)
f(zo)

v

= limy,_o L2HTE0) iy, oy
= limy_o —f(x0+h,)L Ixo)
= 0.

Man beachte dabei, dass
lim (f(l’o +h) — flzo) h) ~ lim flzo+h) — f(xo) lim A
h—0 h h—0 h h—0

weil beide Grenzwerte auf der rechten Seite existieren. O

Satz 12.2. (Ableitungsregeln) Es seien f,g: D — R Funktionen, wel-
che differenzierbar im Punkt x € D sind. Dann gilt fir alle A € R,
dass

(f +9)(z) f'(@) + g'(x) (Linearitat)
(Af)(x) = A-f
(z)
)

x)
(f- )' z) = fl(x)g(z)+ f(x)g (x) (Produktregel)
(z ) (1) = 0@ g@)w

)2 Quotientenregel.
Fiir die letzte Formel setzen wir natirlich voraus, dass g(z) # 0.

Beweis. Die Linearitatsregeln folgen sofort aus den Eigenschaften von
Grenzwerten von Funktionen.
Wir beweisen nun die Produktregel: Es gilt

(f . g)/(l’) = limy_ f(x+h)g($+hh)*f(1)9(x)

(f(x+h)g(x+h)—f(r)g(:chf;l))+(f(x)9(:v+h)—f(m)g(w))
f(z+h)g(z+h)—f(z)g(z+h)
h

limy, o LEIE iy, o g(a + h) + f(x) - limy,_ 2eH—o()
f(x)g(x) + f(x)g'(z).

(Man beachte, dass lim, o g(x + h) = g(z) weil g nach Lemma 12.1
stetig ist.)

limy, o

limy,_yo iy, Lozt gte)
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Fiir die Quotientenregel betrachten wir:

1 <f<m+h) _ @ > _ 1 f(a+h)g(@)—f(@)g(a+h)
h \ g(z+h)  g(z) g(z+h)g(x) h
_ 1 fle+h)g(@)—f(x)g(z)+f(x)g(x)—f(z)g(x+h)
g(z+h)g(x) h
z+h)—f(z z+h)—g(x
_ g(ﬂ}ll)g(x) (f( +})L f( )g(x) _ g( +2b g( )f(l')> )

Die Quotientenregel erhalten wir jetzt indem wir auf beiden Seiten den
Grenzwert limy,_,o bestimmen. O

Beispielsweise gilt

d p2_ @ (z- ) 1+1 2
—r = —\T T)=a - - = X
dx dx
und allgemein gilt fiir alle n € Z, dass
d
%x” = na" L.

12.2. Die Ableitungen von der Exponentialfunktion und den
trigonometrischen Funktionen. Wir beweisen zuerst folgenden Satz:

Satz 12.3. Es sei (a,) € R eine Folge von reellen Zahlen. Nehmen
wir an, die Rethe Y " a,x{ konvergiert fir ein xo € R\ {0}. Sei
r € (0,z9) und N € N. Dann existiert ein C € R, so dass fiir alle
x € [—r,r] gilt:

oo N
E apx" — E apa"| < Olz|N T
n=0

n=0

Die Aussage von Satz 12.3 wird gerne auch anders formuliert. Wir
definieren eine Funktion R durch folgende Gleichung:

00 N
Z apz" = Z anz" + R(x).
n=0 n=0

Die Funktion R wird manchmal das Restglied genannt. Dann sagt Satz
12.3 aus, dass es ein C gibt, so dass fiir alle = € [—r, r| gilt:

|R(x)| < Claf ™.

Beweis. Es seien also zp, 7 und N gegeben. Dann gilt

e} N (%S)

E anx":E anx’ + 5 anx™.

n=0 n=0 n=N-+1
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(Insbesondere konvergiert die Reihe auf der linken Seite, genau dann,
wenn die Reihe auf der rechten Seite konvergiert.) Fiir n € Ny setzen
wir b, = a,yn11, dann gilt

(o] (e.) [o.¢]
R(z) := E apx” = Nt g aprt Nt = Nt E b,x".
n=N+1 n=N+1 n=0

Insbesondere gilt

|R(z)| = |=[**

(o)
E b,z"
n=0

Der Satz folgt jetzt aus folgender Behauptung:

Behauptung. Es gibt ein C' € R, so dass

o
E b,z"
n=0

<C

fiir alle z € [—r, r].

Beweis der Behauptung: Nachdem ) >  b,x{ konvergiert, existiert
insbesondere ein D, so dass

|brxg| < D
fir alle n. Fir z € [—r, r| gilt dann:
bua™| = [boal] - |[—| < D-|—
o Zo
Wir setzen
r
0:=|—| € (0,1).
leo

Nachdem die geometrische Reihe

n=0

konvergiert, folgt auch aus dem Majoranten-Kriterium, dass fiir alle
x € [—r,r] die Reihe Y >° b,z konvergiert, und dass gilt:

n=0
[eS)
E b,x"
n=0

- n - n 1
n=0 n=0
Wenn wir jetzt C' := Dﬁ setzen, dann erhalten wir, dass

R(z) < 2Nt C
fir alle z € [—r,7]. O




76 STEFAN FRIEDL

Satz 12.4. FEs qilt

. T __
lim, .0 &= = 1,
lim,_.o sin(z) 1
. ~1
lim, o % = 0.

Beweis. Wir wissen, dass die Exponentialreihe

) =D =t

fiir alle « konvergiert. Insbesondere konvergiert sie am Punkt xy = 2.
Wir setzen jetzt r =1 und N = 1. Wir schreiben

R(z) = exp(z) — (1 4+ z).

Wir erhalten aus Satz 12.3, dass es ein C gibt, so dass fiir alle z € [—1, 1]
gilt:

|R(z)| < Ca*.
Es folgt, dass
rT—1 1 -1

lim ¢ = lim (L+z+ R(z)) =1+ lim R(x)

z—=0 I z—0 T z—=0 X
Aber nachdem —Cz? < R(x) < C2? folgt, dass

2 2
0= lim — C’_a: < lim R(x)‘ < lim |— Cr =0.
x—0 €x x—0 €x x—0 x

Es folgt also, dass lim,_.q ’ A( ( ) = .

Fiir die Bestimmung der anderen Grenzwerte Verwendet man Satz
11.3. Ansonsten verlduft der Beweis genauso wie fiir die Exponential-
funktion. 0

Es folgt, dass

exp/(z) = limy —exp(ﬁhfz_expg X
exp(h)—
h

exp(x) - limy 0
exp(x) - 1
= exp(z).
D.h. die Ableitung der Exponentialfunktion ist wiederum die Exponen-
tialfunktion.
Mithilfe von Satz 12.4 und mithilfe der Additionstheoreme kann man
auch zeigen, dass

d . d :
o sin(x) = cos(x) und = cos(x) = —sin(z).

(Siehe Ubungsblatt 10.)
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12.3. Die Kettenregel und die Umkehrregel.
Satz 12.5. (Kettenregel) Es seien zwei Funktion
DL MELR

gegeben, so dass [ im Punkt xq € D differenzierbar ist, und so dass g
im Punkt f(xq) differenzierbar ist, dann gilt

(g0 f)(zo) = g'(f(x0)) - ['(0).
Beweis. Die Idee ist folgende Umformung auszufiithren

9(f(zo+h)) —g(f(w0))  g(f(wo+h)) —g(f(x0)) flx0+h)— f(l‘o).

h o St h) = flw) h
Allerdings macht diese Umformung keinen Sinn, wenn f(z¢ + h)
f(xo). Wir wenden deswegen einen kleinen Trick an: Wir setzen yq :=
f(x¢) und wir definieren

g M — R
{ A)900) - falls y # yo,
g(wo),  fallsy =yo.
Die Annahme, dass g im Punkt y, differenzierbar besagt, dass ¢* im

Punkt g stetig ist.
Es gilt nun fiir alle h € D, dass

1) g _ (g, 4y S 1) = Slr)

(Warum? Betrachten Sie die Félle f(zo + h) = f(xo) und f(zo+ h) #
f(zo) getrennt.) Es gilt nun:

limy, o QG alfe0)  _ fipy (g*( Flwo + h) - L=tz

= limp0 9" (f(zo + h)) - limy0 —f(IOJrh,);f(xO)
= g"(f(20)) - f'(x0)
= g (f(z0)) - f'(xo).

Hier haben wir verwendet, dass nach Satz 6.4 die Funktion auch g* o f

stetig ist, d.h. limy_0 ¢*(f (2o + h)) = g*(f(x0)). O

Es sei f(z) = a”, dann gilt fiir alle z € R, dass
f(x) ;== exp(In(a)-z)" = exp/(In(a)-x)-(In(a)-z) = exp(In(a)-z)-In(a) = a*-In(a).
Satz 12.6. (Umkehrregel) Es sei f: (a,b) — R stetig und streng mo-

noton. Wenn f im Punkt xo differenzierbar ist und wenn f'(zq) # 0,
dann ist f~1 im Punkt f(xo) differenzierbar, und es gilt:

—1\/ o 1

Y
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Den Beweis, dass f~! im Punkt f(xq) differenzierbar ist, iiberlasse
ich als freiwillige Ubungsaufgabe (oder sieche Forster Seite 159). Wenn
wir schon wissen, dass f~! im Punkt f(z,) differenzierbar ist, dann
konnen wir (f~1) (f(zo)) wie folgt bestimmen: Aus der Kettenregel
folgt, dass

d d /
== . T= . FHf @) = (F71) (f (o)) - f' (o),
also .
77 laa) = 5
Fiir jedes y € (a,b) gilt also,
(7Y U0 = 55
insbesondere gilt fiir y = f~!(x), dass
—1\/ o 1
U 0= Fry
Beispielsweise folgt:
In(z)" = ! = ! = l
~exp/(In(z))  exp(In(z))  z°

13. DER MITTELWERTSATZ UND LOKALE EXTREMA

Zur Erinnerung: Es sei g eine Funktion, dann existiert lim,_,,, g(y)
genau dann, wenn limy\ ,, g(y) und limy, »,, g(y) existieren, und wenn
gilt

lim = lim .
Y \Yo g(y) y./'Yo g(y)

Es sei f: D — R eine Funktion und z( ein innerer Punkt von D.
Wenden wir das obige Prinzip auf die Funktion

f(zo +h) = f(xo)
h
an, erhalten wir, dass f differenzierbar in z( ist, genau dann, wenn
lim f(xo +h) — f(x0) — lim flzo+h)— f(%).
V) h h,0 h

h —

Definition. Eine Funktion f: D — R hat bei z( ein lokales Mazimum,
wenn es ein 6 > 0 gibt, so dass gilt:

x € Dund |z —zo| <0 = f(z) < f(zo).
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Ganz analog definieren wir ‘lokales Minimum’. Wir sagen x, ist ein
lokales Extremum wenn zg ein lokales Maximum oder ein lokales Mini-
mum ist.

Lemma 13.1. Es sei f: D — R eine Funktion und xq € D ein innerer
Punkt. Wenn f ein lokales Extremum in x¢ hat, und wenn f im Punkt
xq differenzierbar ist, dann ist f'(x¢) = 0.

Man beachte, dass die Bedingung, dass z( ein innerer Punkt ist, sehr
wichtig ist: Es sei f: [0,1] — R die Funktion, welche durch f(x) =
3z definiert ist. Dann ist g = 0 ein lokales Minimum und zy = 1
ein lokales Maximum. Wir hatten die Ableitung an den Endpunkten
nicht definiert, aber selbst wenn man diese iiber einseitige Grenzwerte
definieren wiirde, wire die Ableitung an den Endpunkten nicht null.

Beweis. O.B.d.A. sei f ein lokales Maximum. Es sei § > 0 wie in der
Definition vom lokalen Maximum. Dann ist

flx+h) - fx)

< 0 fiir alle h € (0,0),

h

es folgt
i L& @)
RN\ h

Andererseits gilt
fl@+h) - f(z)
h

(Warum? Der Zihler ist negativ, aber der Nenner ist negativ weil nun
h negativ ist.) Es folgt

> 0 fiir alle h € (—46,0).

o F@ )~ f(@)

> 0.
h 0 h 20

Aber nachdem f im Punkt z( differenzierbar ist, miissen beide Grenz-
werte iibereinstimmen. 0

Wir sagen im Folgenden, dass eine Funktion f: [a,b] — R differen-
zierbar ist, wenn sie auf dem offenen Intervall (a, b) differenzierbar ist,
und wenn die Funktion zudem auf [a, b] stetig ist. (Man beachte, dass
wir die Differenzierbarkeit an den Punkten a und b nicht eingefiihrt
haben.)

Satz 13.2. (Satz von Rolle) Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare
Funktion, so dass f(a) = f(b). Dann gibt es ein & € (a,b), so dass

f'(€) = 0.
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Beweis. Weil f stetig ist, existieren nach Satz 8.2 zwei Punkte xq, 21 €
[a, b], so dass

f(zo) > f(x) > f(xy) fir alle x € [a, b].

Man beachte, dass x( insbesondere ein lokales Minimum ist, und dass
x1 insbesondere ein lokales Maximum ist. Wenn xy € (a,b), dann ist
zudem ein innerer Punkt, und es folgt aus Lemma 13.1, dass f'(xy) = 0.
Genauso, wenn x; € (a,b), dann ist z; zudem ein innerer Punkt und
es folgt wiederum aus Lemma 13.1, dass f'(z1) = 0.

Wenn zy und z; auf den Endpunkten liegen, dann ist f konstant,

d.h. f'(x) =0 fiir alle z € (a,b). O

Satz 13.3. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Es sei f: [a,b] —
R eine stetige Funktion, so dass f auf (a,b) differenzierbar ist. Dann
gibt es ein £ € (a,b), so dass

ey J(0) = fla)
&=

Beweis. Wir betrachten
f(b) — f(a)

g(z) = f(x) — ﬁ(x - a).
Es gilt g(a) = f(a) = g(b). Nachdem Satz von Rolle existiert ein £ €
(a,b), so dass ¢'(§) = 0, aber dann gilt

RIUES (C)
0

Zur Erinnerung: Eine Funktion f: D — R heiflt streng monoton
steigend, wenn gilt:

xo >z und xo, 21 € D = f(x9) > f(21),
und sie heiflt monoton steigend, wenn gilt:
xo >z und zo, 11 € D = f(x9) > f(21).
Analog definiert man streng monoton fallend und monoton fallend.

Satz 13.4. (Monotoniesatz) Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare
Funktion. Dann gilt

f'(z) >0 fir alle x € (a,b) < [ ist monoton steigend
und

f'(z) > 0 fiir alle € (a,b) = f ist streng monoton steigend.
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Beweis. Sei f monoton steigend. Dann gilt fiir alle zulésslichen z und

h, dass
fath=1e)
Es folgt, dass f/(x) > 0 fiir alle z.

Nun nehmen wir an, dass f'(z) > 0 fir alle x € (a,b). Nehmen
wir an, dass f nicht monoton steigend ist. D.h. wir nehmen an, es
gibt z9 > x1, so dass f(z2) < f(z1). Wenn wir den Mittelwertsatz
auf die Einschrinkung von f auf [z, 22| anwenden, erhalten wir ein
€ € (1, 22), so dass

f(x2) — f(21)
fl§)=——
T2 — I
im Widerspruch zur Voraussetzung. )

Die zweite Aussage beweist man fast genauso, siehe Ubungsblatt

11. U

<0,

Lemma 13.5. Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion, so
dass f'(x) = 0 fir alle © € (a,b). Dann ist f konstant.

Beweis. Nehmen wir an, f ist nicht konstant. Dann gibt es xq, 1 mit
f(zo) # f(z1). O.B.d.A. 2y < x;. Nach dem Zwischenwertsatz, ange-
wandt auf die Einschrankung von f auf [xg, 2], giibe es dann aber ein

¢ € (xg, 1), mit
flxy) — f(z
fie =TT o
1 — X
im Widerspruch zur Annahme, dass f'(z) = 0 fiir alle x € (a,b). O
In den Ubungen werden Sie folgendes Lemma beweisen:

Lemma 13.6. Es sei f: [a,b] — R eine differenzierbare Funktion.
Wenn f'(z) < C fiir alle x € (a,b), dann gilt fir alle x € |a,b], dass

f@) < fla) +C - (z —a).

Genauso zeigt man, dass wenn f: [a,b] — R eine differenzierbare
Funktion ist und wenn f'(z) > C fiir alle € (a,b), dann gilt fiir alle
x € |a,b], dass

f(x) > fla) +C - (x — a).

Man kann nun z.B. zeigen, dass fiir alle x € R, gilt:
e* > 1+ x.
Satz 13.7. Es sei f: [a,b] — R eine zweifach differenzierbare Funkti-

on. Es sei xg € (a,b), so dass f'(xg) =0 und f"(xo) > 0. Dann hat f
ber xq ein lokales Minimum.
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Beweis. Nachdem

lim

h—0

>0

['(wo + 1) — f(o)
h

existiert ein 4 > 0, so dass

f'(zo +h) = f(x0)
h

> 0 fiir alle h € (—4,9).

Es folgt, dass

f'(xo+h) > f(xg) =0, Mfirallehe(0,9),
f(xg+h) < f'(zg) =0, furallehe (=6,0).

Es folgt aus Satz 13.4

fl(wo—6.20) ist streng monoton fallend,
[ liwo,wo+6) ist streng monoton steigend.

Es folgt, dass xq ein lokales Minimum ist. O

Satz 13.8. (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen) Es sei f: [a,b] — R
eine differenzierbare Funktion und xo < x1 zwei Punkte in (a,b). Es sei
X € (f'(xo), f'(x1)). Dann existiert ein & € (xg,x1), so dass f'(§) = .

Hier ist die Versuchung grof3, den Zwischenwertsatz fiir stetige Funk-
tionen (Satz 8.3) direkt auf die Funktion f’ anzuwenden. Die Sache hat
allerdings einen Haken: die Ableitung einer differenzierbaren Funktion
ist i.A. nicht stetig! Wir werden ein Beispiel dafiir nach dem Beweis
vom Zwischenwertsatz behandeln.

Beweis. Wir betrachten g(x) := f(x) — A - . Wir miissen zeigen, dass
es ein £ € (zg,x1) gibt mit ¢’(§) = 0.

Man beachte, dass ¢'(z¢) < 0 und ¢'(z1) > 0. Nach Satz 8.2 existiert
ein & € [zg, x1], so dass

f(&) > f(x) fiir alle x € [xq, x1].

Es folgt aus Satz 13.4, dass g streng monoton fallend in zq ist und
streng monoton steigend in z;. Es folgt, das § # xg, z1, d.h. £ € (xg, 21),
insbesondere ist £ ein innerer Punkt. Nach Lemma 13.1 gilt daher, dass
g'(§) =0.

O

Definition. (1) Ist f differenzierbar und ist f’ stetig, dann heifit f
stetig differenzierbar und wir sagen f ist eine C'-Funktion.
(2) Ist f eine C™-Funktion und ist die n-te Ableitung f™ eine C'-
Funktion, so heift f eine C™*'-Funktion.
(3) Wir sagen f ist eine C*°-Funktion wenn f fiir alle n eine C"-
Funktion ist.
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Beispielsweise sind Polynomfunktionen, die Exponentialfunktion und
die trigonometrischen Funktionen C*°-Funktionen. Anderseits ist die

Funktion
R — R

2 .
v z*sin(1/x), wenn x # 0,
0, wenn x = 0.

in jedem Punkt differenzierbar (auch im Punkt z = 0!), aber ihre Ab-
leitung ist gegeben durch
R —- R
2z sin(1/x) —cos(1/x), wenn z # 0,
T =
0, wenn x = 0,
und diese Funktion ist im Punkt x = 0 nicht stetig.

Satz 13.9. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Es seien f,g: [a,b] = R zwei differenzierbare Funktion. Nehmen wir
an, dass ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b), dann existiert ein £ € (a,b) mit
&) _ F6) = fla)
g€ gb) —gla)

Bewezs. Wir betrachten die Funktion

Fle) = f(z) - %w(m) ~ g(a)).

Es gilt F(a) = f(a) und F(b) = f(a). Wir konnen also den Satz von
Rolle auf F' anwenden. Es existiert also ein € € (a,b), so dass F”(€) = 0.

Dann gilt
0= F( = (o - LH=T )

Nachdem ¢'(§) # 0 nach Voraussetzung, folgt, dass
f'(€) _ fb) — f(a)

g gb) —gla)

wie gewiinscht. O

Die wichtigste Anwendung des Satzes sind die Regeln von de I’'Hospital.

Satz 13.10. Es seien f,g: [a,b] — R differenzierbare Funktion, so
dass ¢'(x) # 0 fir alle x € (a,b). Wenn f(a) = g(a) = 0 und wenn

existiert, dann gilt
!/
lim _f(:z:) = lim / (x)
T\ g($ \@a g/(aj)
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Der Satz gilt natiirlich auch, wenn f(b) = ¢g(b) = 0, und wenn man
lim,~ , durch lim, ~, ersetzt.

Beweis. Zur Erinnerung,

li{(nh(x) =d:<= V 3 Vo |h(z) —d| <e.

e>0 6>0 z€(a,a+d)

Wir setzen
/
d := lim / (w)
wN\a g'(z)
Wir wollen zeigen, dass
lim @ =d.
wNe g(x)
Es sei also € > 0. Nachdem lim, 4, % = d existiert ein § > 0, so dass
f'(2) ‘
x € (a,a+9) = —d| <e.
( ) g9'(z)

Nun sei z € (a,a + ). Der Satz folgt jetzt aus folgender Behauptung:
Behauptung.

xE(a,a—l—é)é’%—d < e.

Es sei also z € (a,a + J). Wir wenden den verallgemeinertem Mit-
telwertsatz auf die Einschrinkung von f und g auf [a, z] an. Nachdem
verallgemeinertem Mittelwertsatz existiert ein £ € (a, ), so dass

Q) _ flx) = fla) _ fx)

g€ glx)—gla)  g(z)

Es folgt also,

f@) |5

9(x) g'(€) ’
aber nachdem £ € (a,x), insbesondere £ € (a,d), folgt, dass der Aus-
druck auf der rechten Seite kleiner als ¢ ist. 0

Beispielsweise gilt nach der 'Hospitalschen Regel, dass

Man kann auch folgende Variationen der de I’Hospitalschen Regel
zeigen. (Siehe Forster Kapitel 16).
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Satz 13.11. Es seien f,g: (a,b) — R differenzierbare Funktion, so
dass ¢'(x) # 0 fir alle v € (a,b). Wenn
/
lim (@)
o g'(@)

existiert, oder wenn /
i @)
wNa g'(2)
bestimmt gegen 400 oder gegen —oo divergiert, und wenn entweder
(1) lim,\, g(x) = 00, oder wenn
(2) lim,ng f(z) =0 und lim,~ 4 g(x) =0,

dann gilt
lim M = lim / (x)
wa g(x)  aNa g'(2)

Beispielsweise gilt

, . In(z) . 2 .

il{‘r})(x-ln(m))—il\‘r% I —il\r%_x_lg—glc{‘r(l)—x—
Zur Erinnerung, fiir a € R haben wir definiert:

lim f(z)=a:& V 3 v |f(z) —a] <e.

z\o e>0 6>0 xz€(zo,x0+€)ND

und
lim f(zr)=a:&= V 3 V |f(z)—a| <e.

T—00 e>0 XeR ze(X,00)ND

Es gilt folgendes Lemma, welches in den Ubungen bewiesen wird:

Lemma 13.12. Es sei f: (b,00) — R eine Funktion, dann gilt fir
a € R, dass

1
Die gleiche Aussage gilt auch fiir bestimmte Divergenz gegen +o0.
Mithilfe dieses Lemmas kénnen wir jetzt folgenden Satz beweisen.

Satz 13.13. Es seien f,g: (a,00) — R differenzierbare Funktion, so
dass ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,00). Wenn

f'(z)

T—00 g’(x)

existiert, oder wenn
/
T—00 g’(:p)
gegen 400 oder gegen —oo divergiert, und wenn entweder
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(1) lim, o g() = 00, oder
(2) lim, o0 f(2) =0 und lim,_, g(x) = 0,

dann gilt
i 15y, 710)
A g@) o @)

Beweis. Wir betrachten nur den 2. Fall, der 1. Fall lauft fast genauso.
Wir definieren k(z) = f(£) und {(z) = g(2), dann gilt nach Lemma

13.12, dass
lim @ = lim @
e gla) 2 I(a)
Wir wollen jetzt natiirlich Satz 13.10 anwenden, aber dazu miissen wir

erst zeigen, dass der Grenzwert lim,\ % existiert. Nun gilt aber,

dass

|—=

Ky . f

lim g L) e Fe) oy I'@)
2N\O0 I'(2) 1\0 g (

el a2 m -] )
=k gl e g(a)
D.h. der Grenzwert lim, o 1/(( )) existiert nach Voraussetzung.
Jetzt konnen wir also Satz 13.10 anwenden, und erhalten mit der
obigen Berechnung, dass

B8 =

. T . k(x
lim, oo g(—x)) = limg,\p l(_:r))
= lim, o 2@
T,
= lim, e T
O
Beispielsweise gilt fiir jedes o > 0, dass
1 1 11
lim n(z) = lim L N = lim — =0.
r—o0 ¢ T—00 (¢ - LY z—o00 (f T

D.h. die Funktion In(x) wéchst ‘langsamer’ als jede Potenz von z. An-
dererseits erhélt man fiir jedes n € N, durch mehrmaliges Anwenden
der Regel von ’Hospital, dass

x xT

€

: e
hma:—>oo hmx—mo W

xn
e®

d.h. die Funktion exp(z) wichst ‘schneller” als jede Potenz von z.
Wir beschlielen das Kapitel mit folgendem Beispiel:

Lemma 13.14. Die Funktion
R —- R

2
e 7 wenn x # 0,
r
0, wenn = 0.
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ist O und es gilt, dass f™(0) = 0 fiir alle n € N.

D.h. f hat die Eigenschaft, dass alle Ableitungen am Punkt 0 ver-
schwinden, aber die Funktion ist nicht konstant.

Beweis. Es gilt

12
lim, o ! (I);f ©) lim,\ o € (;/2)
= hmx—mo %

T

= lim, e e%
Jetzt wenden wir die I’'Hospitalsche Regel an und erhalten, dass

— f(0 1
lim —f(:c) 10) = lim iz = lim > =
2\ 0 €T z—o00 et z—o00 2xe®

Genau das gleiche Argument zeigt auch, dass

i 10 =10
x 0 T

d.h. wir sehen, dass f/'(0) = lim, .o f(m);f(o) = 0. Ganz genauso zeigt
man, dass

1\" 2
(13.1) lim (—> cem WDt =
\0 \ T

fir alle k.
Es sei jetzt A(n) die Aussage: f ist n-fach differenzierbar und

F { pn(%)e_l/xz, wenn x # 0,

0, wenn x = 0.

wobei p,,(z) ein Polynom ist, oder anders gesagt, p, (1) ist ein Ausdruck
vom Typ

2 3 d
1 1 1 1
at+ar—+a|—) +taz|{—) +---+ag|—) ,a9,...,aq € R.
x x x x

Wir wissen schon, dass A(0) und A(1) gelten. Durch Induktion zeigt
man nun, dass A(n) fiir alle n gilt. Beim Beweis, dass unter Annahme
von A(n) auch A(n+1) gilt muss man mehrmals (13.1) verwenden. [

14. DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL

14.1. Definitionen und erste Eigenschaften. Es sei [a, b] ein kom-
paktes Intervall. Eine Zerlegung Z von |a, b] ist eine Menge Z = {z1,...,2,},
so dass

A<z <zp<- <z, <b

Wir setzen dann 2y = a und 2,41 = b.
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Sei f: [a,b] — R eine beschréinkte Funktion und Z eine Zerlegung
von [a, b]. Dann heift
U(Z,f) =Y (2es1 — 2) inf f([z0, 2541])
k=0
die Untersumme von f beziiglich der Zerlegung Z und

O(Z,f) = Z(ZkJrl — 2) sup f([zx, zk+1])
k=0
heifit die Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z. Man beachte,
dass
U(Z,f) <0(Z, f)
fiir jede Zerlegung.

Definition. Eine beschriinkte Funktion f: [a,b] — R heifit Riemann
integrierbar, wenn °

sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von |a, b} = inf{O(Z, f)| Z Zerlegung von [a, b]}.

Wenn f Riemann integrierbar ist, dann heif3t

/b f(z) dx = sup{U(Z, f)| Z Zerlegung von [a, b]}

das Riemann-Integral iber f von a nach b.

Wir sagen in Zukunft oft auch ‘integrierbar’ anstatt ‘Riemann inte-
grierbar’ und ‘Integral’ anstatt ‘Riemann-Integral’. Wenn f Riemann

integrierbar ist, dann sagen wir auch, dass f; f(z) dx existiert.

Beispiel. Es sei f: [a,b] — R eine konstante Funktion, d.h. f(x) = ¢
fiir alle z € [a,b]. Dann gilt fiir jede Unterteilung Z von [a,b], dass
UZ, f) = ¢(b—a) und O(Z, f) = ¢(b — a), d.h. f ist Riemann-

integrierbar, und
b
/ f(z)dx = c(b—a).

8Erinnern wir uns noch einmal an die Definition vom Supremum sup(M) einer

nach oben beschrinkten Teilmenge M C R: Wir sagen y = sup(M) wenn gilt:

(1) y ist eine obere Schranke fiir M, und

(2) y ist die kleinste obere Schranke fiir M,
anders ausgedriickt, y = sup(M) wenn gilt:

(1) y > z fir alle z € M, und

(2) es existiert zu jedem € > 0 ein x € M, so dass z > y —¢.
In der Tat, die erste Bedingung besagt gerade, dass y eine obere Schranke ist, und
wenn die zweite Bedingung nicht gelten wiirde, dann wire y — e eine obere Schranke
fiir M, welche kleiner als y ist.
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Beispiel. Wir betrachten

f:00,3) - R
0, wennz € QnJ0,3|
v 2, andernfalls.
Essei Z = {z1,..., 2,} eine Zerlegung von [a, b]. Dann ist f([zx, 2k41]) =

{0,2}, d.h. inf f([zk, 2k+1]) = 0 und sup f([2k, 2zk+1]) = 2. Dann gilt ins-
besondere fiir jede Zerlegung Z von |0, 3], dass

U(Z, f) :Zzzo(zkﬂ — zx) inf f([2k, 2k11]) :ZZZO(%H —z) 0=
O(Z, )= j—ozr+1 — 2&) sup f([zn, 2641]) = 35 (21 — 2) - 2
Die Funktion f ist also nicht Riemann-integrierbar.

Der folgende Satz erlaubt es die Integrabilitit einer Funktion zu
zeigen, ohne direkt mit Infimum und Supremum zu arbeiten.

Satz 14.1. (Riemannsches Integrabilititskriterium) Eine beschrinkte
Funktion f: [a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem
e > 0 eine Zerlequng Z von [a,b] gibt, so dass

OZ, f) - U(Z,f) <e.

Fiir den Beweis brauchen wir noch folgende Definition: Es sei Z eine
Zerlegung von [a,b]. Wenn man Z’ aus Z durch zufiigen von Punkten
erhilt, d.h. wenn Z C Z’, dann nennen wir 7’ eine Verfeinerung von
der Zerlegung Z. Es gilt dann offenbar

(14.1)  UZ,f) SUZf) wd O(Z, f) < O(Z, f).
Bewers. Sei also f integrierbar und € > 0. Nachdem

sup{U(Z, f)| Z Zerlegung von [a,b]} = [’ f(z) dx
inf{O(Z, )| Z Zerlegung von [a,b]} = f:b f(z) dx

existieren Zerlegungen Z; und Z,, so dass ?

/ f(@)dze —U(Zy, f) <

DO ™

9Ganz allgemein gilt folgende Aussage: Es sei M C R eine beschriinkte Menge,
y = sup(M) und 0 > 0. Dann existiert ein m € M, so dass y — 0 < m < y. In der
Tat: y ist eine obere Schranke fiir M, aber y — ¢ ist keine obere Schranke fiir M da
das Supremum die kleinste obere Schranke ist.
Wir wenden jetzt diese Aussage auf M = {U(Z, f)| Z Zerlegung von [a, b}, y =
f; f(x) dz und § = 5 an. Wir erhalten dann ein m € M, aber jedes m € M ist von
der Form m = U(Y, f) wobei Y eine Zerlegung von [a, b] ist.
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ZQ, /f dl’<—

Dann gilt O(Zy, f) —U(Z1, f) < e. Nachdem Zl U Z5 eine Verfeinerung
von Z; und von Z, ist, folgt aus (14.1), dass
O(Z1U Zy, ) = U(Z1 U Zs, [)
< (227 ) (Zb f)

= 021, f) = [) f(@)da + [* f(z)dx — U(Z, f)
< $+5=-

und

Dies zeigt, dass f das Riemannsche Integrabilitdtskriterium erfiillt.
Nun nehmen wir an, dass f das Riemannsche Integrabilitéatskriterium
erfiillt. Wir miissen zeigen, dass

inf{O(Z, f)| Z Zerlegung von |[a, b]}—sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b]} = 0.

Man beachte, dass dieser Ausdruck immer grofler gleich Null ist. Um
zu zeigen, dass der Ausdruck Null ist, geniigt es folgende Behauptung
Zu zeigen:

Behauptung. Fiir jedes € > 0 gilt

inf{O(Z, f)| Z Zerlegung von [a, b} —sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a,b]} < ¢.
Es sei also € > 0. Dann existiert eine Zerlegung Z, so dass O(Z, f) —

U(Z, f) <e. Es gilt

UZ,f) < sup{U(Z, f)|Z Zerlegung von [a,b]}
< inf{O(Z, f)| Z Zerlegung von [a, b]}
< O(Z, ).

Insbesondere gilt

0 <inf{O(Z, f)| Z Zerlegung von [a,b|}—sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von [a,b]} < e.
U

Beispiel.

Satz 14.2. Es seien f,g: [a,b] — R integrierbare Funktion und X € R.
Dann sind auch die Funktionen f+ g und X - f integrierbar und es gilt

o (F@) +g(@)de = [ f@)do+ [ g(x) d
fab)\ flx)de = M- fabf(x) dx
Beweis. Wir zeigen, dass f + g das Riemann-Kriterium erfiillt. Sei also

e > 0.
Fiir jedes Intervall [c, d] gilt:

inf(f([¢, d])) + inf(g([c,d])) < inf((f + g)([¢,d]))
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und

sup(f([c, d])) + sup(g([c, d])) = sup((f + g)([c.d])).
Es folgt also, dass fiir jede Zerlegung Z von [a, b] gilt, dass

UZ, f)+U(Z,g) < UZ f+g)
< OZ, f+9)<0(Z, f)+0(Z,9).

Nachdem f und g Riemann integrierbar sind, existieren nach Satz 14.1
Zerlegungen Z; und Zj, so dass

(14.2)

O(Zy, f) = U(Zy, f) <

Y

DO | ™

und so dass
0(2279) - U<227g) <

Aus folgt (14.1) und (14.2) folgt, dass

U(Zy, f) +U(Za,9) U(Z1U Zy, f) + U(Z1 U Zs, g)
U(Z1U Zy, | +9)

O(Z,U Zy, f +9)

O(Z1U Zy, f) + O(Z1 U Zy, g)
O(Zy, f) + O(Zy, g).

Nachdem die Differenz zwischen dem letzten und dem ersten Ausdruck
kleiner als § + 5 = ¢ ist, folgt, dass auch

0(21UZg,f+g)—U(Z1UZg,f+g)<6.

DO | ™

ININININIA

Dies zeigt, dass f + ¢g das Riemann-Kriterium erfiillt. Es folgt dann
auch, dass

[P f(x)de + [P g(x) da
= sup{U(Zy, f)| Z1 Zerlegung von [a, b]} + sup{U(Za, g) | Z2 Zerlegung von [a, b]}
= sup{U(Z, f + g)| Z Zerlegung von |a, b]}.

(Die erste Gleichung folgt aus der Definition des Integrals, die zweite
Gleichung folgt aus dem obigen Argument.)
Die Aussage fiir Af zeigt man fast genauso. 0

Korollar 14.3. Es sei [ : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funk-
tion und g : [a,b] — R eine Funktion, welche aus g durch Abdnderung
an endlich vielen Punkten entstanden ist. Dann ist g ebenfalls Riemann-
integrierbar und es gilt

/abg(x) dz = /abf(m) dz.
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Beweis. Wir definieren h(z) := g(z) — f(z). Bis auf endlich viele Aus-
nahmen gilt dann h(x) = 0 fiir « € [a, b]. Ahnlich wie im Beispiel bevor

Satz 14.1 zeigt man, dass h Riemann-integrierbar ist mit f; h(z)dx =
0. Das Korollar folgt nun aus Satz 14.2 nachdem g = f + h. O

Lemma 14.4. FEs seien f,g: [a,b] — R zwei Riemann integrierbare
Funktionen, so dass f(x) < g(z) fir alle v € |a,b]. Dann ist

/jf(:p) iz < /abg(m) da.

Dies folgt sofort aus der Definition, nachdem fiir jedes Intervall [c, d]
gilt:

inf(f([e, d]) < inf(g(c], d]))-

Es sei nun D C R eine Teilmenge und f: D — R eine Funktion.
Es sei E C D eine Teilmenge. Wir bezeichnen dann mit f|g die Ein-
schrankung von f auf F.

Lemma 14.5. Es seia < b < cund f: [a,c] — R eine Funktion. Wenn
[liap) und flp.q integrierbar sind, dann ist f ebenfalls integrierbar und

es qult
/acf(x)dx = /abf(x)d:c—l—/bcf(x)da:.

Beweis. Es seien Z; eine Zerlegung von [a,b] und Z, eine Zerlegung
von [b, c]. Dann ist Z := Z; U {b} U Z5 eine Zerlegung von |a, ¢| und es
folgt sofort aus den Definitionen, dass

(14.3) U(Zy, fllawy) +U(Za, flpg) = U(Z, f)
‘ O(Zl’fhavb])+O(Z2>f|[b,c]) - O(Z,f)

Es folgt, dass

S f@)de + [ f(x)

sup{U(Z1, fliag) | Z1} +sup{U(Zz, flip.g) | Z2)
sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von |a, b|}
inf{O(Z, f) | Z Zerlegung von [a, b] }
inf{O(Z1, flian) | Z1} + sup{O(Z2, flp) | Z2)
S f@)de+ [ f(x).

(Die erste und dritte Ungleichung folgen aus (14.3).) Insbesondere er-
halten wir, dass

sup{U(Z, f) | Z Zerlegung von |[a,c|} = inf{O(Z, f)| Z Zerlegung von [a, c|},

VAN VAR VAN
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und beide stimmen mit f; f(z)dz + [, f(x) iiberein. Es folgt, dass f
Riemann-integrierbar ist, und dass

/acf(x)da::/abf(yc)dx—l—/bcf(x)dx.

Beispiel. Es seien xg < 1 < 19 < --- < z, in R gegeben und es seien
Yo, - - -, Yn—1 in R gegeben, dann bezeichnen wir die Funktion

U

[zg, ;] — R
v Y, wenn r € [Ty, Tpy1)
Yn_1, WENN T = T,.

als Treppenfunktion. Dann folgt aus den Beispiel, aus Satz 14.2 und aus
Lemma 14.5, dass f;}” f(z) dz integrierbar ist, und dass

Tn n—1
/ fl)de = yp(rer — 1)
o k=0

Konvention. Fiir b < a definieren wir

/abf(x) do = — /baf(x) dz.

Mit dieser Konvention gilt Lemma 14.5 fiir beliebige a,b und c.

14.2. Integrabilitdtskriterien. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte
Funktion, und Z eine Zerlegung von der Form

a=20<2z1 << 2y <2Zpi1 =0,

dann konnen wir O(Z, f) —U(Z, f) auch folgendermaflen umschreiben:
(14.4)
O(Z, f) - U(Z7f)

= Dozt — z)sup f([25, 2i1]) — D00 (2i1 — 2) inf f([25, 2i11])

= Yico(zirr — z)(sup f([2i, zia]) — inf f([2i, 2i1])

= Yiso(zirr — z)sup{|f(z) — f(2)|| 2, 2" € [z, zi1a]}.
Wenn f stetig ist, dann nimmt f das Maximum und Minimum auf den
kompakten Intervallen [z;, z;11] an, und es folgt, dass wir das Supremum
durch das Maximum ersetzen kénnen, d.h. es gilt:
(14.5)

OZ, /) =U(Z f) = Yiso(zipr — z) max{[f(z) — f()] |2, 2" € [2, 2]}

Satz 14.6. Es sei f: [a,b] — R eine Funktion. Wenn f stetig ist, dann
ist f auch integrierbar.
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Beweis. Sei also € > 0. Nach Satz 14.1 miissen wir zeigen, dass es eine
Zerlegung Z von der Form

a=2z0< 21 <<z, <Zpr1=2>

gibt, so dass O(Z, f) —U(Z, f) < e, d.h. so dass

Z(ZH—I — z) max{|f(z) — f(2")] |z, 2" € [z, zi11]} <.
=0
Die Idee ist nun zu zeigen, dass es eine Zerlegung gibt, so dass fiir
alle 7 gilt
€
z, 2’ € [z, 2] = | f(z) — f(2')] < b—a
Eine solche Zerlegung finden wir, wenn wir uns der gleichméfigen Ste-
tigkeit entsinnen.
Zur Erinnerung, in Satz 8.4 hatten wir bewiesen, dass eine stetige
Funktion f, welche auf dem kompakten Intervall [a, b] definiert ist, auch
gleichméBig stetig ist, d.h.

|f () = f)] <.

n>0 6>0 z,2’€[a,bl mit |z—z'|<8

Wir setzen nun n = . Es existiert dann also ein § > 0, so dass gilt:

z, 2" € [a,b] und \x—x/| <d=|f(x)— f(a")<n= ﬁ.

Nachdem e > 0 existiert ein n € N, so dass z;ﬁ < 0. Wir betrachten
dann die Zerlegung

=0, n+1.
1

)
Zi=a-+1-
n
Dann gilt
z, 8’ € [z, zi] = v — 2| <z — 2 < 0= |f(x) — f(2)] <,

insbesondere gilt:
€
b—a

max{[f(z) = f(2)|[2,2" € [21, 2]} < =
Es folgt nun, dass

02, f) =U(Z, ) ZoEZzH zi) max{|f(z) — f(&')| |2, 2" € [z, zia]}

0 quj‘l ) 80,
= D imo(Zi1 — i)
= 7=-(b—a)

A
mMM

°~|

|
fT) S



ANALYSIS T - WINTERSEMESTER 2010-2011 95

Aus Lemma 14.5 und Satz 14.6 folgt sofort, dass jede beschriankte
Funktion f: [a,b] — R mit hochstens endlich vielen Unstetigkeitsstel-
len Riemann integrierbar ist.

In den Ubungen werden Sie folgendes Lemma beweisen:

Lemma 14.7. Jede monotone Funktion f: [a,b] — R ist Riemann
integrierbar.

Definition. Es sei f: D — R eine Funktion. Wir sagen, f ist Lipschitz-
stetig mit der Lipschitzkonstante L, wenn fiir alle x,y € D gilt, dass

[f(x) = f(y)| < Llz —yl.

Beispiel. (1) Die Funktion z ~— |z| ist Lipschitz-stetig mit Lip-
schitzkonstante L = 1.
(2) Es sei ¢ > 0, dann ist die Funktion

f:[-¢,c] = R
r = 2?

Lipschitz-stetig. In der Tat, es gilt fiir alle x,y € [—¢, ¢], dass

[f(@)=f@)l =1a* = = [(z—y)(@+y)| = lz—y|- [z +y| < [o—yl| 2,
d.h. f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L = 2c.
(3) Es sei ¢ > 0, dann ist die Funktion
f:00,¢ — R
T = T

nicht Lipschitz-stetig. (Dies wird in den Ubungen gezeigt.)
(4) In den Ubungen werden Sie zeigen, dass jede Lipschitz-stetige
Funktion in der Tat stetig ist.

Man beachte, dass Lipschitz-stetige Funktion auch stetig sind. Dies
wird in den Ubungen bewiesen.

Lemma 14.8. Es sei h: [a,b] — R eine integrierbare Funktion und
¢ : M — R eine Lipschitz-stetige Funktion, so dass h([a,b]) C M.
Dann ist die Funktion ¢ o h: [a,b] — R ebenfalls integrierbar.

Beweis. Es sei ¢ Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L. Es sei Z
eine Zerlegung von [a, b] von der Form

a=20<2z1 << 2y <Zpi1 =0,
nach (14.4) gilt dann

O(Z,h) = U(Z.h)= (201 — z)sup{ [h(x) — h(')| | 2.2" € [z, 2ea])

=0

O(Z, 60 h) = U(Z,¢0h) =3 (221 — z) sup{l(h(x)) — 6(h(a"))| | 72" € [z, 7]}

=0
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Anderseits gilt nach Voraussetzung, dass

|6(h(x)) — ¢(h(2))| < L - |h(x) — h(a')|
fiir alle z, 2’ Es folgt sofort, dass fiir jede Zerlegung gilt:

Wir zeigen nun mithilfe des Riemann-Kriteriums, dass ¢o f Riemann

integrierbar ist. Sei also ¢ > 0. Nachdem f Riemann-integrierbar ist,
existiert eine Zerlegung Z von [a, ], so dass

O<Zaf)_U(Z7f) < %7

es folgt aus (14.6), dass

O(Z,¢of)—U(Z,¢of)<L-%:5.

t

Es seien f,g: [a,b] — R zwei Funktionen, dann erhalten wir eine
neue Funktion max(f, g) wie folgt:

la,b] — R
v o max(f(z), g())
Beispielsweise gilt |z| = max(z, —z). Ganz analog wird die Funktion

min(f, g) eingefiihrt.

Satz 14.9. FEs seien f,g: [a,b] — R zwei integrierbare Funktionen.
Dann sind

f -9, 1fl, lgl, max(f, g), min(f, g)

ebenfalls integrierbar.
Es folgt beispielsweise, dass Polynomfunktionen integrierbar sind.

Beweis. (In dem Beweis werden wir mehrmals Satz 14.2 verwenden
ohne den Satz explizit zu erwéhnen.)
Nachdem f integrierbar ist, ist f beschrinkt, d.h. es existiert ein
C € R, so dass |f(x)| < C fiir alle x. Die Funktion
¢:[-C,C] - R
r —

ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 2C. Es folgt aus Lemma

14.8, dass und ¢ o (f +g) = (f + ¢)* und o (f —g) = (f — 9)?
integrierbar sind. Dann ist aber auch

f-g=i((f+g)2—(f—g)2))

integrierbar.
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Die Funktion
¢:[-C,C] - R

ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1. Es folgt aus Lemma 14.8,
dass |f| und |g| integrierbar sind, und dass

1
max(f,g) = f+5(g—f+lg—fI)
integrierbar ist. 0

Satz 14.10. Es sei f: [a,b] — R eine integrierbare Funktionen, so
dass es ein § > 0 gibt, mit |f(x)| > § fiir alle x € [a,b]. Dann ist die
Funktion % ebenfalls integrierbar.

Man beachte, dass aus Satz 8.2 folgt, dass die Bedingung an f erfiillt
ist, wenn f stetig ist und keine Nullstelle auf [a, b] besitzt.

Beweis. Nachdem f integrierbar ist, ist f beschriankt, d.h. es existiert
ein C' € R, so dass |f(z)| < C fiir alle 2. Die Funktion

¢:(—o00,-ClU[C,0) — R

1

r p
ist Lipschitz-stetig mit Llpschltz Konstante 02 (wie man leicht zeigen
kann). Es folgt, dass ¢po f = 7 ! integrierbar ist. O

Lemma 14.11. Wenn f: [a,b] — R Riemann integrierbar ist, dann

qilt
/ 1 (@)] da.

Beweis. Es gilt |f(z )| > f(z) und |f(x)] > —f(z) fir alle x € [a,b].
Aus Lemma 14.4 folgt

Jo\f@)lde > [0 f
f|fw|d$2f dr = - [, f(x)

[ 1wl

Dieses Lemma kann man als Verallgemeinerung der Dreiecksunglei-
chung |z + y| < |z| + |y| auffassen.

x) dx

also auch

x)dz|.

O
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Lemma 14.12. FEs sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, so dass
f(z) >0 fiir alle z € [a,b], und so dass f(x¢) > 0 fiir mindestens ein
xg € |a,b]. Dann gilt

/abf(x)d:z:>0.

Beweis. Wir wenden die Definition von Stetigkeit im Punkt x, auf

€= @ an. Es existiert dann ein ¢ > 0, so dass gilt:

v € (2~ 8,20 +0) = |f(2) — flao)| < = = T2V
Aus der Dreiecksungleichung folgt dann auch, dass

x x
£) — flanll <= = L9 o @) > pag) - = L0

Betrachten wir nun die Funktion

g:la,b] — R

[0 - falls x € (zg — 6,20 + 6)
PEER 0 ) L0 )
v { 0, andernfalls.

Dann gilt f(z) > g(z) fiir alle € [a,b], und aus Lemma 14.4 folgt,

dass
/be<x>dx > j£b9<x>dx.

Andererseits ist g eine Treppenfunktion und es ist offensichtlich, dass
f: g(z) dz groBals Null ist. O

Satz 14.13. (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es sei f: [a,b] — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein & € (a,b), so dass

1 b
16) = 5= | 1.
Beweis. Nach Satz 8.2 existieren xg,x; € [a,b], so dass

fzo) < f(x) < fa1)

tir alle z € [a,b]. O.B.d.A. zy < 2.

Wenn f(zg) = f(z1), dann ist die Aussage des Satzes wahr fiir jedes
€ € la,b].

Nehmen wir nun an, dass f(zg) < f(z1). Ein £, welches einen vorge-
gebenen Funktionswert annimmt, erhélt man durch den Zwischenwert-
satz fiir stetige Funktionen (Satz 8.3). Um diesen anwenden zu kénnen,
zeigen wir folgende Behauptung:
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Behauptung.
1 b
fla) < [ 1@)de < fa).

Die erste Ungleichung folgt aus Lemma 14.12 angewandt auf g(x) =
+—(f(z) — f(z0)) und die zweite folgt Lemma 14.12 angewandt auf
g(x) = 525 (f(21) = f(2)).

Der Satz folgt jetzt sofort aus der Behauptung und aus dem Zwi-
schenwertsatz (Satz 8.3). O

14.3. Integrale und Funktionenfolgen. Zur Erinnerung:

Definition. Eine Folge (f,) von Funktionen f, : D — R konvergiert
gleichmdfig gegen f: D — R wenn es zu jedem n > 0 ein N € N gibt,
so dass fiir alle n > N und alle x € D gilt:

£() — fule)] <.
Satz 14.14. (Konvergenz-Satz fiir Riemann-Integrale) Es sei f, : [a,b] —
R eine Folge von Riemann-integrierbaren Funktionen, welche gleichmdf$ig
gegen f: [a,b] — R konvergiert, dann ist auch f Riemann-integrierbar,
und es qilt
b b
/ flz)dx = lim [ f,(z)dx.

n—o0 a

Beweis. Wir beweisen zuerst mithilfe des Riemann-Kriteriums, dass f
Riemann integrierbar ist. Sei also £ > 0 gegeben.

Bevor wir den Beweis fortfithren, machen wir eine kleine Nebenrech-
nung. Nehmen wir an, dass gilt:

|f(z) — fu(z)] < n fiir alle x € [a, b],
d.h.
fule) € (f(@) =, f(z) +n), fir alle z € [a,b].
Dann gilt fiir jede Zerlegung von [a, b], dass

U<van> < U(Z7f)+(b_@)77 und
O<van> > O<va)_(b_a)n

Wir wihlen nun ein n, so dass |f(z) — fu(x)| < n = o fir alle
x € [a,b], und eine Zerlegung Z von [a, b, so dass

O(Z, ) —U(Z, f) < g
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Dann gilt auch, dass

02, f)=U(Z,[) fa) + (b —a)n) = (U(Z, fn) = (b—a)n)

(0(Z,
(O(Za fn) - U(Za fn)) +

A Il A
M olm

+

oIm

Dies zeigt, dass f in der Tat Riemann integrierbar ist.
Es bleibt zu zeigen, dass

n—oo

/bf(x) dxr = lim bfn(x) dx.

Sei also € > 0. Sei N so gewihlt, dass fiir alle n > N und alle = € [a, b
gilt:

£(@) = fulw)] < =

Dann gilt fiir n > N auch, wegen Lemma 14.11, dass

de = [} ful@)de| < [ 1f() = fule)] do

fab ad'r
5 (0—a)

b—a
e.

a.

AN IA

15. DER HAUPTSATZ DER INTEGRAL- UND
DIFFERENTIALRECHNUNG

In diesem Kapitel sei I C R eine zusammenhéngende Menge, d.h.
ist ein Intervall, welches moglicherweise offen, halboffen, geschlossen,
beschrénkt oder unbeschrankt ist.

Satz 15.1. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f: I —
R eine stetige Funktion und xg € I. Wir definieren

:/x:f(t)dt

dann ist F': I — R differenzierbar, und es gilt F' = f.

Beweis. Sei x € I und h # 0, dann folgt aus Lemma 14.5, dass

Fa+h) —F@) _ [n" f@de— [7f@yde [ fr) de
h h N h
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 14.13) existiert
nun zu jedem h > 0 ein &, € (z,z + h), so dass

W = f(&n)-

Nachdem f stetig ist, gilt nun
F —F
lim (x + h})Z (x)

h—0

= }Zig[l)f(fh) = f(}g%fh) = f(x).
O

Es sei f: I — R eine Funktion. Eine Stammfunktion von f ist eine
differenzierbare Funktion F' mit F' = f.

Lemma 15.2. Wenn F' und G Stammfunktionen von f: I — R sind,
dann ist die Funktion F' — G eine konstante Funktion.

Beweis. Es gilt (F—G) = F' —G' = f— f =0, das Lemma folgt jetzt
aus Lemma 13.5. U

Satz 15.3. Sei f: I — R eine stetige Funktion und F eine Stamm-
funktion, dann gilt fir alle a,b € I, dass

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Beweis. Wir betrachten
G(z) = / f(t)dt.
Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung ist GG eben-
falls eine Stammfunktion, und nach Lemma 15.2 existiert ein C' € R,
so dass F'(x) = G(x) + C fiir alle x € I. Es folgt, dass
b
/ f(x)dz = G(b) — G(a) = (G(b) + C) — (G(a) + C) = F(b) — F(a).
O
Fiir eine beliebige Funktion F' schreiben wir auch
[F(2)]g = F(2)|; :== F(b) = F(a).

Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann schreiben wir zudem

/ f(z)dz = F.

Diese Schreibweise ist natiirlich etwas problematisch, weil F' nur bis auf
eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Wir nennen [ f(z) dx manch-
mal auch das unbestimmte Integral von f.
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Aus den schon bestimmten Ableitungen erhalten wir jetzt folgende
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Tabelle:
Funktion Ableitung | Funktion | Stammfunktion
« a— a xotl
x ar® ! % a# —1 o
In(x),z >0 1 1 In|z|
In(—z),z <0, g
e’ e’ e’ e’
sin(x) cos(x) cos(x) sin(x)
cos(x) — sin(z) sin(x) — cos(z)
tan(:v) cos%(z) cos%(z) tan(:n)
arctan(z) T T tan(z)
arcsin(z) \/11_7 11_902 arcsin(z)
arccos(z) \/%12 11712 — arccos(x)

15.1. Partielle Integration. Es sei weiterhin I eine zusammenhéngende
Teilmenge von R, d.h. [ ist ein Intervall.

Satz 15.4. Es seien u,v : I — R zwei stetig differenzierbare Funktio-
nen und a,b € I, dann gilt

Beweis. Aus der Produktregel der Ableitung folgt, dass
(u(z)o(2)) = ' (z)v(x) + u(@)v'(2),
also

u(@)v'(z) = (u(z)v(z))" —u'(z)o(z).

Der Satz folgt nun sofort aus den Definitionen und aus Satz 15.3. [

Fiir unbestimmte Integrale schreibt man oft kurz:

/uv’dmzuv—/u’vdx.

Mithilfe der partiellen Integration kann man also ein Integral durch ein
anderes ersetzen. Man wendet partielle Integration of auf u = x™ oder
u = In(z) an.

Beispiel. Wir betrachten f(z) = x-cos(z). Wir setzen u(x) = x,v'(z) =
cos(z), dann ist v/(x) = 1 und v(x) = sin(x), und es folgt

/ z - cos(x) dz = x - sin(z) — / 1-sin(z) dz = zsin(z) + cos(x).
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Beispiel.

1
/ln(x)dx:/l'ln(q:)dx::c'lnx—/x-—dmzmlnx—x.
T

15.2. Substitution.

Satz 15.5. Es seien u : [a,b] — I und f: I — R zwei stetig differen-
zierbare Funktionen. Dann gilt

é?wm»w@mzlyﬂwm

Beweis. Es sei F' eine Stammfunktion von f, d.h. F/ = f. Dann gilt
nach der Kettenregel, dass

dzr
Es folgt aus Satz 15.3, dass

JP (@) - (2)de = [F(u(x))z=,

u=u(a)
u(b
= [ie) F(u) du.

O

Wenn wir nur unbestimmte Integrale betrachten, erhalten wir:

[t ey de = [ ) au
Beispiel. (1) Es sei F eine Stammfunktion von f und es seien ¢, d €
R, dann gilt
[ flex+d)yde = (cx+d)(cx 4+ d)' d

(2) Mithilfe der Additionstheoreme und mithilfe von (1) kénnen wir
zeigen, dass

[cos(z)?de = [ gy
1
2
1
2

(1 +cos(2x))d
(x + —sm (2x) )
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d g _ 1 rd 2z
fc 1422 dx - 2 Jc 1+x2 dx
uzl_—l—w2 1 rd? 1
- 2Je2 u du
_ 1] a2
= [gInfull.

= sl +c—Infl+d?).
(4) Wir betrachten
/ V1-—a2dz.

Wir setzen u = arcsin(z), man beachte, dass v’ = \/117? Es gilt
also
[V1—22dx = f(l—xz)\/ll_?daz
= J(1 —sin(arcsin(2))?) - == da
= J(1—sin(u(z))?) - u'(z) dx
= [1—sin(u)’du
= [cos(u)*du
= L(u+ %sin(2u))

= i(arcsin(z) + 5 sin(2 arcsin(z))).

(Man kann dann mithilfe der Additionstheoreme noch zeigen,
dass sin(2 arcsin(z)) = zv/1 — 22.)
15.3. Uneigentliche Integrale.

Definition. Es sei f: [a,b) — R eine Funktion, wobei a € R und b €

R U {00}, so dass fiir jedes a < d < b das Riemann-Integral fab f(z)dx
existiert. Wenn der Grenzwert

d
jy | s

existiert, dann setzen wir
b d

a a

und nennen es das uneigentliche Integral auf |a,b).

Wenn der Grenzwert limg_;, fad f(x) dx existiert, dann sagen wir fab f(x)dx
konvergiert. Wenn limg ., fad f(z)dx bestimmt gegen +oo divergiert,

dann sagen wir, dass fab f(x) dz bestimmt gegen +oo divergiert. Ganz
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analog definiert man das uneigentliche Integral auf den halb-offenen
Intervallen (a, b].
Beispielsweise gilt

Jooe™ = limg e fod -
= limg_oo[—e )¢
= limgyoe(— €_d+1>
= 1.

Definition. Es sei f: (a,b) — R eine Funktion wobei a € RU {—o0}
und b € RU {00}, so dass fiir ein ¢ € (a,b) die uneigentlichen Integrale

[ e da:und/f

existieren, dann definieren wir

/f da:—/f d:v+/f ) dz,

und nennen es das uneigentliche Integral auf (a,b). (Man kann mithilfe
von Lemma 14.5 leicht zeigen, dass die Deﬁmtlon nicht von der Wahl
von ¢ € (a,b) abhéngt.)

Es gilt die folgende verallgemeinerte Version von Satz 15.3:

Satz 15.6. Sei f: (a,b) — R eine stetige Funktion und F eine Stamm-
funktion, dann gilt, dass

/ f(z)dx = }E%F(x) — lim F(z).

T—a
Mithilfe dieses Satzes kénnen wir nun folgendes Lemma beweisen:

Lemma 15.7. Es sei a > —1, dann gilt

1
1

/xo‘dx: .

0 1“‘0{

Beweis. L .
Jy 2%dz = limgo [, 2* dx
(H»l
= limg o |:Oz+1i|
d
d «@
= limaso(z — 1)
_ 1
Tta’
(In der letzten Gleichung haben wir beniitzt, dass o > —1.) O

Die Konvergenz von uneigentlichen Integralen ist oft dquivalent zur
Konvergenz von Reihen:
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Satz 15.8. FEs sei f: [1,00) — R eine monoton fallende Funktion,
dann gilt

Zf(n) konvergiert @/ f(z)dx konvergiert.
n=1 1

Den Beweis dazu kann man z.B. auf Seite 222 vom Forster finden.
Beispielsweise gilt fiir s > 1, dass

floo x_ls dr = limg e f1d x=*dx
= limg o [Z]d
= limgseo(E57 + 24)

1

s—1"

Es folgt also aus Satz 15.8 angewandt auf f(z) = x—ls, dass fiir jedes
€ (1,00) die Reihe

(e 9]

1

n’
n=1
konvergiert. Dies ist insbesondere eine Verallgemeinerung von Satz 5.4.

Andererseits gilt, dass

[ lde = limg,e fld 2 du

= limg_eo[In(|z)]¢
= limg oo (In(d) — In(1))

Es folgt also aus Satz 15.8 angewandt auf f(z) = %, dass die harmoni-
sche Reihe

Z :

n
n=1
divergiert.

Den folgenden Satz kann man mithilfe von Lemma 14.4 leicht bewei-
sen.

Satz 15.9. (Majoranten-Kriterium fiir uneigentliche Integrale) Seien
fyg: la,b) = R zwei stetige Funktionen gegeben, wobei b € R U {oo}.
Nehmen wir an, es gibt ein C € R, so dass

g(x) > |f(z)| fir alle x € [C,)).
Dann gilt:

b b
/ g(x) dx konvergiert :>/ f(z) dz konvergiert.
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Fine analoge Aussage gilt auch fiir Funktionen, welche auf (a,b] defi-
niert sind.

Es folgt z.B. aus dem Satz und der obigen Rechnung, dass

/OO x4+ 10 d
————dx
1 3?2

konvergiert, nachdem < % fir z > 10.

1
Tra—2
15.4. Die Gamma-Funktion.

Lemma 15.10. Fir jedes s > 0 konvergiert

/ =t dt.
0

Beweis. Sei also s > 0 gegeben. Per Definition ist
[Resletdt = [tsletdt + [t et dL.

Wir miissen zeigen, dass beide uneigentlichen Integrale existieren.
Fiir t € (0, 1] gilt, dass

ts_le_t S t8—17
aber fol t*~1 dt existiert nach Lemma 15.7, also konvergiert nach Satz
15.9 auch fol ts~le~t dt.

Wir zeigen nun, dass floo t*~le7t dt existiert. Wir beweisen zuerst
folgende Behauptung:

Behauptung. Es gibt ein C' € R, so dass fiir alle t > C gilt:

1
s—1_—t
t € St—Q

Mithilfe der Regel von ’'Hospital kann man zeigen, dass

tsfleft tx+1
lim i = lim =0.
tooo t—oo et
Wenden wir die Definition von lim;_ % = 0 auf ¢ = 1 an, sehen
wir, dass es ein C' € R gibt, so dass fiir alle t > C gilt:
1
s—1_—t
t e S t_2

Nachdem floo t% dt konvergiert, folgt wieder aus Satz 15.9, dass auch
[° t*~te~" dt konvergiert. O
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Die Funktion
(0,00) — R
o D(x):= [t et dt

heifit Gamma-Funktion. Sie hat folgende Eigenschaften:
Satz 15.11. (1) I'(1) =1,

(2) fiir alle x € (0,00) gilt

Fz+1)=a-T'(x),
(3) fir alle n € N gilt:
['(n) =nl.

Beweis. Es ist
I'(1) :/ e tdt =1.
0

Fiir a,b € (0,00) folgt aus partieller Integration, dass

b b
/ tre Tt = [—txe_t} tb +x- / t*le~t dt.
=a
a a

Es sei ¢ € (0,00), dann gilt
freet = Joret 4 [Tt
= lim,_ ([—tme’t]iz +ax- [Crte dt)
+ im0 ([—txe_t]ij +x- fcb tr=le=t dt
= —limgo(—a"e™®) + limy oo —b"e " + - [T t" et dL.
Man beachte, dass lim;_,o, —b%e =% = 0 (wegen der Regel von 1’'Hospital)
und lim,_,o(—a”e~*) = 0. Es folgt, dass in der Tat I'(z + 1) = z - I'(z).
Die letzte Aussage folgt aus (1) und (2) durch Induktion. O

15.5. Eine C*°-Treppenfunktion.

Satz 15.12. Es gibt eine C*°-Funktion f: R — R mit der Figenschaft,
dass f(z) =0 firx <0 und f(x) =1 firz > 1.
Beweis. Wir betrachten die Funktion
gR — R
N e V7" wenn x > 0,
0, wenn x < 0.

Wie in Lemma 13.14 zeigt man, mithilfe der Regel von I'Hospital, dass
diese Funktion C*° ist. Die durch h(z) := g(x) - g(1 — z) definierte
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Funktion h: R — R hat die Eigenschaft, dass h(z) = 0 fiir x < 0 und
h(z) =0 fiir x > 1 und h(z) > 0 fiir z € (0,1). Wir setzen

= /01 ht) dt.

Dann hat
fTR —
r
die gewiinschte Eigenschaft. O

16. DAS TAYLORPOLYNOM

In diesem Kapitel sei I durchweg ein offenes Intervall, beschrankt
oder unbeschréankt.

Zur Erinnerung: Eine Funktion f : I — R heifit C™-Funktion wenn
die Funktion n-mal differenzierbar ist und wenn £ zudem stetig ist.
Wir sagen, f ist eine C*°-Funktion wenn f beliebig oft differenzierbar
ist.

Essei f: I — R eine C''-Funktion und xy € I. Dann ist die Funktion

p(@) = f(zo) + f'(wo)(x — o)
(welche oft die Tangente zu f am Punkt xy genannt wird) eine ‘Appro-

ximation von f am Punkt zy’. Mathematisch ausgedriickt gilt:
f(z)—p(z)

limg oy, Z22 = limg g, f(gﬁ)—(f(wol—tl;'o(ﬂﬂo)(fﬂ—zo))
= limy p, L0 iy, S0 s0)

0
= f'(zo) — ['(%0) = 0.
Wir wollen jetzt zeigen, dass man eine Funktion durch Polynome
noch besser approximieren kann. Zur Erinnerung, ein Polynom wvom
Grad n ist ein Ausdruck von der Form
p(z) = ag + a1x + agx® + - - + a,z",
wobei aq, ..., a, € R und x eine Variable ist. Man beachte, dass es fiir
ein gegebenes x( eindeutig bestimmte by, . .., b, gibt, so dass
ao+a1z+asr? + - A a,x" = by+by(x—x0)+bo(x—10) %4+ - by (z—20)".

(Dies kann man durch Induktion nach n zeigen.)
Unser Ziel ist nun zu zeigen, dass wenn f: [ — R eine C™-Funktion
und z( € I, dann existiert (genau ein) Polynom p von Grad n, so dass

i f@) = pl)
T—x0 (x — xo)”

=0.

Um solch ein Polynom zu finden verwenden wir folgendes Lemma:
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Lemma 16.1. Es scien g, h: I — R zwei C™-Funktionen, so dass
g™ (20) = W) (x0) fiir alle k € {0,...,n},

dann gilt
Lo 96 = ()

= 0.
T—x0 (J,‘ — :L‘O)n

Beweis. Wir setzen r(x) = g(x)—h(x). Nach Voraussetzung gilt r*) (o) =
0 fiir £ =0,...,n. Nach der 'Hospitalschen Regel gilt dann

g@)=h(@) _ s r()
=y e
hmzﬁmgW
ey =
) — g,

= o= lime g, e =

hm:ﬂ—)xo

Es sei nun f: I — R eine C"-Funktion. Dann heifit

n ) (4
Do (D) =30 T
k=0 )

das n-te Taylorpolynom von f bei xo. Wir schreiben oft einfach auch
pn(x). Wir kénnen p,,(z) := pp,(f)(x) auch wie folgt schreiben:

, f" (o) s fO) () , £ ()
f(l’o)‘f“f ($O)(ZE—1’Q)+T(ZE—I‘0) —I—T(;p—xo) 44 o

Eine einfache Rechnung zeigt nun, dass fiir jedes £ =0, ..., n gilt:

P (20) = fP)(20).

Folgender Satz folgt jetzt aus dieser Beobachtung und aus Lemma 16.1.

_ I0>k

(x—x0)".

Satz 16.2. Es sei f: I — R eine C™-Funktion und xy € I, dann gilt

z—zo (T — o)™

=0.

Ferner ist p,(z) das einzige Polynom von Grad n mit dieser Eigen-
schaft.

Beweis. Die Existenz des Polynoms haben wir schon in der Diskussion
vor Satz 16.2 bewiesen. Wir miissen also nur noch zeigen, dass es genau
ein Polynom gibt, mit der gewiinschten Eigenschaft. Nun seien

p(r) = ap+ax+---+a,z",
q(x) = bo+bix+---+bya",
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zwei Polynome von Grad n, so dass
lim —f(x) —plz) =0und lim —f(x) — (@) =
T—T0 (gj — [L’O)" T—To (,1‘ — ;EO)”

Dann kann man (&hnlich wie Lemma 16.1) zeigen, dass

P (x0) = ¥ (x0) = ¢ (o)
fir k=0,...,n. Es gilt aber
Kla, = p™® (z0) und kb, = ¢ (z0),
es folgt also a, = by, fir k =0,...,n, also p(z) = q(z). O

Beispielsweise ist das n-te Taylorpolynom von der Exponentialfunk-
tion am Punkt zy = 0 gegeben durch:

2 3 "

pule) = Lot 5t gr bt o
Das fiinfte Taylorpolynom von der Sinusfunktion am Punkt xy = 0 ist
gegeben durch

ps(z) = sin(0) + cos(0)x + =5 S;‘(O) 2 + _Cgf(o) g 4 05 CO;SO) x®

|
i 5 4!
= Tyt

Definition. Es seit p, das n-te Taylorpolynom von f bei ¢, so heifit
Ry () = Ry uo(f)(2) = f(x) — palz)

das n-te Restglied von f bei .
Satz 16.3. (Restgliedformel von Taylor) Sei f: I — R eine C™"1-
Funktion und z¢ € I, dann gilt

x—t)"

R 1)) = [

zo

(n+1)
o f (t)dt.
Beweis. Wir beweisen den Satz mithilfe von Induktion nach n. Die
Aussage fiir n = 0 kann man leicht direkt beweisen:

Ro(z) = f(x) — po(x) = f(z) — f(x) = / Cpydr,

wobei die letzte Gleichung aus Satz 15.3 folgt.

Nun nehmen wir an, die Aussage gilt fiir n — 1. Wir miissen nun zei-
gen, dass sie auch fiir n gilt. Es folgt mithilfe der Induktionsannahme,
dass

R, (z) =
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Nun wenden wir partielle Integration auf

w(t) = O
o) = fO)

an. Dann gilt
u(t) = _(“f;f)"7
V(t) = [

Wir erhalten:
z (=)™ p(n ) (g n
Ru(x) = [5E0f0(t)dt — 20 (o — m)

zo (n—1)!
[_% f(n)(x)]
Zo
= [r Dt pnD () g,

Zo

o S ) e S

o n!

r — xo)"

0

Satz 16.4. (Restgliedformel von Lagrange) Sei f: I — R eine C™*1-
Funktion, xy € I und x € I. Dann existiert ein § € [xg, |, so dass

_F )
(n+1)!

anders ausgedriickt, es existiert ein &, € (xg,x), so dass

— ") (o) Fr(E) w1
f(x):; X (I—Jfo)k+m($—l’o)+

X (IB o xo)n—ﬁ—l‘

Rz (f) ()

Man beachte, dass dieser Satz insbesondere eine Verallgemeinerung
von Satz 12.3 ist.

Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass zo < x. Wir miissen zeigen,
dass es ein £ € (xg, x) gibt, so dass

(n+1)!
(3? _ xo)n+1 ’
Die Idee ist nun den Zwischenwertsatz (Satz 8.3) geschickt anzuwenden
um solch ein £ zu finden.

Nach Voraussetzung ist die Funktion f("+1)|[x07x} stetig. Nach Satz
8.2 existieren xy, x5 € [, x], so dass

f(n+1)($1) < f(n—l—l)(t) < f(n+1)(5(]2)

fiir alle t € [zg, z]. Aus Lemma 14.4 folgt nun, dass

/”” (=" o) (1) i < / uf("“)(t) dt < / Mﬂ”*”(mg) dt.

n! w N w N

f(nH)(Q = Ry (f) ()
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n! n!

Aus Satz 16.3 folgt zu dem R, (z) = [ =0 ftD (1) dt. Also

o n!
“lz—0)"
0

fOD (@) / @ g < Ry(a) < £ ) -
x0
Man beachte, dass

S

n! (n+1)!

Es gilt also

R,(z
£ @) < 2o g gy,

(n+1)!
Nachdem Zwischenwertsatz (Satz 8.3), angewandt auf die stetige Funk-
tion f("*1 existiert nun ein &, € (71, 13) C (x,20), so dass

R, ()

(n+1) —
f (£$> - (z,xo)n-kl .
(n+1)!
Der Satz folgt nun sofort durch auflésen nach R, (z). O

Wir erhalten umgehend folgendes Korollar.

Korollar 16.5. Es sei f: I — R eine C""-Funktion und zq € I.
Nehmen wir an, dass | f"V(€)| < C fiir alle € € [z, x0]. Dann gilt fir
alle x € I, dass

() = pu(@)] = |Bu(z)] < —&

(n+1)! )y

(z — o

Zur Erinnerung, das fiinfte Taylorpolynom von der Sinusfunktion am
Punkt xzy = 0 ist gegeben durch

Nachdem die sechste Ableitung von der Sinusfunktion die Cosinusfunk-
tion ist, welche durch C' = 1 beschrankt ist, folgt aus dem obigen Ko-
rollar, dass fiir alle z € R gilt:

[sin(a) — ps(o)| <

Fiir kleine x gibt das schon einen hervorragenden Néherungswert. Bei-
spielsweise gilt:

",

sin(0.1) = 0.0998334166...
p5(0.1) = 0.0998334167....
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17. POTENZREIHEN

Im Folgenden sei (¢, )nen eine Folge von komplexen Zahlen und es sei

a € C. Eine Potenzreihe ist ein formaler Ausdruck von der Form
[o@)

f2) = eulz—a)"

n=0
wobei z eine Variable ist. Man interessiert sich fiir die Menge von kom-
plexen Zahlen fiir welche die Potenzreihe konvergiert, d.h. man will

K(f) :={z € C| die Reihe f(z) konvergiert }
bestimmen.

Beispiel. (1) Betrachten wir z.B. die Reihe

>
n=0
dann gilt
K(f) ={z€CJlz| <1}.
In der Tat, wenn |z| < 1, dann konvergiert die Reihe nach dem
Quotientenkriterium, und wenn |z| > 1, dann ist (z"),en, keine

Nullfolge, d.h. fiir solche n divergiert > 7 2.
(2) Betrachten wir nun die Reihe

Z -
n
n=1
betrachten, dann gilt

{z € Cllz| <1} C K(f)

zudem gilt —1 € K(f) (wegen dem Leibniz-Kriterium), aber
1 ¢ K(f) (weil die harmonische Reihe >~ 1 divergiert). ™

Satz 17.1. Es ses

f2) = culz—a)"

eine Potenzreihe, welche fir ein zy # a € C konvergiert. Es sei r €
(0, |20 — al). Dann konvergiert die Reihe auf

D(a,r):={2€C||z—a| <r}
absolut und gleichmdfig.

1OMan kann auch leicht zeigen, dass K(f) C {z € C||z| < 1}, aber es ist
etwas kniffelig zu bestimmen, fiir welche z’s auf dem Einheitskreis die Reihe f(z)
konvergiert,.
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Beweis. Der Beweis besteht nur darin, einen Teil des Beweises von Satz
12.3 zu iibernehmen:

O.B.d.A. nehmen wir an, dass a = 0. Nachdem > ¢,z{ konver-
giert, ist (c,2{) eine Nullfolge, insbesondere beschrinkt, d.h. es existiert
insbesondere ein D, so dass

lenzl| < D
fiir alle n. Fiir z € D(0,r) gilt dann:
ol =lensf] || < 0| =
<0 20
Wir setzen
0:=|—|€(0,1).
Zlew

Nachdem die geometrische Reihe

n=0

konvergiert, folgt auch aus dem Majoranten-Kriterium (Satz 7.3), dass
> ooe o a2 gleichméBig und absolut auf D(a,r) konvergiert. O

Definition. Es sei f(z) =Y . ¢,(z —a)™ eine Potenzreihe. Dann nen-
nen wir

R :=sup{|z —a| | Z cn(z — a)" konvergiert } € Rso U {oo}

n=0

den Konvergenzradius der Potenzreihe f(z).

Beispiel. (1) Der Konvergenzradius der Reihen Y 2 (2" und > 07, =
ist eins, wie leicht aus der Definition und den obigen Argumen-
ten folgt.

(2) Die Exponentialreihe "> 2 konvergiert fiir jedes z, also ist
der Konvergenzradius co.

Lemma 17.2. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z). Dann
qilt:

r<R = f(z) konvergiert gleichmifsig auf D(a,r),
|z| <R = f(z) konvergiert absolut,
|z| > R = f(z) divergiert.
Wie wir am Beispiel der Reihe >~ 7 fL—T,L gesehen haben, kénnen wir
keine allgemeine Aussage iiber die Konvergenz einer Reihe fiir |z| = R
treffen.
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Beweis. Die erste Aussage folgt sofort aus Satz 17.1 und die zweite
Aussage folgt aus der ersten angewandt auf r = |z|. Die letzte Aussage
folgt sofort aus der Definition von R. O

Lemma 17.3. Sei R der Konvergenzradius der Potenzreihe f(z). Dann
ist die Funktion
{zeC|lz—a|<R} — R
z = fz)
stetig.

Beweis. Es sei r € (0, R). Es folgt aus Lemma 17.2 und Satz 7.1, dass
f stetig ist auf D(a,r). D.h. f ist stetig auf allen Schreiben D(a,r)
mit 7 < R. Die Vereinigung aller dieser Scheiben ist aber gerade {z €

C||z — a| < R}. O

Man kann den Konvergenzradius, zumindest im Prinzip, direkt von
den Koeffizienten der Potenzreihe ablesen:

Satz 17.4. (Hadamardsche Formel) Es sei f(z) = Y " co(z — a)”
eine Potenzreihe. Dann ist

-1
<lim sup v/ ]cn|)

der Konvergenzradius. (Hier verwenden wir die Konvention, dass 071 =
oo und oot =0.) M

Fiir den Beweis verweise ich auf Walter, Analysis I, Seite 143.

Im folgenden betrachten wir Ableitungen und Stammfunktionen von
durch Potenzreihen definierten Funktionen. Nachdem wir den Begriff
der Ableitung und der Stammfunktion von komplexen Funktionen noch
nicht definiert haben, werden wir von jetzt an nur noch reelle Reihen
betrachten.

Satz 17.5. Es sei (¢,)nen €ine Folge von reellen Zahlen und a € R. Es
set

@)= cula —a)"

die dazugehorige Potenzreihe. Wir bezeichnen mit R den Konvergenz-
radius von f(x). Dann haben die Reihen

Z ney(z — a)"t ‘gliedweise Ableitung’

n=1

HGenauer gesagt soll das Folgendes heiBen: Wenn lim sup W = 0, dann ist
oo der Konvergenzradius der Reihe Y 7 ¢, (z — a)", anderseits wenn die Folge
lim sup m bestimmt gegen +oo divergiert, dann ist Null der Konvergenzradius
der Reihe Y 0° cn(z —a)™.
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und
Cn . . .
Z . (z —a)"™ ‘gliedweise Integration’
n=0 n

den gleichen Konvergenzradius, und auf (a — R,a+ R) definieren diese
Reihen die Ableitung bzw. eine Stammfunktion von f.

Es folgt, dass durch Potenzreihen definierte Funktionen notwendi-
gerweise C'*°-Funktionen sind.

Beispiel. Betrachten wir die Exponentialreihe

oo xn
exp(z) = Z —
“— nl
Durch gliedweises Ableiten erhalten wir
e xnfl o0 rn— e "
! _ S — I —
exp(x) = nZ:On = ; RS TLZ:O ) exp(x).

Beweis. Die Tatsache, dass beide Reihen den gleichen Konvergenzra-
dius besitzen kann man leicht durch die Hadamardsche Formel zeigen.
Wir wollen zuerst zeigen, dass

(a—R,a+R) — R

oo Yoyl -t

eine Stammfunktion von f ist. Nachdem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung geniigt es zu zeigen, dass fiir alle x € (a—R, a+R)

gilt:
’ _ = Cn _ n+1
/a f(t)dt—ngzon+1(x a)" .

Sei also € (a — R,a + R). O.B.d.A. sei > a. Wir betrachten die
Funktionen

t = >kt —a),neN
Nach Satz 17.1 konvergiert diese Folge von Funktionen auf [a, 2| gleichmifig
gegen f. Nach Satz 14.14 gilt dann, dass

[ dt = lim, e [ falt)dt
= lim, oo ff ZZ:O cp(t —a)k dt
= limpoo [Yhg 125 (E— a)"““}z
lim, 00 ZZ:O kc_-:fl(m - a)k+1

= ZZO:O ncfh (z — a)nﬂ-
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Dies zeigt, dass

o

Zn—i—l —a)™

n=0

in der Tat eine Stammfunktion fiir z — f(x) ist.
Das gleiche Argument angewandt auf die Reihe

o
Z nep(z — a)"
n=1

und deren gliedweise Integration

o
E cn(x —a)®

n=0

zeigt nun auch, dass Y - ¢, (z—a)" eine Stammfunktion von > 7 ne, (z—
a)"~t ist. Anders ausgedriickt, die Ableitung von Y >° ¢, (z — a)" ist
gegeben durch die Reihe Y 07 nc,(x — a)" . Aber das ist genau das,
was wir beweisen wollten. U

Satz 17.6. (Abelscher Grenzwertsatz) Es sei (¢p)nen €ine Folge von
reellen Zahlen und a € R. Es sei

= Z (e —a)”

die dazugehirige Potenzreihe. Wenn f(xo) existiert, dann ist die Funk-
tion x — f(x) stetig auf |a, xq).

Beweis. Dass die Funktion auf dem halb-offenem Intervall [a, z) stetig
ist folgt schon aus Lemma 17.3. Es verbleibt zu zeigen, dass f auch im
Punkt z( stetig ist.

0.B.d.A. nehmen wir an, dass a = 0 und xqg = 1. Sei ¢ > 0. Wir
miissen zeigen, dass es ein 0 > 0 gibt, so dass | f(x) — f(1)| < € fiir alle
x>1-—4.

Wir setzen s, == > ;_ocp und s = lim, 008, = > ¢ = f(1).
Fir z € [0,1] gilt

f(l) - f(x) = ZZO:O ap — Zzo:o anxn
= Z?:o(l - x")an
S (l—z)(@" a4 1a,

n=1
= (I=2) @ +a" 2+t r+1a,
= (1—2)> 7 (s—sp)z"
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Nachdem lim,,_, (s — s,) = 0 existiert ein N € N, so dass |s — s, < §
fiir alle n > N. Dann gilt

f(D) = f@)] = |[(1—2)3020(s — sn)2"|
(1—2x) Zg;ol(s —Sp) 2"+ (1 —2) > (s — sp)2"
L—a) Y0y s = snla™ + (1 —2) 300y 5™

) S po Is = sul + 5(1—2) 02y 2"
=) 3 s = sul + 51 —2) - 25
(1—2) 305 s —sal + 5.

Wir setzen C' := 25:_01 |s — s,|. Fiir o > 1 — 55 gilt dann

) = f@) <(Q-n)C+Z<-+-=c

A A
/‘\;\/‘\—
|
8

2 2 2
O
Aus Satz 3.8 folgt, dass
1 oo
72 2(—1)”:1:” fir alle x € (—1,1).
Insbesondere ist nach Satz 17.5 die Reihe
o0 xn+1
Z(_l)nn +1
n=0
eine Stammfunktion von 14%:1: Andererseits ist In(1 + x) eine Stamm-

funktion von 14%;;: Nachdem beide bei x = 0 den gleichen Wert haben,
erhalten wir, dass

o n+1 o n
In(1+ ) = 2:(—1)”;’;”+ - = Z(—l)”“% fiir alle z € (—1,1).
n=0 n=1

Nachdem beide Seiten auch fiir x = 1 existieren, folgt aus der Stetigkeit
(sieche Satz 17.6), dass die Gleichheit fiir z = 1 gilt, d.h. es ist

—n+ 1
Aus Satz 3.8 folgt zudem, dass
1 G n_.2n
i Z(—l) 2" fiir alle v € (—1,1).
n=0

Insbesondere ist nach Satz 17.5 die Reihe
0o x2n+1

Z(_1)n2n+ 1

n=0
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eine Stammfunktion VoI 7 + ——. Andererseits ist arctan(z) eine Stamm-

funktion von ; + ——. Nachdem beide bei x = 0 den gleichen Wert haben,

erhalten wir, dass

o0 2n+1
arctan(r) = Z(—l)";l 1= fir alle x € (—1,1).
n=0

Nachdem beide Seiten auch fiir x = 1 existieren, folgt aus der Stetigkeit
(siehe Satz 17.6), dass die Gleichheit fiir x = 1 gilt, d.h. es ist

— (—=1)"
— on—+1

T arctan(1) =

Zur annéherungsweisen Berechnung von 7 ist diese Darstellung aller-
dings ungeeignet, weil die Reihe nur ‘langsam’ konvergiert. Beispiels-
weise, wenn sie 7 bis auf sechs Stellen berechnen wollen, dann miissen

sie die Summe Y (in)f fiir £ = 500.000 berechnen.

18. DIE TAYLOR-REIHE UND REELL-ANALYTISCHE FUNKTIONEN

Definition. Sei f: (a,b) — R eine C*°-Funktion und x¢ € (a,b), dann

heif3t
— () n
Z nl : (& — o)
n=0

die Taylorreihe von f bei xg.

Beispiel. Wenn f: (a,b) — R durch eine konvergente Potenzreihe

[e.9]

f(x) = an(e —ao)"

n=0
gegeben ist, dann folgt aus Satz 17.5, dass

f($0) = aOafl(Q:O) = a1>f”(x0> = 2a27 .- 7f(n)($0) =n!- Qpy - - -

daher ist
Z an(x — x0)"
—0

auch die Taylorreihe von f bei z.
Die Taylorreihen von exp(x),sin(z),cos(z) am Punkt xy = 0 sind
natiirlich wie folgt gegeben:

0 0 2k+1

exp(x) :Z , sin(z Z 2k+1 L cos(z Z

n= 0 ! k=0 k=0
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Betrachten wir nun die Funktion
f:R\{1} — R
r = .

1-z
Sei o € R\ {1}. Dann gilt

1 1

1-z l—zo—($—${))

1—z0 1_%==q *
l—zg

. . xr—x0 . o 1 1 .
Fir alle z mit |$=7¢| < 1, d.h. fiir alle z € (g sy %0+ —|1710|) gilt
dann, dass

T 11
-z ~—  1-zp 1-%=%0
1—z( n
_ 1 0 r—x0
T (B2)

Insbesondere ist
[ee]

1
ZW'@—%O)"

n=0

die Taylorreihe von f am Punkt x,.

Definition. Sei f: (a,b) — R eine C*°-Funktion und z € (a,b). Wenn
es ein 6 > 0 gibt, so dass die Taylorreihe

<) (1,
Zf ( )($—5130)n

n!
n=0

auf (zo — 0,29 + 0) konvergiert, und so dass

£ (g
f) = 3 T (o

n

fiir alle z € (zg — §, 29 + ¢), dann sagen wir, dass f lokal bei zy in eine
Potenzreithe entwickelbar ist.

Definition. Eine Funktion f: (a,b) — R, die sich um jeden Punkt xy €
(a,b) lokal in eine Taylorreihe entwickeln 148t, heifit reell-analytisch.

Beispielsweise ist die Exponentialfunktion reell-analytisch. In der
Tat, sei zp € R, dann gilt

> (z — m)" =L exp(w n
exp{e) = expan) explr—ro) = explro oo _ > A00) oy
Zudem ist die Funktion f(z) = %= reell-analytisch, wie wir oben ge-

sehen haben. Folgende Funktionen sind ebenfalls reell-analytisch:
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(1) Sinus-Funktion und Cosinus-Funktion,

(2) Polynomfunktionen und rationale Funktionen,

(3) Produkte, Summen und Quotienten von reell-analytischen Funk-
tionen.

Man beachte, dass aus Satz 17.5 folgt, dass eine reell-analytische
Funktion notwendigerweise eine C'*°-Funktion ist. Allerdings ist nicht
jede C*°-Funktion reell-analytisch. Beispielsweise hat die C*°-Funktion

frR — R
N 6*1/’”2, wenn x > 0,
0, wenn z < 0.

die Eigenschaft, dass f(0) = 0 fiir alle n € N (siehe den Beweis von
Lemma 13.14), insbesondere ist die Taylorreihe um den Punkt xy = 0
die Nullreihe. Aber es gilt f(x) > 0 fiir alle x > 0, d.h. die Taylorreihe
von f und die Funktion f stimmen in keiner §-Umgebung von xq = 0
iiber ein.

Ganz analog sieht man, dass die ‘Treppenfunktion” von Satz 15.12
ebenfalls nicht reell analytisch ist.

Satz 18.1. Es seien f,g: (a,b) — R zwei reell analytische Funktionen,
welche auf einem offenen Intervall ibereinstimmen. Dann ist f(x) =
g(x) fir alle x € (a,b).

Beweis. Essei (¢,d) C (a,b) ein Intervall auf dem f und g iibereinstimmen.
Wir setzen nun

B :=sup{t € (¢,b)| f und g stimmen auf (c,t) iiber ein}.

Behauptung.
B=hb.

Nehmen wir an, dass B < b. Aus der Definition von B folgt, dass
f(z) = g(z) auf dem offenen Intervall (¢, B). Es folgt dann, dass auch
f™(x) = g™ () fiir alle z € (¢, B). Aus der Stetigkeit von f™ und g™
(wie oben erwihnt sind reell-analytische Funktionen C*°-Funktionen)
folgt nun, dass f™(B) = ¢ (B) fiir alle n. Insbesondere haben f und
g die gleiche Taylorreihe um den Punkt B. Nachdem f und ¢ reell-
analytisch sind, stimmen die Funktionen f und ¢ in einer 6-Umgebung
mit ihren Taylorreihen {iber ein. Es folgt also, dass

f(z) =g(x) fir all x € (B — 6, B+ 9),

insbesondere
f(z) = g(x) fir all z € (b, B+ 9),
im Widerspruch zur Wahl von B.
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Dies zeigt, dass f(x) = g(zx) fiir alle z € (¢,b). Ganz analog zeigt
man, dass f(x) = g(z) fiir alle x € (a,b).
U



