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Zum Erlernen des Stoffes und zur Bearbeitung der Ubungsaufgaben
reicht das Skriptum. Das Skriptum orientiert sich an

Forster: Analysis III: Integralrechnung im R™ mit Anwendungen

in der 1. bis zur 5. Auflage. Die 6. Auflage von Forster: Analysis III
(mit dem Beititel ‘MafB- und Integrationstheorie, Integralsitze im R”
und Anwendungen’) wurde vollstindig tiberarbeitet und unterscheidet
sich in der ersten Hélfte deutlich von den fritheren Auflagen. Die Ver-
weise im Skript auf Forster, Analysis III beziehen sich immer auf die
5. Auflage.
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1. EINLEITUNG UND ERINNERUNG

1.1. Einleitung. In der Vorlesung Analysis [ haben wir mithilfe von
Obersummen und Untersummen das Riemann—Integral eingefiithrt. Wir
haben insbesondere gesehen, dass das Riemann—Integral definiert ist fiir
jede stetige Funktion, welche auf einem kompakten Intervall definiert
ist. Andererseits haben wir gesehen, dass es beschrinkte Funktionen
gibt, welche auf einem kompakten Intervall definiert sind, welche nicht
Riemann-integrierbar sind. Beispielsweise ist die Funktion

0,1 —» R

v 1, wennzx € Q,
0, wenn z ¢ Q.

nicht Riemann—integrierbar.

Im ersten Teil der Vorlesung Analysis I1I, werden wir das Lebesgue—
Integral fiir Funktionen eingfiihren, welche auf Teilmengen des R™ de-
finiert sind. Wir werden das Lebesgue—Integral schrittweise einfiihren,
in dem wir zuerst das Lebesque—Integral von stetigen Funktion mit
kompaktem ‘Trager’ einfithren, und danach das allgemeine Lebesque—
Integral von allgemeineren Funktionen durch ‘Grenzwertbildung’ und
Betrachtung von ‘Oberintegralen’ und ‘Unterintegralen’ definieren.

1.2. Erinnerung an topologische Grundbegriffe.
(1) Wir bezeichnen mit

d(z,y) == (r1 — )2+ F (T — Yn)?

den euklidischen Abstand von zwei Punkten z = (z1,...,2,) €
R*undy = (y1,...,¥yn) € R". Fiir z € R” und £ > 0 bezeichnen
wir mit

B.(z) :={y e R"|d(x,y) < &}

die offene e-Kugel um =x.

(2) Eine Menge U C R" heifit offen, wenn es zu jedem = € U ein
e > 0 gibt, so dass B.(z) C U.

(3) Es sei z € R™ ein Punkt, dann heifit U € R™ Umgebung von =,
wenn x € U und wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass B.(x) C U.

(4) Es sei x € R" ein Punkt, dann heift U C R" offene Umgebung
von x, wenn U offen ist, und wenn U eine Umgebung von x ist.
Man beachte, dass U eine offene Umgebung von x ist, genau
dann, wenn z € U und wenn U offen ist.

(5) Eine Teilmenge X C R" heiit abgeschlossen, wenn R™\ X offen
ist.
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(6) Es sei X C R™, wir bezeichnen mit X die abgeschlossene Hiille
von X, d.h. die Menge aller Punkte x € R", so dass jede of-
fene Umgebung von x mindestens einen Punkt in X enthélt.
Beispielsweise ist die abgeschlossene Hiille von B.(z) gegeben
durch die abgeschlossene Kugel

Be(z) == {y € R" | d(x,y) < c}.

Die abgeschlossene Hiille X ist die kleinste ! aller abgeschlosse-
nen Teilmengen von R"™, welche X enthélt.

(7) Eine Menge A C R™ heifit beschrdnkt, wenn es ein r > 0 gibt,
so dass A C B,(0).

(8) Eine Menge A C R™ ist nach dem Satz von Heine-Borel kom-
pakt genau dann, wenn A abgeschlossen und beschrankt ist.

2. LEBESGUE—INTEGRAL FUR STETIGE FUNKTIONEN MIT
KOMPAKTEM TRAGER

2.1. Definition des Lebesgue—Integrals fiir stetige Funktionen
mit kompaktem Tréger. Es sei () ein achsenparallelen Quader im
R"™, d.h. @) ist von der Form

Q=IxxI,CRx---xR=R" wobei I; = [ay,bp). k= 1,...,n.

Sei
f: Q@ — R
(X1, ..y xn) = [z, 2)
eine stetige Funktion. Wir definieren nun Lebesque-Integral > von f
iber () iterativ durch Riemann—Integrale in einer Variablen wie folgt:

Tn=bn To=bo xr1=b1
/f(x)da:::/ / / flz, .. xy) dxy dzy . .
Q Tn=an zo=az Jzi=a: —

To, ..., T, konst.
d.h. Funktion in x;
~ N
T3, ..., T, konst.

d.h. Funktion in z9

Man beachte, dass die jeweiligen Funktionen, welche wir integrieren
stetig sind, d.h. alle n Riemann-Integrale existieren.

LKleinste’ soll heissen, wenn Y eine beliebige abgeschlossene Menge von R™ ist,
welche X enthélt, dann ist X C Y.

Im Folgenden, wenn keine Verwechslungsgefahr mit dem Riemann-Integral be-
steht, dann werden wir einfach nur ‘Integral’ anstatt ‘Lebesgue—Integral’ sagen.

.dx,
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Definition. (1) Der Triger einer Funktion f: R" — R, geschrieben®
als Supp(f), ist definiert als

Supp(f) := {z € R*| f(z) # 0}.

Man beachte, dass der Tréger eine abgeschlossene Teilmenge ist.
Wenn {z € R"| f(x) # 0} beschrénkt ist, dann ist der Tréger
sogar kompakt.

(2) Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

4

C(R™) = Vektorraum aller stetigen Funktionen f: R" — R,
C.(R™) = Vektorraum aller stetigen Funktionen f: R" — R
mit kompaktem Tréger.

Es sei nun f € C.(R™). Dann existiert ein achsenparalleler Quader
@, so dass Supp(f) C @, und wir definieren das Lebesque—Integral von
f tber R™ als

[ s@de = [ (o))

(Hier bezeichnen wir mit f|g die Einschrankung von f: R™ — R auf
f: @ — R.) Man kann leicht zeigen, dass diese Definition nicht von der
Wahl des Quaders ) abhéngt.

Bemerkung. Sei f € C.(R™) gegeben, anstatt
f(z)dx
Rn
schreiben wir auch
fda::/f(a:)dx: f(z)dxy - dxy,
Rn Rn

auBerdem konnen wir f auch als Funktion in beliebig anders genannten
Variablen auffassen, z.B. als Funktion in y = (41, ..., y,), und dann gilt
natiirlich

flz)de = | fly)dy.
Rn R™

3Die Notation kommt vom Englischen, dort wird der Triger einer Funktion als
‘support’ bezeichnet.

4Anders ausgedriickt, wir bezeichnen mit Cc.(R™) den Vektorraum aller stetigen
Funktionen f, so dass

{z e R"[f(z) # 0}

beschrankt ist. Man sieht nun leicht, dass C.(R™) ein Vektorraum ist, d.h. wenn
fy9 € Co(R™) und A € R, dann ist auch f+ g € C.(R™) und Af € C.(R™).
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2.2. Erste Eigenschaften des Lebesgue—Integrals fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Tréger. Sei nun f: R® — R eine
Funktion und a € R", dann definieren wir die um a translatierte Funk-
tion 7, f : R" — R, durch
(1.f)(z) := f(x — a) fir alle x € R™
Der folgende Satz folgt leicht aus der Definition des Lebesgue—Integrals

und den entsprechenden Aussagen iiber das Riemann—Integral aus der
Analysis 1. °

Satz 2.1. Es seien f,g € C.(R"),a € R™ und A € R, dann gilt
Jon [ +gde = [, fde+ [, gdz  (Linearitit),
Jon Afdz = X [5, fdz,

Jon Ta(f)dz = [, fdx (Translationsinvarianz).

Dariiber hinaus, °

f<g= fdz S/ gdx (Monotonie),
Rn n
und es gilt

() d
R

Wir beweisen nun eine etwas technischere Aussage. Dafiir miissen
wir erst an zwei Definitionen aus Analysis I and II erinnern:

Definition. (1) Es sei h: R® — R eine beschriankte Funktionen,
dann definieren wir

1Pl = sup{|h(z)[ |z € R"}.

S/ |f(z)|dx (‘Dreiecksungleichung’).
R

7

(2) Essei fr : R" — R, k € N eine Folge von Funktionen. Wir sagen
{fr}ren konvergiert gleichmdflig gegen eine Funktion f, wenn
gilt ®

v 3 Y [lfi—fll<e

e>0 K>0 k>K

5Siehe Forster, Analysis 111, fiir Details beziiglich der Translationsinvarianz.

6Zur Erinnerung, wir schreiben f < g, wenn f(z) < g(z) fiir alle z im
Definitionsbereich.

Das Supremum existiert z.B. wenn h stetig ist und der Tréger kompakt ist. In
der Tat, denn aus Analysis II folgt, dass in diesem Fall die Funktion A ein Maximum
und ein Minimum annimmt.

8 Anders ausgedriickt, {fr}ren konvergiert gleichmifig gegen eine Funktion f,
wenn

V 3V VY |f(2) - falz) <.

e>0NeNn>NxeD
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Die Aussage des folgenden Satzes ist dhnlich wie die Aussage von
Analysis I, Satz 14.14.

Satz 2.2. Fs sei fi, € C.(R"), k € N, eine Folge von Funktionen. Wir
nehmen an, es gibt eine kompakte Menge K C R", so dass Supp(fi) C
K fir alle k. Wenn die Folge {fi}ren gleichmdfiggegen f € C.(R™)
konvergiert, dann gilt

lim frdr = fdx.
k—oo Jrn Rn
Der Satz besagt also, dass man unter gewissen Voraussetzungen ‘In-
tegral’ und ‘Grenzwert’ vertauschen kann, d.h. unter den Vorausset-
zungen des Satzes gilt

lim frdx :/ lim f; dx.
R" R

k—o0 n k—o0

Beweis. Es sei fi, € C.(R"), k € N, eine Folge von Funktionen. Es sei
K C R” eine kompakte Menge, so dass Supp(fx) C K fur alle k. Wir
wéahlen Intervalle I4,. .., I,, so dass

KcQ: =1 x---x1,.

Fiir i € {1,...,n} wihlen wir eine Funktion ¢; : R — R, so dass gilt: ?

(1) ; ist stetig,

(2) fiir alle t € R ist ¢;(¢) € [0, 1],
(3) fiir alle ¢ € I; ist ¢;(t) =1,

(4) der Trager von ¢; ist kompakt.

Wir betrachten nun

dann gilt

(1) ® ist stetig,

(2) fir alle x € R™ ist ®(x) € [0, 1],
(3) fiir alle z € K ist ®(x) =1,

(4) der Trager von @ ist kompakt.

Diese Formulierung entspricht der Formulierung, welche wir in Analysis I verwendet
haben.
9Das eine solche Funktion existiert kann man leicht zeigen.
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Nachdem Supp(f;, — f) C K, gilt'
—fe = fIl- 2 < fiu = f < |lfi = Il - @

Aus der Monotonie und Linearitét des Integrals folgt daraus, dass
= sl [ vdo< [ f-pae<if- gl [ odn
Wir setzen C:= [, ®dx, es folgt, dass

frdx — / fdx
Rn Rn

Aus der gleichméBigen Konvergenz der Folge { fx }ren erhalten wir, dass

lim ( T dx—/ fdx) =0, d.h. lim fx = fdx.
k—o0 R™ n k—oo Jrn R™

< |[fx — fll - C.

O

2.3. Die axiomatische Charakterisierung des Lebesgue—Integrals.
Wenn man die Definition von fRn f dx liest, dann stellt sich die Frage,
ob es einen Unterschied macht, wenn man nach den verschiedenen Va-
riablen in einer anderen Reihenfolge integriert. Allgemeiner kann man
fragen, ob es fiir eine Funktion, welche auf dem n—dimensionalen Raum
definiert ist, einen Unterschied macht, welche orthonormal Basis man
verwendet um Koordinatenachsen zu definieren. '*

Zum Gliick werden wir beide Fragen mit ‘Nein’ beantworten konnen,
aber um dies zu beweisen, werden wir etwas ausholen miissen.

Definition. Eine Abbildung
I:C.(R")—R
heiBlt lineares Funktional, falls 12

I(f+9) = I(f)+1(g), firallef geC/(R"),
IAf) = M(f), fir alle f € C.(R™) und X € R.

10D 1. es gilt
—[lfx = fII- @(2) < fiulz) — f(z) < | fi — £ - 2(2),

fiir alle x € R™, dies sieht man leicht indem man die Félle x € K und = ¢ K
getrennt betrachtet.

HBeispielsweise konnte f eine physikalische Funktion sein, z.B. Dichte an ei-
nem Punkt, ein sinnvoller Integralbegriff sollte dann nicht davon abhingen, welche
Richtungen wir als x,y, z—Achsen definieren. Aus der Translationsinvarianz folgt
zumindest, dass die Wahl des Ursprungs keinen Unterschied macht.

2Ein lineares Funktional ist also nichts anderes als ein Vektorraum Homomor-
phismus C.(R™) — R.



10 STEFAN FRIEDL

Zudem heit I monoton, wenn gilt

f<g=1(f)<I(g)

und f heiflt translationsinvariant, falls
I(1.f) = 1(f) fir alle f € C.(R™) und a € R™.

Wir haben in Satz 2.1 gesehen, dass f — fRn f dx ein monotones,
translationsinvariantes lineares Funktional auf C.(R™) ist. Der folgende
Satz besagt nun, dass dies, bis auf Multiplikation mit einer Konstanten,
das einzige monotone, translationsinvariante, lineare Funktional ist:

Satz 2.3. Es sei I : C.(R") — R monotones, translationsinvariantes
lineares Funktional. Dann gibt es eine Konstante C' € R, so dass

I(f)y=C" fdx fir alle f € C.(R™).
R
Wir verschieben den Beweis von 2.3 auf das néchste Kapitel. Wir
wollen uns zuerst mit einem Korollar befassen:

Korollar 2.4. Es sei A € GL(n,R) und f € C.(R"), dann gilt

f(A-x) - [det(A)[de = | [f(y)dy.

Rn Rn

Bemerkung. (1) Wenn | det(A)| = 1, dann gilt insbesondere, dass
Jan f(A-z)dx = [, f(y) dy. Dieser Fall tritt beispielsweise ein,
wenn A eine Permutationsmatrix ist, oder, etwas allgemeiner,
eine beliebige orthogonale Matrix ist. Es folgt, dass wir die am
Anfang des Kapitels gestellten Fragen mit ‘Nein’ beantworten
konnen.

(2) Essein=1und f: R — R eine Funktion mit Stammfunktion

F. In diesem Fall folgt das Korollar aus der bekannten Tatsache,

dass die Stammfunktion von f(ax) gerade gegeben ist durch
LF(ax).

Beweis von Korollar 2.4. Es sei also A € GL(n,R). Man kann leicht
nachweisen, dass
C.(R") — R
f = fp f(Az)dz

13Es ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, warum denn nun im Falle n = 1 die

Aussage ist
[ #avyds-lal = [ 1w,
R R

d.h. woher kommt der Absolutbetrag?
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ein monotones, translationsinvariantes lineares Funktional auf C.(R")
ist. Es folgt also aus Satz 2.3, dass es ein C' > 0 gibt, so dass

(2.1) f(Az)dx = C - / fdz fiir alle f € C.(R™).

R
Das Korollar folgt nun also aus folgender Behauptung.
Behauptung.
= |det(A)].

Wir beweisen zuerst zwei Spezialfille, bevor wir den allgemeinen
Fall betrachten. (1) Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass A eine
Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintrdgen aq,...,a, ist. Dann

ist
Jon f(AZ)dz = [, f(A(21, ..., 2,)) dx
= Jou flarzy, ... ape,) dx
= +-fRn (U, ..., uy,) du
= det(A < Jan fl21, - 2y) da.
Die vorletzte Gleichung folgt leicht aus der Definition des Integrals und
aus den Substitutionen u; = a;x;, i =1,...,n.

(2) Wir betrachten nun den Spezialfall, dass A € O(n) eine orthogonale
Matrix ist. Man beachte, dass (2.1) fiir jede Funktion f € C.(R") gilt,
um zu zeigen, dass C' = | det(A)| = 1 wihlen wir jetzt geschickt eine
Funktion, welche unter Rotation mit A invariant ist. Genauer gesagt,
wir betrachten

f:R" - R

o S U=zl wenn [l <1,
. 0, andernfalls.

Diese Funktion ist offensichtlich stetig mit kompaktem Tréger, d.h.
f € C.(R™). Da A eine Orthogonalmatrix ist gilt fiir alle z € R", dass
|A-z|| = ||=|| und inbesondere gilt fiir alle x € R™, dass f(z) = f(A-x))
. Nachdem [, f(z)dz # 0 erhalten wir aus (2. 1) dass C' = 1.
(3) Wir betrachten jetzt den allgemeinen Fall, dass A € GL(n,R) be-
liebig ist. Aus der linearen Algebra'* wissen wir, dass es orthogonale
Matrizen P und @, sowie eine Diagonalmatrix D mit positiven Dia-
gonaleintridgen gibt, so dass A = PD(). Die Aussage folgt nun durch
einfaches Anwenden von (1), zweifaches Anwenden von (2) und der
Tatsache, dass |det(A)| = |det(PDQ)| = |det(P)det(D)det(Q )\ =
det(D).

HGiehe auch Forster, Analysis III, Seite 14.
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2.4. Beweis von Satz 2.3. Wir wenden uns jetzt dem Beweis von
Satz 2.3 zu. Sei von nun an [ : C.(R") — R ein fest gewéhltes mono-
tones, translationsinvariantes lineares Funktional. Wir miissen zeigen,
dass es eine Konstante C' € R, so dass

I(f)y=C" fdx fir alle f € C.(R™).
R”

Wir beginnen mit der Beobachtung, dass die Aussage von Satz 2.2
auch fiir I gilt, denn im Beweis von Satz 2.2 haben wir nur die Li-
nearitdt und Monotonitét des Integrals verwendet. Wir erhalten also
folgendes Lemma:

Lemma 2.5. Fs sei f;, € C.(R"), k € N, eine Folge von Funktionen.
Wenn es eine kompakte Menge K C R™ gibt, so dass Supp(fx) C K
fir alle k, und wenn die Folge { fi}ren gleichmdfiggegen f € C.(R™)
konvergiert, dann gilt

lim T(fi) = 1(7).

Wir betrachten nun folgende zwei Funktionen:

p:R — R
PN 1 —|t], wenn [t| <1,
0, wenn |t > 1.
und
U:R* - R (Zackenfunktion)

(@1, mn) = () (@)
Es ist leicht zu zeigen, dass U € C.(R"), und dass [, ¥dzr = 1. Wir
setzen jetzt
C:=1(V).
Satz 2.3 folgt nun aus folgender Behauptung:

Behauptung. Fiir alle f € C.(R™) gilt
I(f)y=C" fdx.

Rn
Die Beweisidee ist wie folgt:

(1) Die Aussage gilt per Definition fiir f = W.

(2) Durch Ausniitzen der Linearitéit und der Translationsinvarianz
werden wir zeigen, dass die Aussage auch fiir Linearkombina-
tionen von Translationen von ‘Streckungen’ von ¥ gilt.

(3) Wir zeigen, dass jede Funktion f € C.(R") die Grenzfunktion
einer gleichméBig konvergenten Folge von Funktionen wie in (2)
ist.

(4) Die Behauptung folgt dann sofort aus Satz 2.2 und Lemma 2.5.
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Wir fiihren jetzt die Beweisschritte aus. Fiir ¢ > 0 definieren wir

x
w.(a) = (%)
() .
(Wir bezeichnen W, als Streckung von U um den Faktor €.)

Lemma 2.6. Es sei J : C.(R") — R ein lineares translationsinvarian-
tes Funktional. Dann gilt fiir jedes € > 0, dass

J(Weps) = SI(0.).

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall n = 1. Dann ist ¥ = ¢ und es
gilt folgende Gleichheit: '°

1 1
e = 5715/21/)5/2 + V2 + 57'5/21/)5/2‘

Es folgt aus der Translationsinvarianz und der Linearitdt von J, dass

J(Y.) = %J(T—aﬂweﬂ) + J(Yes2) + %J(T€/2w5/2) = 2J(1es2).

Der Fall n > 1 wird @hnlich bewiesen, der Beweis ist notationsméfig
etwas aufwéndiger, aber basiert auf der selben Idee. Wir verweisen auf
Forster, Analysis III, Seite 8 fiir die Details. 0

Eine Funktion f € C.(R™) heifit zackig, wenn es aq,...,a; € R",
my,...,m € Nund A\1,..., A\, € R gibt, so dass

k
= AT Vym.
=1

Eine zackige Funktion ist also eine Linearkombination von Translatio-
nen von Streckungen von Zackenfunktionen.

Es folgt aus Lemma 2.6 und der Linearitéit und Translationsinvarianz
des Integrals und von I, dass fiir jede zackige Funktion f gilt

(2.2) I(f)y=C- fdux.
R
Das folgende Lemma besagt nun, dass man jede Funktion in C.(R™)
durch zackige Funktionen beliebig bzgl. der Norm || — || approximieren
kann.

Lemma 2.7. Sei f € C.(R") und r € Ry so gewdihlt, dass Supp(f) C

B(0,7). Zu jedem o > 0 existiert danneineﬂ Funktion g, so dass
|f — gll < o, und so dass Supp(g) C B(0,r + /n).

15Siehe Forster Analysis III, Seite 7 fiir eine hilfreiche Illustration.
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Beweis. Sei also 0 > 0. Nachdem der Tréger von f kompakt ist, ist f
nach Analysis II, Satz 3.2 (siehe auch Analysis I, Satz 8.4 und Forster,
Analysis 11, Seite 34) gleichméBigstetig, insbesondere existiert ein § >
0, so dass gilt:

le =2l <6 = [If(z) = f2)) <o

Wir wéhlen nun ein m € N, so dass € := 27" < ﬁ&. Wir betrachten

(2.3) 9g- = Z fle-p)-7epVe.

pEL™

Das Lemma folgt nun aus folgender Behauptung:

Behauptung. (1) g ist eine zackige Funktion,

(2) Supp(g) C B(0,7 + /n),
3)IIf =gl <o

Nachdem Supp(f) kompakt, insbesondere beschrankt ist, folgt, dass
es nur endliche viele p € Z" gibt mit f(e-p) # 0. Inbesondere ist (2.3)
eine endliche Summe. Es ist nun klar, dass g eine zackige Funktion ist.

Aus der Definition von ¥ folgt sofort, dass

(2.4) Supp(V.) = {(x1,...,2,) | x; € [—¢,¢] fiir alle i } C B(0,ev/n).

Nachdem Supp(f) C B(0,r) folgt nun, dass fir alle y € R™ mit f(y) #
0 und fiir alle € € [0, 1] gilt
(2.5)  Supp(r,¥e) C B(y,ev/n) C B(0,r + v/ne) C B(0,r + V/n).

Es folgt, dass Supp(g) C B(0,7 + /n).
Wir wenden uns jetzt dem Beweis der 3. Behauptung zu. Man be-
achte zuerst, dass 1©

(2.6) Z (7o) (x) =1 fiir alle z € R™

peEL™

Dies ist leicht zu sehen im Fall n = 1, gilt aber in der Tat fiir alle n,
sieche Forster, Analysis III Seite 9 fiir Details.

Sei nun x € R"™ fest gewahlt. Wir bezeichnen mit A die Menge aller
Multiindizes p € Z™ mit x € Supp(7..,¥.). Es folgt aus (2.6) und der

160\ an beachte, dass fiir gegebenes  die Summe
Z (Tep¥e)(2)
pEL™

wohldefiniert ist, weil es nur endlich viele p € Z™ gibt, mit (7..,¥.)(x) # 0.
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Definition von g, dass

|f(z) —g(x)| = |Xpezn [(@) - (7epVe)(z) — GZZ; flep) - Tep(Ve)(x)
= ezzn(f(x) — f(e- D) (1p¥)(2)
= %(f(x) — fle-p) (7ep¥:) ()
< ;\(f(fﬂ) — f(e-p) - (Tep¥:) ()]

Fiir p € A folgt aus (2.4), dass ||z — ep|| < ey/n < ﬁ(ﬂ/ﬁ = 0. Aus
der Wahl von ¢ erhalten wir, dass |f(z) — f(pe)| < o. Es folgt, dass

[f(@) —g(x)] < 2 (f(x) = fle-p) - (epPe)(2)]

peEA

< 20 (Tep¥e)(@)

pEA

= 0 32 (V) (2)
pEA
< o.

Die letzte Gleichung folgt hierbei aus (2.6). Wir haben damit die Be-
hauptung, und daher das Lemma bewiesen. U

Wir kénnen jetzt endlich Satz 2.3 beweisen. Sei also I : C.(R") — R
ein monotones, translationsinvariantes lineares Funktional. Wir setzen

C:=1(V).

Sei nun f € C.(R"™) beliebig. Aus Lemma 2.7 folgt, dass es eine Fol-

ge von zackigen Funktionen { fj }ren und eine kompakte Menge K C R"
gibt, so dass Supp(fx) C K fiir alle k, und so dass { fi } ren gleichméBig gegen
f konvergiert. Dann gilt nach Lemma 2.5, Gleichung (2.2) und Satz 2.2,
dass

I(f):]}LIEO](fk):]}LIEOC fkdx:C’~]€1Lm fede=C- | fdx.
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3. TRANSFORMATIONSFORMEL FUR DIFFERENZIERBARE
ABBILDUNGEN

3.1. Formulierung der Transformationsformel. Sei U C R" offen,
wir definieren!”

C.(U) := Vektorraum aller stetigen Funktionen f: U — R,
so dass Supp(f) kompakt ist und in U liegt.

Fir f € C.(U) definieren wir das Integral

/U (@) da

dadurch, dass wir f auf ganz R" fortsetzen (indem wir allen Punkten
auBerhalb von U den Wert 0 zuordnen), und dann das Integral bestim-
men.

Es seien nun U und V zwei offene Teilmengen von R” und ¢: U — V
ein Homéomorphismus. '® Wir sagen ¢ ist C!-invertierbar, wenn sowohl
¢ als auch ¢! einmal stetig differenzierbar sind.

Zur Erinnerung, wir bezeichnen mit

91 91
o1 o OTn
Dp: =1 :
8(,071 85077.
oz e Oxn

das Differential ' von ¢. Wenn ¢ eine C'-invertierbare Abbildung ist,

dann ist Dy in jedem Punkt a invertierbar, und es gilt

(Dp(a))™ = (D¢ ") (¢(a)).

Wir kénnen nun den folgenden Satz formulieren:

Satz 3.1. (Transformationssatz) Es seip: U — V eine C' ~invertierbare
Abbildung zwischen offenen Teilmengen U und V von R™. Dann gilt fiir

17Sei 2.B. U = {(x,y) | 2* + y* < 1}, dann liegt die Funktion

U — R,
(z,y) — 2%+y?
nicht in C.(U). Der Triger von f ist die Scheibe {(z,y) | 2% +y? < 1}, diese ist zwar
kompakt, ist aber keine Teilmenge von U.
187ur Erinnerung, dies bedeutet:
(1) ¢ ist stetig,
(2) ¢ ist bijektiv,
(3) o1 :V — U ist ebenfalls stetig.

19 Auch Funktionalmatrix oder Jacobimatrix genannt.
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alle f € C.(V), dass

/f )| det D (z \dx—/f

Bemerkunyg. (1) Man beachte, dass wir in Korollar 2.4 den Spezial-
fall U =V = R" und ¢ eine lineare Abbildung bewiesen haben.
(2) Der Spezialfall n = 1 kann auch direkt mit Hilfe der Substituti-
onsregel aus der Analysis I bewiesen werden, sieche Ubungsblatt

2.

3.2. Beweis der Transformationsformel I. Wir wenden uns jetzt

dem Beweis von Satz 3.1 zu. Um die Notation etwas zu vereinfachen

beschrinken wir uns im Beweis auf den Spezialfall, dass U =V = R".
Der Beweis von Satz 3.1 besteht aus zwei Schritten:

(1) In Kapitel 3.2 beweisen wir zuerst eine etwas schwichere Aus-
sage als die Transformationsregel fiir Zackenfunktionen.

(2) In Kapitel 3.3 verwenden wir dann die Tatsache, dass jedes
f € C.(R") durch zackige Funktionen ‘beliebig gut’ approxi-
miert werden kann.

Die Hauptarbeit steckt im Beweis des folgenden Lemmas:
Lemma 3.2. Es sei p: R — R" eine C'—invertierbare Abbildung. Sei

L C R"™ kompakt. Dann gibt es eine Funktion n : (0,e) — Ry mit
limeon(e) =0, so dass fiir alle e € (0,¢) und b € L gilt: *°

[ Gvoete)det Dot - |

n

(%WJwﬁwlﬁn@ye”

Bemerkunyg. (1) Die Tatsache, dass der Faktor e auf der rechten
Seite erscheint ist nicht {iberraschend, nachdem beide Integrale
auf der linken Seite ‘mit €™ schrumpfen’. Das Wichtige ist also
die Zusatzinformation, dass lim.\ o 7(e) = 0.

(2) Die Aussage von Lemma 3.2 ist schwécher, als die Aussage,
dass der Transformationssatz fiir Funktionen von der Form 7, ¥,
gilt. Wir werden denoch, durch geschicktes Anwenden von Lem-
ma 3.2 in Kapitel 3.3 den allgemeinen Transformationssatz auf
Lemma 3.2 zuriickfiihren konnen.

Die Idee fiir den Beweis von Lemma 3.2 ist wie folgt:

20Zur Erinnerung, U, ist die um e gestreckte Zackenfunktion ¥: R” — R, und
TV, ist die Translation von ¥, um b.
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(1) Wenn ¢ eine affin-lineare Abbildung ist ', dann folgt die Trans-
formationsformel aus der Translationsinvarianz des Integrals
und aus Korollar 2.4.

(2) Fiir ‘kleine e’ konnen wir ¢ durch eine affin-lineare Abbildung
‘approximieren’, durch geschicktes argumentieren, kénnen wir
zeigen, dass der ‘Fehlerterm’ nicht grofler ist als n(e)e™ wobei
limes o n(e) = 0 ist.

Die Ausfiithrung der Idee erfordert allerdings einen ziemlichen Aufwand.
Wir beginnen mit dem Beweis des folgenden Lemmas:

Lemma 3.3. Es sei K C R"™ kompakt und f: K — R stetig. Dann
gibt es eine Funktion w : Ry — Ry mit folgenden Eigenschaften:

(1) limyow(t) =0,

(2) w ist monoton steigend, d.h. w(t) < w(t) firt <t

(3) fiir alle x,2’ € K gilt:

/() = f(@)] < w(llz = 2"])).

Beispiel. Wenn f Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante C' ist, dann
besitzt w(t) ;= C - t alle gewiinschten Eigenschaften.

Bewers. Die Idee ist w so zu wahlen, dass w die ‘kleinste’ Funktion ist,
fir die (3) per Definition gilt, und dann zu zeigen, dass (1) und (2)
auch gelten miissen.

Fiir ¢t > 0 definieren wir also 22

w(t) :=sup{|f(z) = f(2)] |, 2" € K mit [lo —2'[| <t}.

Dann gilt (3) per Definition und es ist auch offensichtlich, dass (2)
gilt.?

Wir miissen also nur noch (1) zeigen. Sei also € > 0. Da K kompakt
ist, ist f insbesondere gleichméfigstetig, es existiert also ein § > 0, so
dass gilt

€

lz =2l <6 = [f(z) = fla))] < 3
Per Definition gilt dann aber, dass w(d) < § < e. Nachdem w monoton
steigend ist und nicht negativ folgt, dass sogar w(t) € [0,¢) fiir alle
t €0,9). Es folgt, dass lim;_,ow(t) = 0. O

21D h. eine Abbildung vom Typ
R* — R"
v +— Av+b
wobei A € GL(n,R) und b € R”
22Beachte, dass w(t) in der Tat existiert, da stetige Funktionen auf einem kom-
pakten Definitionsbereich beschriankt sind.
2Weil wir fiir ¢/ > ¢, das Supremum einer gréBeren Menge betrachten.
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Wir wenden uns jetzt dem Beweis von Lemma 3.2 zu. Es sei also
©: R" — R" eine C'-invertierbare Abbildung und es sei L C R™ kom-
pakt. Wir setzen K := ¢ !(L). Nachdem ¢ insbesondere ein Homdomorphismus
ist, ist K wiederum kompakt.

Fiir ¢ = (21,...,x,) bezeichnen wir im Folgenden mit

|z| := max{|z1],...,|z.|}

die Maximumsnorm, man beachte, dass
— ]l < far] <[]
T T Zl|.

N

Zudem gilt
(3.1) Supp(nVe) = {x € R" ||z —b| < e}.

Nachdem K und L kompakt sind, existieren insbesondere r > 0 und
s >0, so dass

sup{|z|+ 1|z € K}, und

,
s sup{|z|+ 1|z € L}.

>
>

Es folgt insbesondere, dass

K c K =W(0,r) ={zxeR"||z] <r}und
L c L':=W(0,s) :={zeR"||z|] <s}.

Wir kénnen dabei s so grof§ wihlen, dass p(K') C L.
Sei nun A € M(n x n,R) eine Matrix, wir definieren

[A[ := sup{[Av[ | |v] = 1}.
Man beachte, dass fiir A = (a;;) gilt:
(3.2) |A|l < n-max{|a;||i,7=1,...,n}.
Behauptung. Wir wihlen C € R, so dass #*

C > Sup{||De(a)]| |a € K'}
und

C = Sup{||[De~" ()] |b € L'}.

24Nachdem ¢ eine C'-invertierbare Abbildung ist, sind die Komponentenfunk-
tionen von Dy und Dy ~! stetig, insbesondere sind sie auf den kompakten Mengen
B(0,r) und B(0, s) beschréinkt. Es folgt, dass

Sup{||[De(a)ll|a € K'} < o0

und
Sup{[[De~ ' (B)|||b € L'} < oo.

Insbesondere gibt es also solch ein C.
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Dann gilt fiir alle z, 2’ € K’, dass
1
(3.3) gl =l < lpla) — (@) < Clz - 2.
Beweis. Aus der Definition der Norm einer Matrix folgt also, dass
(3.4) [Dg(a)s| < C'-|¢| und [ D™ (b)¢] < C- [¢],
fir alle £ e R" und a € K" und b € L'.
Aus dem Mittelwertsatz * (sieche Analysis II, Satz 6.9) folgt, dass
1
(3.5) o) — p(x) = (/ Dp(z +t(z' — x)) dt) (2 =)
0
fiir alle x, 2’ € R". Es folgt aus (3.4) und (3.5), dass 2°
o(z) — ()| < O o — 2|
fiir alle z, 2" € K', ganz analog, gilt auch
o™ W) W <Oy |
fir alle y,y’ € L'. Nachdem p(K') C L’ folgt auch, dass
[z — 2| < C-|o(x) — p(a’)|

fiir alle z, 2" € K'. O
Fiir a € R™ betrachten wir die Abbildung
Ao :R* — R”

z = p(a)+ Dola) - (x - a),
d.h. )\, ist die ‘best-mogliche’” Approximation von ¢ durch eine affin—
lineare Abbildung am Punkt a. Aus der Wahl von C' und aus dem
Beweis der obigen Behauptung folgt, dass auch folgende Ungleichung
gilt:

1
(3.6) 5]:5—1”\ < |Aa(x) = Ao(2))| < Clz — 2|
———
Dia)(—a')

25Zur Erinnerung, dieser besagt Folgendes:
Es sei U € R™ offen und f = (f1,...,fm) : U — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung. Es sei € U und v = (v1,...,v,) € R™ ein Vektor, so dass = + tv € U
fiir alle ¢ € [0,1]. Dann gilt

fla+v) — fz) = (/OlDf(x+tv)dt) .

26Hjer verwenden wir, dass die Strecke zwischen 2 und z’ in B (0,7) liegt, und
wir daher fiir alle Punkte auf der Strecke eine Abschétzung fiir die Norm des Dif-
ferentials besitzen.
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fiir alle z, 2’ € K’ und a € K.
Nachdem wir die Transformationsformel fiir affin—lineare Abbildun-
gen schon bewiesen haben, wollen wir jetzt ¢ und A, vergleichen.

Behauptung. Es existiert eine monotone Funktion w : Ry — R, mit
limow(e) =0, so dass

(3.7) lp(z) — Aa(@)| Sw(|z —al) - |z —al
fiir alle z € K’ und a € K.

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz (3.5) und der Definition von A, folgt,
dass

p(@) = ale) = plx) - p(a) + p(a) — Ao(2)
= (Jfy Dela+tw - a))dt) (v — a) — De(a) (= — a)

— <f01 Dy(a+t(x —a)) — Dp(a) dt) (z — a).
Wir wenden nun Lemma 3.3 auf die Funktionen

K — R
x +— (i,7)-Komponente von Dp(z)

an und erhalten Funktionen w;;. Wir setzen
w(t) == nmax{w;;(t)|i,j=1,...,n}.

Die Funktion w : Ry — R4 ist monoton mit lim\gw(e) = 0, und es
folgt aus (3.2), dass

p(2) = Aal(2)] < w(lz —al) - [z —qf
fir alle x € K’ und a € K. O
Sei nun b € L und e € R;. Wir schreiben h;(z) := (7,V.)(z) und

wir setzen a := ¢ 1(b).
Behauptung. (1) Es gilt
hep(p(x)) = 0 und hep(Ao(x)) = 0 fiir alle  mit | — a| > Ce.
(2) Es sei w die gleiche Funktion wie in der vorherigen Behauptung.
Dann gilt
|hep(0(2)) = hep(Aa(@))| < nC - w(Ce)
fiir alle x € K" und e > 0.
Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort aus (3.1) sowie aus den Un-
gleichungen (3.3) und (3.6).
Wir wenden uns nun dem Beweis der zweiten Behauptung zu. Wenn
|z — a| > Ce, dann folgt aus (1), dass

‘he,b(@(x)) - he,b()‘a(x)” - 07
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insbesondere gilt die gewiinschte Ungleichung. Nehmen wir nun an,
dass |x — a] < Ce. Man kann leicht zeigen, indem man die explizite
Definition von h., = 7,®. verwendet, dass

(3.8) he () — hey(2')] < %\x — 4.

Aus den Ungleichungen (3.7) und (3.8) folgt nun, dass

‘he,b(gp(x)) - he,b()‘a(x))‘
(3.9) ‘w(lz—al)

20e-w(Ce) =nC -w(Ce).

VAR VANIVAN
o 13
8
|
RSN

Die folgende Behauptung impliziert nun Lemma 3.2.

Behauptung. Es existiert eine monotone Funktion n : Ry — R, mit
limeon(e) =0, so dass fiir alle b € L und e € R, gilt

| estiotandet Dot o~ [

hes(y) dy’ < n(e)e”

Beweis. Die Funktion

K — R,
r +— |det Dp(z)]

ist stetig, nachdem K kompakt ist, ist diese Funktion sogar gleichméafig stetig.
Aus der vorherigen Behauptung und aus Ubungsblatt 2, Aufgabe 4, 27

folgt nun, dass es eine monotone Funktion ¢ : R, — R, gibt mit
limeno0(e) =0, so dass fiir alle b€ L, x € K" und e € R gilt

e (9(2))] det(Dg) ()| = hep(Aa(2))| det(Dp)(a)|] < d(e),

wobei a = ¢ 1(b) € K.

Es sei nun e € (Oé) Dann folgt aus der Definition von K’, dass
W(a,Ce) C W{(a,1) C K’ fir alle a € K. Es folgt nun aus Korollar
2.4 angewandt auf die affine lineare Abbildung A\, und aus den obigen

2TWir wenden die Ubungsaufgabe auf o(z) und (z) := A\, () sowie f(y) :=
| det(Dp)(y)] an.
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Abschétzungen, dass

[ Jan hes(p()] det D) do = o hep(y dy}
= |fi heslo(@))| det Dg(a)| dx = [l h(Aa())| det Do(a)| da
S x))‘detDSO(x)‘—h(/\a(fmdetDQOa\‘dx
< fma,ce ey (p(2))| det D ()| = h(Aa(w))| det Dp(a)| da
< fW(a,ce o(e) dx

d(e) - (2Ce)".
Die Funktion n(e) := (2C)"d(e), e € (0, %) hat dann die gewiinschten
Eigenschaften. Wir haben damit die Behauptung bewiesen. 0

Der Beweis der Behauptung beschliefft auch den Beweis von Lemma
3.2.

3.3. Beweis der Transformationsformel II. Wir konnen uns nun
endlich dem Beweis des Transformationssatzes zuwenden. Zur Erinne-
rung, dieser lautet wie folgt:

Satz. (Transformationssatz) Fs seip: U — V eine C'~invertierbare
Abbildung zwischen offenen Teilmengen U und V' von R™. Dann gilt fir
alle f € C.(V), dass

/f )| det Dp(x \dx—/f

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen betrachten wir wieder nur
den Fall U = V = R". Sei nun also f € C.(R") gegeben. Wir setzen
L := Supp(f) und K := ¢ '(L). Dariiber hinaus sei L’ ein abgeschlos-
sener Wiirfel in R", so dass

B(x,y/n) C L' fiir alle z € L.

Fiir e > 0 betrachten wir wie im Beweis von Lemma 2.7 die zackige

Funktion
= fle p)repTe

pEL™

Behauptung. Es gilt:
(3.10)
1imexoffe ydy = [ fy)dy

limeo [ f.(o(2))| det Do(a) | de = [ f(o())] det Dp(a)] do.
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Es folgt aus (2.5), dass Supp(f.) C L' fiir alle e € (0, 1]. Nach Lemma
2.7 (siche insbesondere Definition (2.3)) konvergieren die Funktionen
fiir e — 0 gleichméfig gegen f. Es gilt also nach Satz 2.2, dass

lgg leﬁiy)dy:= Rnny)dy-

Wir wenden uns nun dem zweiten Grenzwert zu. Die Funktion z
| det Dp(z)| ist stetig, und ist daher insbesondere beschriankt auf der
kompakten Menge L. Es folgt nun leicht (sieche Ubungsblatt 2, Aufgabe
2), dass die Funktionen

z = fe(p(x))] det Dp(z)]
mit e — 0 gleichméfig gegen

z = f(p(x))] det Do(z)]

konvergieren. Die zweite Aussage der Behauptung folgt nun wieder aus
Satz 2.2. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Behauptung. Es gibt ein C' € R und eine Funktion 7 : R, — R, mit
limenon(e) =0, so dass fiir alle e € Ry gilt

[ i@l dee Dot de — [ ) o] < Cate

Nach Lemma 3.2 existiert eine Funktion 7 : (0,¢) — Ry mit lim\ o n(e) =
0, so dass fiir alle e € (0,¢) und b € L gilt:

[ v @)l et Dota) o~ [
Fir e > 0 setzen wir nun

M, = Z ’f(ep)‘

pEL™

(3.11)

(e (y) dy’ <ne)-e".

n

Dann folgt aus (3.11), der Definition von f. und der Dreiecksunglei-
chung, dass

<n(e)-e"- M..

[ fulola))|det De(a)| dr | felu)dy

Nachdem L kompakt ist, ist L in einem achsenparallelen Wiirfel mit
einer Seitenldnge s > 0 enthalten. Es folgt, dass M, hochstens (2 +1)"
Summanden hat, insbesondere gilt, dass

M, < <§_%1>n-_kﬂ m@beiﬂ4:=:8up|f(yﬂ'
e

yeR?
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Man beachte, dass M in der Tat definiert ist, nachdem f eine stetige
Funktion mit kompaktem Tréger ist. Die gewiinschte Ungleichung folgt
nun aus den obiger obigen Diskussion, indem wir 2®

C:= sup{e”(z +1)"|e € (0,00)}

setzen. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Setzen wir nun die obigen Ergebnisse zusammen, dann erhalten wir
mithilfe von (3.10), dass

| (@)l det Do ()| dz — [ f(y)dy]
— }hme\offe )\detDcp( ) dz —limeo [ fe(y) dy‘
— oo (] fulola)) det D) — [ £.(y)dy)

< llme\,O 77( ) : O
0.

Wir haben damit den Transformationssatz bewiesen. O

3.4. Beispiele. Wir beschreiben im Folgenden die drei vielleicht hdufigsten
Anwendungen von Satz 3.1, ndmlich:

(1) ebene Polarkoordinaten,
(2) zylindrische Koordinaten, und
(3) sphérische Polarkoordinaten.

3.4.1. Polarkoordinaten. Fir a € R bezeichnen wir mit S, den Halb-
strahl

Sy = {(rcosa,rsina)|r €[0,00)} C R*.
Die Abbildung 2
U: (0,00) X (—m,m) — R\ S_,
(r,p) = (rcosg,rsinp)
ist stetig und bijektiv, mit Umkehrabbildung
R2\ S . — (0,00) x (—m,m)
(v/2? 4 y?, arctan(¥)), falls z > 0,
(v/2? 4 y?, 7 + arctan(¥)), falls z < 0 und y > 0,
(z,y) — (Va2 +uy ,—7T+arctan(%)), falls x < 0 und y < 0,
(Y. %), falls 2 = 0 und y > 0,
(=

Y, —5), falls x = 0 und y < 0.

28Fs ist leicht zu schen, dass die Funktion e e" (2 +1)" fiir e > 0 nach oben
beschrankt ist.

29Die Verwendung der Symbole z, y und r, © hat mathematisch natiirlich keiner-
lei Bedeutung.
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Behauptung. Die Abbildung W ist ein Diffeomorphismus®’, insbesonde-
re Cl-invertierbar.

Die Abbildung W ist offensichtlich eine bijektive C**~Abbildung. Man
kann nun direkt {iber die oben angegebene Bestimmung von W~ zeigen,
dass ¥~! ebenfalls eine C*°-Abbildung ist. Es ist allerdings eleganter
wie folgt zu argumentieren: Es ist

cosp —rsingp

(3.12) det DW(r, ) = det (sincp rcos o ) =r#0
fur alle (r, ¢) im Definitionsbereich. Es folgt nun aus dem Satz von Um-
kehrabbildung (siehe Analysis 11, Satz 7.4), dass ¥ an jedem Punkt ein
lokaler Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist =1 eine C>°~Abbildung
an jedem Punkt, d.h. U~! ist eine C>®°-Abbildung. Wir haben damit
die Behauptung bewiesen.

Wir kénnen also jetzt den Transformationssatz auf den Diffeomor-
phismus ¥ anwenden, und erhalten mit Hilfe von (3.12) folgendes Lem-
ma:

Lemma 3.4. Es sei f: R*\ S_. — R eine stetige Funktion mit kom-
paktem Trdager. Dann gilt

/ f(x,y)da:dy:/ f(rcose,rsing) - rdpdr.
R2\S_, (0,00) X (—m,m) ~~ d

=T(rp)
Bemerkunyg. (1) Das Lemma, so wie es jetzt formuliert und bewie-

sen ist, ist in der Praxis noch zu restriktiv, weil wir nur stetige
Funktionen f: R?\ S_, — R mit kompaktem Triiger betrach-
ten konnen. Wir werden spéter sehen, dass diese Restriktionen
nicht notwendig sind.

(2) Fiir P := (z,y) € R*\ S_, heilen (r, ) := U (z,y) die Po-
larkoordinaten von (x,y). Die Polarkoordinaten haben folgende
geometrische Interpretation:

r = Distanz von P zum Ursprung O
¢ = Winkel zwischen dem Vektor OP und der x—Achse.

(3) Die Definition von ¥ kann man leicht varieren um einen Diffeo-
morphismus zwischen einem beliebigen ‘offenen Band der Breite
27" und dem Komplement eines beliebigen Halbstrahles zu fin-
den.

30Eine Abbildung f: U — V heiBt Diffeomorphismus, wenn ¥ eine bijektive C>°
Abbildung ist, so dass die Umkehrfunktion ebenfalls eine C'**~Abbildung ist.
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3.4.2. Zylindrische Koordinaten. Die Definition von Zylindrischen Ko-
ordinaten ist fast identisch mit der Definition von Polarkoordinaten,
der einzige Unterschied ist, dass man jetzt noch ‘eine z—Koordinate’
hinzufiigt.

Wir wollen dies nun mathematisch etwas préziser ausdriicken. Die
Abbildung

U: (0,00) X (—m,m) x R — R\ S xR
(r,p,2) +— (rcosp,rsingp, z)
ist stetig und bijektiv, mit Umkehrabbildung
(R2\S_,) xR — R, x (-7 )xR

(\/x? —i— y?, arctan(?), z), falls x > 0,
(\/xQ—l—y 7+ arctan(?), z), falls z < 0,y > 0,

(x,y,2) (Va2 +y? —m+ arctan( ),2), fallsx <0,y <0,
(v, 5.2 falls z = 0,y > 0,
(—y,—Z,2), falls x = 0,y < 0.

l\3|=1\_/

In diesem Falle ist
cosp —rsing 0
det DU (r,p) =det | sinp rcose 0] =r.
0 0 1

Wie im Falle der Polarkoordinaten kann man leicht zeigen, dass W
wiederum ein Diffeomorphismus ist. Fiir (z,y, z) € R?\ S_,; x R heien
U1z, y,2) die Zylinderkoordinaten von (x,vy, 2)

3.4.3. Sphdrische Koordinaten. Wir betrachten die Abbildung

U (0,00) X (—m,m) x (=5,5) — R?
r cos - cosf
(r,p,0) +— | rsing-cosf
rsin

Die Bildmenge von ¥ ist das Komplement einer Halbebene in R?, ge-
nauer gesagt, die Bildmenge ist

Im(V) = {(z,y, 2) |y # 0 oder x > 0}.

Man kann leicht verifizieren, dass ¥ eine Bijektion ist. Zudem gilt fiir
alle (r, p,0), dass

det DU = 1% cos ),
dies ist ungleich Null fiir alle (r, ¢, #) im Definitionsbereich. Wie im

Falle der Polarkoordinaten kann man leicht zeigen, dass ¥ wiederum
ein Diffeomorphismus ist.
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Fiir P = (z,y, 2) € Im(¥) heiflen (r, ¢, 0) := U~ (z,y, 2) die sphdirischen
Koordinaten (oder Kugelkoordinaten) von (x,y, z). Wir bezeichnen mit
P' = (z,y,0) die Projektion von P auf die zy—Ebene. Die Kugelkoor-
dinaten haben dann folgende geometrische Interpretation:

r = Distanz von P zum Ursprung O
¢ = Winkel zwischen dem Vektor OP’ und der x—Achse
0 = Winkel zwischen dem Vektor OP und der xy—Ebene.

4. DAS LEBESGUE-INTEGRAL FUR HALBSTETIGE FUNKTIONEN

4.1. Die Definition von H'(R"). Bis jetzt haben wir nur das Integral
fiir stetige Funktionen R™ — R mit kompaktem Tréager eingefiihrt.
Unser Ziel ist nun Schritt fiir Schritt die Definition auf groflere Klassen
von Funktionen zu erweitern.

Die Idee ist an sich ganz einfach: wenn eine Funktion f Grenzwert
einer Folge von Funktionen f; € C.(R"), k € N ist, dann wiirde man
gerne [o, fdx als limy_,o [g. frdz definieren. Allerdings werden wir
in Aufgabe 3 im 3. Ubungsblatt sehen, dass diese naive Idee, im Allge-
meinen, so nicht funktioneren kann.

Sprechweise. Es sei {ay}ren eine Folge von reellen Zahlen. Wir sagen
die Folge {ay }ren konvergiert gegen oo, wenn die Folge bestimmt gegen
oo divergiert.

Mit dieser Sprechweise konnen wir jetzt folgendes Lemma aus der
Analysis I formulieren:

Lemma 4.1. Es sei {ag}ren €ine monoton steigende Folge von reellen
Zahlen, dann konvergiert die Folge gegen ein eindeutig bestimmtes a €

R U {o0}.

Definition. Es sei nun f: R" — R U {oo} eine Funktion *! und fj :
R"™ — R eine Folge von Funktionen. Wir schreiben

e T f

wenn fiir alle € R™ die Folge von reellen Zahlen fi(z) monoton stei-
gend ist und gegen f(x) konvergiert. Anders ausgedriickt, es gilt fp T f,
wenn [ eine monoton steigende Funktionenfolge ist, welche punktweise
gegen die Funktion f konvergiert.

Definition. Wir definieren H'(R") als die Menge aller Abbildungen
R" — R U oo mit folgender Eigenschaft:
Es existiert eine Folge von Funktionen f;, € C.(R™), so dass f; T f.

31Eine Funktion f: R™ — RU{oco} ist also eine Abbildung, welche jedem z € R™
entweder eine reelle Zahl oder das Symbol ‘00’ zuordnet.
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Beuspiel. Wir betrachten die Funktion
ffR — R
0, wennt <0,

t — 1, wennt € (0,3),
0, wennt > 3.

Dann liegt f nicht in C.(R), aber f liegt in H'(R), in der Tat, denn
betrachten wir die Funktionen

fki R - R
0, wenn ¢t < 0,
kt, wenn ¢ € (0, 1),
t — 1, wenn t € [%,3—%],
1—Fk(t—(3— wenn t € (3 — +,3),
0, wenn t > 3

dann ist dies eine monoton steigende Folge von stetigen Funktionen
mit kompaktem Tréger, welche gegen f punktweise konvergiert.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion
fR — R
0, wenn ¢t < 0,

t — oo, wenn t € (0,3),
0, wenn t > 3.

Diese Funktion liegt in H'(R), in der Tat, denn f ist Grenzwert der
folgenden monoton steigenden Folge von Funktionen in C.(R"):

iR — R
0, wenn ¢t < 0,
k?t, wenn t € (0, 1),
t k, wenn ¢ € [%,3—%],
k—k(t—(3-14), wemnte (3—1,3),
0, wenn t > 3.

Sei nun f € H'(R"). Es sei {f}ren eine monoton steigende Folge
von Funktionen in C.(R™), welche punktweise gegen f konvergiert. Die
Idee ist nun [, f dx als

/ fdx:= lim frdx

k—o0 Rn

zu definieren. Aber macht das {iberhaupt Sinn? Ist der Grenzwert auf
der rechten Seite {iberhaupt definiert? Zudem gibt es viele monoton
steigende Folgen von Funktionen, welche gegen f konvergieren, und a
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priori ist es nicht klar, dass die dazugehorigen Integrale den gleichen
Grenzwert ergeben.

Es ist zum Gliick leicht zu zeigen, dass der obige Grenzwert limy_, o, fRn frdx
existiert (siche Ubungsaufgabe 3 in Ubungsblatt 3). Der folgende Satz
besagt nun auch, dass der Grenzwert nicht von der Wahl der Funktio-
nenfolge abhéngt:

Satz 4.2. Sei f € H'(R™). Es seien { fi. tren und {gx bren 2wei monoton
steigende Folge von Funktionen in C.(R™), welche punktweise gegen f
konvergieren. Dann qilt

lim frdr = lim g dzx.
k—oo Jrn k—oo Jpn
Wir werden den Beweis im néchsten Kapitel nachliefern. Wir be-
merken aber zuerst, dass der Satz insbesondere besagt, dass folgende
Definition in der Tat Sinn macht:

Definition. Sei f € HT(R™). Es sei {fi}ren eine monoton steigende
Folge von Funktionen in C.(R™), welche punktweise gegen f konvergiert.
Wir definieren das Lebesgue—Integral von f tiber R™ als

/ fdzr:= lim frdr € RU{oo}.
n k—o0 R™

Bemerkung. Wenn f € C.(R™), dann ist f die Grenzfunktion fiir die
konstante Folge f, = f, insbesondere liegt f € HT(R"), und die obi-
ge Definition von fRn fdx stimmt mit der bisherigen Definition des
Integrals fiir Funktionen in C.(R") iiber ein.

4.2. Beweis von Satz 4.2. Fiir den Beweis von Satz 4.2 bendtigen
wir den folgenden Satz von Dini.

Satz 4.3. Es sei K C R™ kompakt und

eine Folge von stetigen Funktionen, welche punktweise und monoton
gegen eine stetige Funktion f: K — R konvergiert. Dann konvergiert
die Folge von Funktionen auch gleichmafig gegen f.

Zur Erinnerung
(f;) konv. punktweise gegen f < V V3V |f(x)— filz)| <e

zeK >0 IeN i>1

(fi) konv. gleichméBig gegen f < V 3V ¥V |f(x)— fi(z)| <e.

e>0 IeN > zeK
Man beachte, dass eine Funktionenfolge, welche gleichméflig konver-
giert, auch punktweise konvergiert, aber i.A. gilt der Umkehrschlufl
nicht.
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Beweis vom Satz von Dini. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass f ei-
ne monoton steigende Funktionenfolge ist. Wir setzen

gi = f - fi7
dann ist {g; }ien eine monoton fallende Funktionenfolge, welche punkt-
weise gegen die Nullfunktion konvergiert. Wir miissen nun zeigen, dass
diese Folge gleichméfBig gegen die Nullfunktion konvergiert. Nachdem

die g; alle nichtnegativ sind, miissen wir also folgende Aussage bewei-
sen:

V 3V VYV gix)<e

e>0 I[eN > zeK

Sei nun ¢ > 0. Nachdem {g;};en punktweise gegen die Nullfunktion
konvergiert existiert zu jedem x € K ein I(z) € N, so dass

gilx) < 5 fiiv alle i > I(2).

Behauptung. Es sei € K. Wir setzen I := I(x). Dann existiert eine
offene Umgebung U, von x, so dass

gi(x') <efiralle:>Tund 2/ € U, N K.

Nachdem g; insbesondere im Punkt z stetig ist, existiert ein offene
Umgebung U, von x %2, so dass

lg1(2") — gr(2)] < % fir alle 2’ € U, N K.

Sei nun ¢ > [ und 2/ € U, N K. Nachdem die Funktionenfolge g;
monoton fallend ist, gilt
e € €
gi(x') < gr(2") = g1(x) + g1 (2") — g1(x) < g7(x) + ;<gt5=¢
—_—
I—I<35
Diese offene Umgebung hat die gewiinschte Eigenschaft, und wir haben
damit die Behauptung bewiesen.
_ Nachdem jedes z € K in U, enthalten ist, ist {U,}+ex eine offene
Uberdeckung von K. Es folgt aus der Kompaktheit von K, dass man
K auch durch endlich viele dieser offenen Mengen iiberdecken. D.h. es
gibt z1,...,x; € X, so dass

KCU,U---UU,,.

Wir setzen nun

I :=max{I(z1),...,I(x)}.
Sei nun ¢ > [ und = € K. Dann gibt es ein j € {1,...,k}, so dass
r € Uy, , und es folgt aus der obigen Behauptung, dass g;(r) <e. [

32Beispielsweise eine offene Menge der Form B(z, ) fiir ein § > 0
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Wir konnen nun Satz 4.2 beweisen:

Beweis von Satz 4.2. Sei f € HT(R™) und es seien { fx }reny und {gx }ren
zwel monoton steigende Folge von Funktionen in C.(R"), welche punkt-
weise gegen f konvergieren. Wir wollen zeigen, dass

lim frdxr = lim g dx.
k—oo R™ k—oo Rn

Behauptung. Sei j € N, dann ist

fidr < klim g dx.

Rn —00 JRn

Um die Behauptung zu beweisen, betrachten wir fiir £ € N die Funk-
tion
hi :R* — R
z = hy(x) = min{ f;(z), gr(x)}.
Man beachte, dass
(1) hy < f; und hy < gy fiir alle k € N,
(2) hy € C.(R™) fiir alle k,
(3) hy ist eine monoton steigende Funktionenfolge,
(4) die Funktionenfolge hy, konvergiert punktweise gegen f;. **

Insbesondere gilt fiir alle k € N, dass

hi(x) < hy(z) < f(2),
d.h.
Supp(hy) C K := Supp(hy) U Supp(f) fiir alle £ € N.

Aus dem Satz von Dini konvergiert also die Funktionenfolge hy, gleichméfig
gegen f;. Aus Satz 2.2 und aus der Monotonitét des Integrals folgt nun,
dass
fi(x)dx = lim hi(z) dz < lim gr(x) dx.
Rn k—o0 R™ k—o0 R™
Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Es folgt aus der Behauptung, dass auch

lim fidx < klim g dx.

Jj—=oo Jpn —00 JRn
Aus der Vertauschung der Rollen von f; und g folgt die umgekehrte

Ungleichung, also sind beide Grenzwerte in der Tat gleich.
O

338ei € R"™. Wir miissen zeigen, dass hi(z),k € N gegen f;(z) konvergiert.
Wenn f;(z) = f(z), dann gilt hy(z) = min(f;(z), gx(z)) = gx(z) und die Aussage
folgt aus gx(z) T f(x). Wenn fj(z) < f(x), dann existiert ein K € N, so dass
gr(z) > fj(z) fur alle £ > K. Dann gilt aber auch, dass hi(z) = f;(x) fir alle
k> K.
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4.3. Die Definition von H*(R"). Es sei nun f: R" — RU{—o0} eine
Funktion und f; : R® — R eine Folge von Funktionen. Wir schreiben

Jed f

wenn fiir alle € R™ die Folge von reellen Zahlen fi(z) monoton fallend
ist und gegen f(x) konvergiert.

Wir definieren nun H*(R") als die Menge aller Abbildungen R" —
R U {—o0} mit folgender Eigenschaft:
Es existiert eine Folge von Funktionen f;, € C.(R") mit f; | f.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion

frR — R
0, wennt <0,
t — 1, wennt € [0,3],
0, wennt > 3.

Dann liegt f nicht in C.(R) und nicht in HT(R™), aber f liegt in H*(R™).

Definition. Sei f € H*(R"). Es sei { fx }ren eine monoton fallende Folge
von Funktionen, welche punktweise gegen f konvergiert. Wir definieren
das Lebesgue—Integral von f tiber R™ als

fdx = lim frdr € RU{—o0}.
Rn k—oo Rn

Ganz analog zu Satz 4.2 kann man zeigen, dass diese Definition sinn-
voll ist, d.h. die Definition von fRn f dx ist unabhéngig von der Wall
der Folge fy.

Wenn f zugleich in H*(R™) und in HT(R") liegt, haben wir jetzt a
priori zwei verschiedene Definition fiir fR" fdx, allerdings kann man
zeigen, dass diese iibereinstimmen. Dies folgt auch aus der unten be-

wiesenen Tatsache, dass HT(R™) N HH(R") = C.(R™).

4.4. Funktionen in einer Variablen. Es sei f: R — R eine Funkti-
on, so dass fiir jedes a < b das Riemann-Integral 3* f; f(z) dx existiert.

Wenn die Grenzwerte
0

d
lim/ f(z) dx und dlim f(z)dx
0 ——00

d—o0 d

existieren, dann sagen wir f ist uneigentlich Riemann—integrierbar auf
R, und wir nennen
0

o d
/ f(z)dz = lim f(z)dr + lim f(z)dx
oo d—o0 0 d——00 d

34Welches iiber Untersummen und Obersummen definiert ist, siche Analysis I.
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das uneigentliche Riemann-Integral von f auf R.

Sei nun f: R — R eine Funktion, welche uneigentlich Riemann-—
integrierbar auf R ist, und welche auch in H(R) liegt. Sei f, € C.(R)
eine Folge von Funktion, so dass f; T f. Dann gilt per Definition, dass

/f(x) dr = limp_o fR fr(x) dx,
&

Lebesgue-

Integral

/oo flx)de = limg .o fodf(x) dr + limg_, fdo f(z)dx.

o0

——
uneigentliches
Riemann-
Integral

Wir haben also a priori zwei verschiedene Integralbegriffe fiir Funk-
tionen f itber R = (—o00,00). Man beachte, dass sich diese beiden
Definitionen selbst fiir ‘einfache’ Funktionen wie

[ 1, wennz € (0,1),
fx) = { 0, wenn z ¢ (0,1),
oder
1

auf den ersten Blick stark unterscheiden.
Zum Gliick gilt allerdings folgender Satz:

Satz 4.4. Sei f: R — R eine Funktion, welche uneigentlich Riemann—
integrierbar auf R ist, und welche in H'(R) liegt. Dann gilt

/Rf(ac) d = /oo (@) da.
Lt T e

Lebesgue- unetgentliches
Integral Riemann-
Integral
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Sei zuerst f € C.(R). Dann gibt es ein C' > 0, so dass Supp(f) C
[—C, C], dann folgt leicht aus den Definitionen, dass

RECE| twar= @

Lebesgue- Riemann- uneigentliches
Integral Integral Riemann-
Integral

Wenn f eine beliebige stetige Funktion in C.(R) ist, welche sowohl
uneigentlich Riemann—integrierbar auf R ist, als auch in H'(R) liegt,
dann kann auch relativ leicht zeigen (wie z.B. in Aufgabe 2 (b) von
Ubungsblatt 3), dass die beiden Integralbegriffe iibereinstimmen. Der
Beweis des Satzes im allgemeinen Fall ist eine freiwillige - Ubungsaufgabe.

4.5. Eigenschaften des Integrals von Funktionen in H'(R") und
HH(R™). Fiir 2 € R definieren wir nun

Tr+00 = 00,
00+ 00 = 00,
z+(—o0) = —o0,
(—00) 4+ (—o0) = —o0, sowie
oco-x = oo, falls x >0,
x-r = —oo, falls x < 0.

Man beachte, dass wir hierbei weder 0 - co noch oo — oo definieren.
Wir betrachten zudem R wie iiblich als geordnete Menge, wir erwei-
tern diese Ordnung auf R U {fo00} durch folgende Definition:

oo >, fiir alle z € RU {—o00},
x > —oo firallex € RU{o0},
00 > —00.

Mit Hilfe dieser Definitionen kénnen wir nun folgenden Satz formu-
lieren:

Satz 4.5. Es seien f,g € H'(R™) und \ € R, dann gilt
(1) f+g€ H(R") und

f+gde = fdx—l—/ gdz,
Rr Rr n
(2) wenn X > 0, dann gilt \f € H'(R™) und

/ Afde =\ fdx,
n R
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wenn A < 0, dann gilt \f € H(R™) und

/n Adr=\ [ fdz,

Rn
(3) falls f < g, dann gilt

fdx < / gdx.
R" n
Die analogen Aussagen gelten auch fir f,g € H*(R™).

Beweis. Es seien f; und g; Folgen von Funktionen in C.(R™), so dass

fr* fund g 1 g. Dann gilt auch (fr+gk) T (f+g), dh. f+g € HT(R)
und

Jon fHgde = limyo o fro + geda

= limy o0 fgn [ do 4 limy_,e0 gi do

= Jfeu fdx+ [g. gdx.
Die zweite Aussage wird ganz analog gezeigt.®® Fiir die dritte Aussage
verweisen wir auf Ubungsblatt 4. U

Unter gewissen Voraussetzungen gilt die Additivitdt des Integrals
auch fiir Reihen von Funktionen. Genauer gesagt gilt folgender Satz:

Satz 4.6. Es sei {fi}ren eine Folge von Funktionen in HT(R™), so
dass fr > 0 fiir alle k. Wir setzen

f= ka,
k=0

dann ist f € HY(R"), und es gilt

fdx = frdx.
R" kz:% R" ’

Beweis. Per Definition von HT(R™) existiert fiir jedes k € N eine Folge
von Funktionen

fets froy oo in Co(R™) mit fi; T fi.

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass f;; > 0 fiir alle k& und 7. %

35Woher kommt die Fallunterscheidung A > 0 bzw. A < 0?
36In der Tat, nachdem fx; T fr und nachdem f; > 0 gilt ebenfalls, dass

Gri = max{ fr;, 0} T fr
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(a) Wir zeigen zuerst, dass

/ fdx < Z frdx.

Wir setzen
ko := fro und gi; := fri — fri—1 fir alle ¢ € N,

dann gilt 37

00 [e's) 00 7 0o 00O [e's) 7 00
F= =) lm fiz;=> lm > gu=> > gu= Z ik = Y hi.
k=0 k=0 oo k=0 el =0 k=0 =0 =0 k=0 =0
:=h;eCc.(R")

Es gilt gi; > 0 fiir alle £, j, insbesondere gilt auch h; > 0 fiir alle <. Die
Folge der Partialsummen der Reihe ) ° h; konvergiert also monoton
gegen f. Es folgt daher aus der Definition vom Integral fiir Funktionen
in H', dass

/f(x) dr = lim Z/ x)dv = Z/hi(a:) dx.
i=0
Fiir alle N gilt
N N i N N+1-i N
Shi=>> gik=>_ > gr<> fi
=0 =0 k=0 1=0 k=0 =0
<fi

dartiber hinaus gilt gr; € C.(R™) und gx; > 0. Wir kénnen daher die Folgen f;
durch die Folgen gg; ersetzen und erhalten Funktionenfolgen mit den gewiinschten
Eigenschaften.
3THier verwenden wir folgende Aussage aus der Analysis I:

Es seien ay;, k,7 € N nicht negative reelle Zahlen, so fiir alle k die Reihe Eio ki
konvergiert, und so dass die Reihe

S

k=0 i=0

konvergiert. Dann gilt

o0 o0
5 (z ) S
i=0 \k= k=0 i=0
insbesondere konvergiert die Reihe auf der linken Seite. Der ‘naive Beweis’ besteht
darin zu sagen, dass auf beiden Seiten jeder Summand a;; genau einmal vorkommt,
die Schwierigkeit besteht darin, diese Idee mathematisch sauber umzusetzen. Der
Beweis dieser Aussage ist auch die (*)-Aufgabe von Ubungsblatt 4.
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Es folgt aus der Monotonie und der Linearitdt des Integrals und der
Monotonie der Grenzwerte 3 von Folgen, dass diefolgende gewiinschte
Ungleichung gilt:

Rnfd:c:i/hi(x) dr < i/fi(x) dz.

(b) Wir wollen nun zeigen, dass auch die umgekehrte Ungleichung
gilt, d.h. wir wollen zeigen, dass

Z fkdxg/ fdx.
k=0 Y R" "

Wir bemerken zuerst, dass offensichtlich fiir alle N € N gilt, dass

N
ka Sfa
k=0

Aus der Monotonie und der Linearitdt des Integrals folgt, dass

é/ﬁws/mwm

Da dies fiir alle N gilt, folgt auch, dass

i/ﬁws/mwm

O

Folgender Satz folgt sofort aus den Definitionen, Satz 2.1 und Ko-
rollar 2.4:

Satz 4.7. Es A € GL(n,R) eine invertierbare Matriz und b € R™ ein
Vektor. Wir betrachten die affin—lineare Abbildung

¢:R" — R
xr — Az +0b.
Sei f € HY(R™). Dann liegt
R* — R
r o= f(@(x)) - [det(A)]
in H'(R™), und es gilt

[ (@@ |det(A)dr= | fly)dy.

38D.h. wenn a; < b; fiir alle i, und beide Folgen konvergieren, dann gilt auch
lim; oo a; < lim;_y o0 b;.
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Die analoge Aussage gilt auch fiir f € HH(R").

Die Aussage des Transformationssatz (Satz 3.1) gilt auch fiir be-
liebige Funktionen f € H'(R") und C'-invertierbare Abbildungen ¢
zwischen offenen Teilmengen von R”. Die allgemeine Aussage, d.h. fiir
beliebiges ¢ und f € H'(R"), kann allerdings nicht so leicht auf den
Fall fir Funktionen in C.(R") zuriickgefiihrt werden. Wir werden da-
her diesen Satz erst deutlich spéter, und dann allerdings mit groflerer
Allgemeinheit, beweisen.

Bevor wir den néchsten Satz formulieren erwidhnen wir noch folgen-
des einfache Lemma. Hierbei verwenden wir fiir den Rest des Kapitels
folgende Abkiirzung z = (z1,...,2) und y = (Y1, -, Yn—k)-

Lemma 4.8. Essei f € HI(R"), k € N, und es seiy = (y1, .., Yn_1) €
R"F fest gewdhlt. Dann liegt die Funktion

qg: RF — RU{OO}
x:(xl,...,xk) — f(xay)
in HT(RF).

Beweis. Es sei f € H'(R™) und f; € C.(R") eine Funktionenfolge mit
fi 1t f. Sei zudem k € N, und es sei y € R"* beliebig. Wir betrachten
die Funktionenfolge

gi:Rk —- R

Diese Funktionen liegen in * C.(R¥), die Folge ist monoton steigend
und konvergiert punktweise gegen g. Es folgt, dass f € HT(RF). O

Wir koénnen jetzt folgenden Satz formulieren:

Satz 4.9. (Satz von Fubini) Es sei f € H'(R"), k € N. Die Funktion
40

R — RU{oo}
Yty s Ynk) kaf(xl,...,xk,yl,...,yn_k)dxl...dxk

39Dje Einschriinkung einer stetigen Funktion g: R” — R auf eine Teilmenge (in
unserem Falle R¥ x (y1,...,yn_1)) ist wiederum stetig, zudem ist der Schnitt einer
kompakten Teilmenge von R™ mit einer Teilmenge vom Typ R* x (y1,...,Yn_#)
wiederum kompakt.

40Man beachte, dass das Integral nach Lemma 4.8 definiert ist.
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liegt in HT(R™™), und es gilt, dass

(4.1) flz,y)d(z,y) = / flx,y)dx | dy.
Rn Rn—k ]Rk
—_—
EHT(Rn—F)

Die analoge Aussage gilt auch fiir f € HH(R").

Dieser Satz gilt per Definition fir f € C.(R"), fiir Funktionen in
HT(R™) muss dieser Satz jedoch bewiesen werden.

Beweis. Sei zuerst y € R"* beliebig. Wir betrachten die Funktionen
g¥,g! von R* — R, welche definiert sind durch

g'(x) = f(z,y) und g/ (z) := fi(z,y).

Aus dem Beweis von Lemma 4.8 folgt, dass g¢ € C.(R¥) fiir alle k, und
dass g7 1 ¢¥. Es folgt nun, dass g/ € H'(R"), und aus der Definition
des Integrals von Funktionen in HT(R*) folgt, dass

/k ¢’(z)dx = lim [ ¢Y(x)dx.
R

11— 00 Rk

Zudem gilt fiir alle ¢« € N wegen der Monotonie der Funktionenfolge,

dass
/giy(x)dxg/ gY(x) du.
RF RK

Wir betrachten nun Funktionen G und G; von R"~* nach R, welche
wie folgt definiert sind:

Gly) = [p f(z,y)de= [, ¢¥(x)dx und
Gi(y) = [o filz,y)de = [, g/ (x) du.

Aus der obigen Diskussion folgt, dass
G, TG.

Es ist offensichtlich, dass G; kompakten Tréger hat, * aus der Stetigkeit

von f; folgt dann auch, dass G stetig *? ist, d.h. G; € C.(R" ). Es
folgt nun, dass

4n der Tat, nachdem der Triiger von f; kompakt ist, gibt es Quader A C R¥
und B C R" ¥, so dass Supp(f;) € A x B. Es folgt leicht aus den Definitionen,
dass G;(y) = 0 fiir alle y & B.

“2Djese Aussage ist intuitiv klar, eine genaue Ausfithrung erfordert allerdings
etwas Aufwand, und wird als freiwillige Ubungsaufgabe iiberlassen.
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i—=00 Jpn

1—00

= lim < filz,y) dﬂﬁ) dy
Rn—k Rk

= lim Gi(y) dy

1—00 Rn—k

= /R ~ Glydy

(o)

wobei das 1. und 4. Gleichheitszeichen nach Definition des Integrals fiir
entsprechende Funktionen aus H' gilt, sowie das zweite Gleichheitszei-
chen nach der Definition des mehrdimensionalen Integrals fiir stetige
Funktionen mit kompaktem Trager.

O

4.6. Halbstetige Funktionen.

Definition. (1) Eine Funktion f: R"™ — R U {oo} heiit von unten
halbstetig im Punkt 2 € R", falls zu jedem ¢ < f(x) eine Um-
gebung U von z existiert, so dass 3

c < f(2') fiir alle 2’ € U.

(2) Eine Funktion f: R" — RU{—o0} heiit von oben halbstetig im
Punkt = € R", falls zu jedem ¢ > f(z) eine Umgebung U von
T existiert, so dass

c> f(2') fiir alle 2’ € U.

Die Funktion f heifit auf R™ von oben (bzw. unten) halbstetig, falls
sie in jedem Punkt von oben (bzw. unten) halbstetig ist.

Das folgende Lemma kann man leicht mithilfe der Definitionen zei-
gen, und ist eine Ubungsaufgabe im Ubungsblatt 4.

43Es ist leicht zu sehen, dass f von unten halbstetig im Punkt z € R™ ist, falls
zu jedem ¢ < f(x) ein § > 0 gibt, so dass

c < f(2') fiir alle 2’ € B(z,9).
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Lemma 4.10. Es sei f: R® — R eine Funktion und x € R™. Dann
qilt
f st von unten und oben

halbstetig im Punkt x.

Beispiel. Es sei A C R” eine Teilmenge. Die charakteristische Funktion
von A ist definiert durch

(2) = 1, wenn z € A,
XA =10, wenn 2 & A.

Mithilfe der Definitionen (siehe auch Ubungsblatt 4) kann man leicht
zeigen:

f stetig im Punkt v <

Aist offen < x4 ist von unten halbstetig,
A ist abgeschlossen < x4 ist von oben halbstetig.

Wir kénnen nun folgende Charakterisierung von Funktionen in H(R")
formulieren und beweisen:

Satz 4.11. Es sei f: R" — R U {oc} eine Funktion. Dann gilt, f €
HI(R™) genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) f ist von unten halbstetig,

(2) es gibt eine kompakte Teilmenge K C R", so dass

f(z) >0 fir allex € R\ K.

Beweis. Es sei f: R" — R U {oo} eine Funktion.

(a) Nehmen wir zuerst an, dass f € H'(R"). Es existiert also eine
monoton steigende Folge von Funktionen f; € C.(R™), welche punkt-
weise gegen f konvergiert. Es folgt insbesondere, dass f > f;, dies
impliziert wiederum, dass f(z) > 0 fiir alle z € R™ \ K := Supp(fi).
Wir haben damit Eigenschaft (2) bewiesen.

Wir miissen noch zeigen, dass f von unten halbstetig ist. Sei also z €
R™ und ¢ € R mit f(x) > ¢. Nachdem limy_,, fr(x) = f(x) existiert
ein k € N mit fx(z) > ¢. Nachdem fj stetig ist, und insbesondere von
unten halbstetig, existiert eine Umgebung U von x, so dass fx(z) > C
fiir alle x € U. Nachdem f > f; folgt nun auch, dass f(z) > C fiir alle
x € U. Wir haben damit Eigenschaft (1) bewiesen.

(b) Nehmen wir nun umgekehrt an, dass f die Eigenschaften (1) und
(2) besitzt. Wir kénnen o0.B.d.A. ** annehmen, dass es ein R > 0 gibt,
so dass

K = {z € R"| |2l < R}.

4“Nachdem K kompakt ist, ist K insbesondere beschriankt, es existiert also ein
R >0, so dass
K €K'= {«R"| 2] < R},
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Nachdem f von unten halbstetig ist, und nachdem f nicht negativ ist
auflerhalb einer kompakten Menge folgt, dass f nach unten beschrénkt
ist (siche Ubungsblatt 4.) Insbesondere existiert ein rationales M > 0,
so dass f(x) > —M fiir alle x € R™.

Wir bezeichnen mit A die Menge aller Kugeln

Ufa) ={z e R"|||lx —a|]| <&}
wobei a € Q" und € € Q.. Zudem sei

J:={(U(a),c)| U.(a) € Aund c € Q
wobei ¢ > —M und f(x) > ¢ fiir alle z € U.(a)}.

Behauptung. Zu jedem j = (U.(a),c) € J gibt es eine Funktion g;, so
dass

(a) g;(x)
(b) g;(x)
(c) g; € C(R).

c, firalle z € U.(a),
f(z), firalle xe€R"

IA I

Zu also j = (U(a),c) € J. Wir skizzieren kurz, wie man mit meh-
reren Schritten eine stetige Funktion g; mit folgenden Eigenschaften
konstruieren kann:

(Od) g](x) = ¢, fiir alle xr e UE/Z(a)?
(8) gi(z) < ¢ firalle € Ufa),
(,-)/) g](g;) = —M, fiir alle re K \ Ug(a)a

(0) gi(x) = 0, fir alle x € R™\ (B(0,2R)UU.(a)).
Die Schritte in der Definition sind nun wie folgt:

(i) Wir definieren zunéchst g; fir x € U.jo(a) und z € K\ U:(a)
und z ¢ B(0,2R) U U.(a) wie in () and () und (J).

(i) Wir definieren g; auf U.(a) \ U /2(a) und R™ \ (K U U.(a)) in-
dem wir zwischen den schon definierten Werten von g; auf dem
jeweiligen Rand interpolieren. *°

Man beachte, dass solch ein g; stetig ist, und dass Supp(g;) C Bar(0)U
Us(a), insbesondere ist Supp(g;) beschrankt, d.h. g; € C.(R"). Es folgt
auch leicht aus den Eigenschaften («) bis (0), dass g; auch die gewiinschten
Eigenschaften (a) und (b) besitzt. Wir beschliessen damit den Beweis
der Behauptung.

aber es gilt dann auch fiir K’, dass
f(z) >0 fiir alle z € R™\ K.

Wir konnen also gleich annehmen, dass K ein geschlossener Ball ist.
“Dieser letzte Schritt ist etwas vage, eine genaue Ausfithrung dieses Schrittes
ist eine freiwillige Ubungsaufgabe.
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Behauptung. Fiir alle x € R™ gilt
f(z) > g;(z) fir alle j
und
f(z) = supg;(x) [ j € J}.

Wir skizzieren den Beweis der Behauptung. Sei also x € R™. Die
erste Aussage folgt sofort aus der Definition der g;. Wir wollen nun
zeigen, dass f(x) = sup{g;(x)|j € J}. Wir miissen also zeigen, dass es
zu jedem § > 0 ein j = (U-(a),c) € J gibt mit g;(z) > f(z) — . Wir
wéhlen zuerst ein rationales ¢ in (f(z) —0/2, f(z) —0). Da f halbstetig
von unten ist, kann man nun ein rationales a € R™ und ein rationales
e > 0 finden, so dass (U.(a),c) € J. Die Funktion g; hat dann die
gewiinschte Figenschaft. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Man beachte, dass die Menge J abzéhlbar ist. Wir wéhlen eine
Abzahlung ji, j2, ... von J und fiir £ € N definieren wir

fr = max{gj1>gj2> s >9jk}-

Die Funktionen f; liegen in C.(R") (siche 1. Ubungsblatt Aufgabe 4)
und es ist offensichtlich, dass dies eine monoton steigende Funktio-
nenfolge ist. Aus der obigen Behauptung folgt zudem, dass {f;}ren

punktweise gegen f konvergiert. Es folgt also, dass fi 1T f, und wir
haben damit bewiesen, dass f € HT(R"). O

Satz 4.12. Es sei f: R™ — R U {oc} eine Funktion. Dann gilt, f €
HY(R™) genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfiillt
sind:

(1) f ist von oben halbstetig,

(2) es gibt eine kompakte Teilmenge K C R", so dass

f(z) <0 fir allex € R"\ K.
Beweis. Der Satz folgt sofort aus Satz 4.11 angewandt auf —f. U

Aus Lemma 4.10, Satz 4.11 und Satz 4.12 erhalten wir das folgende
Korollar:

Korollar 4.13. FEs gilt
H'(R™) N HHR") = C.(R™).
5. VOLUMEN VON KOMPAKTEN MENGEN

Es sei A C R" eine Teilmenge. Zur Erinnerung, die charakteristische
Funktion von A ist definiert durch

(z) = 1, wenn x € A,
XA "=1 0, wenn 2 & A.
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Wir haben gesehen, dass

Aist offen < x4 ist von unten halbstetig,
A ist abgeschlossen < x4 ist von oben halbstetig.

Sei nun K C R™ kompakt. Es folgt aus Satz 4.12, dass yx € H*(R").
Wir definieren nun das Volumen von K durch 46 %7

Vol,,(K) := Vol(K) := /n Xk (z)dx.

Bemerkung. Die Definition ist vielleicht auf den ersten Blick etwas
iiberraschend. Warum muss man so etwas offensichtliches wie ‘Volu-
men’ {iberhaupt definieren? Allerdings, wenn man sich iiber den Begriff
Volumen Gedanken macht, sieht man, dass es gar nicht so einfach ist,
einer Teilmenge des R™ ein mathematisch sauber definiertes Volumen
zuzuordnen. Wir werden sogar spéter sehen, dass es endliche Teilmen-
gen gibt, welchen man kein Volumen zuordnen kann.

Beispiel. Seien a < b reelle Zahlen, dann folgt aus Satz 4.4, dass

Vol([a, b)) :/X[a,b](-T) dxz/

R —00

oo

b
Xap) (7) dx = / ldr =b—a.

Beuspiel. Es seien a; < b;,1 = 1,...,n reelle Zahlen. Wir betrachten
den Quader

Q = {(xl,...,xn)]xi € [ai,bi]J: 1,...,71,}.

Dann folgt aus n—maligem Anwenden des Satzes von Fubini (Satz 4.9),
dass

Vol(Q) := (by —ay) - ---- (bp, — ay).

Satz 5.1. Es sei K C R"™ kompakt, A € M(n x n,R) eine Matriz und
b € R™ ein Vektor. Wir betrachten die affin-lineare Abbildung

d:R* — R"
z — Ax+b.

Dann gilt
Vol(®(K)) = | det(A)] - Vol(K).

46Wir schreiben normalerweise Vol(K ), nur wenn es unklar ist, in welchem Raum
sich K befindet, dann notieren wir auch die Dimension des Raumes, d.h. wir schrei-
ben Vol,, (K).

4TWir verwenden den Begriff ‘Volumen’ in allen Dimensionen, selbst wenn fiir
Teilmengen des R? der Begriff ‘Fliche’ geldufiger ist.
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Beweis. Aus den Definitionen folgt, dass
Xo) (®(2)) = Xk (2) fiir alle z € R™.

Wenn det(A) # 0, d.h. wenn A € GL(n,R), dann folgt die Aussage
sofort aus den Definitionen und aus dem Transformationssatz (Satz
47).

Wir betrachten nun den Fall, dass det(A) = 0. Wir miissen zeigen,
dass Vol(®(K)) = 0. Es folgt aus den Definitionen und aus der Trans-
lationsinvarianz des Integrals (Satz 2.1), dass

Vol(®(K)) = Vol(A- K +b) = Vol(A - K).

Nachdem det(A) = 0 existiert eine Hyperebene *® V C R" so dass
Im(A) C V. Wir wihlen * nun eine orthogonale Matrix P mit det(P) =
1,50 dass P-V = R" 1 x0. Dann folgt aus dem ersten Teil des Beweises,
dass
Vol(A - K) = Vol(P - (A- K)).

Wir schreiben B := P - (A - K). Es folgt aus dem Satz von Fubini
(Satz 4.9), dass
Vol(P-(A-K)) = Vol(B)

= fRnXB(xlw'-axn)dxl"'dwn

= R sy ybn—1y4n n— n
i </ 1XB(fiﬁ Tp_1,Tp) dxy - - - dz 1) dx
Rn—

.

:ofurxn#Od;BCR”_le
= foo (Janor xB(21, .. @) day -+ - dzgy) day,
= 0.
O

Wir erhalten nun folgendes Korollar, welches eine geometrische In-
terpretation der Determinante einer Matrix liefert:

Korollar 5.2. Es seien vy,...,v, € R™ Vektoren. Wir bezeichnen mit
P das Parallelotop *°

P = {Z)\ivi|)\i€ 0,1] firi=1,...,n}.
i=1

48D h. ein Unterraum der Kodimension eins.

49Es ist eine Ubungsaufgabe sich zu iiberlegen, warum solch eine Matrix existiert.

®0Die Menge P besteht also aus der Menge aller Linearkombinationen von
V1,...,Vn, sO dass die Linearfaktoren sich zwischen 0 und 1 bewegen. Anhand
eines Bildes kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass P dem von vq,...,v,
aufgespannten Parallelotop (oder Parallelogramm) entspricht.
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Dann gilt
Vol(P) = |det((vy - -+ v,))].
—_——

nxn—Matrix

Beweis. Wir wenden Satz 5.1 auf den Wiirfel
W :=10,1]"
an, dessen Volumen, wie oben gesehen, eins betragt. U
Aus Satz 4.9 folgt auch leicht folgender Satz:

Satz 5.3. (Cavalierisches Prinzip) FEs sei K C R™ kompakt. Fiir
t € R schreiben wir **

Kt = {(xla s 7xn—1> C Rn_l ‘ (‘Tl? ce 7$n_1’t) S K} - Rn_l'
Dann gilt

Vol, (K) = / Vol, 1(K,) dt.
R

Es folgt insbesondere, dass zwei kompakte Teilmengen K, L im R"
das gleiche Volumen besitzen, wenn alle Schnittmengen K; und L, das
gleiche Volumen besitzen.

6. DAS ALLGEMEINE LEBESGUE—INTEGRAL

Wir haben bis jetzt das Lebesgue—Integral fiir Funktionen in C.(R™),
und allgemeiner fiir Funktionen in H' := HT(R") und H* := H+(R")
eingefithrt. Wir werden in diesem Kapitel die Menge der Lebesgue—
integrierbaren Funktionen definieren, welche u.a. H und H* behinhal-
tet.

6.1. Lebesgue—integrierbare Funktionen. Bevor wir die erste, ehr-
furchteinflésende Definition einfithren, erinnern wir daran, dass wir in
Analysis I fiir jede nach oben beschrénkte, nichtleere Teilmenge A C R
das Supremum sup(A) C R eingefiihrt haben. Wir erweitern den Su-
premumsbegriff nun wie folgt:

(1) fiir eine nach oben unbeschrinkte, nichtleere Teilmenge A C R
schreiben wir sup(A) := oo,

(2) wenn A C R U {oo} eine nichtleere Teilmenge ist, welche oo
enthélt, dann definieren wir sup(A) = oo, andernfalls definieren
wir sup(A) wie iiblich.

°ID.h. K; ist die Schnittmenge von K mit dem (n — 1)-dimensionalen affinen
Raum R"~! x {t}, wobei diese Schnittmenge nun als Teilmenge des R"~! aufgefasst
wird.
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Ganz analog definieren wir natiirlich auch das Infimum fiir jede nicht-
leere Teilmenge von R U {—oo}.

Definition. Es sei f: R"™ — R U {400} eine Funktion, wir definieren >
[“f@)de = inf{ [, o(x)dx|p e H', o> f} (Oberintegral),
R"

[ f@)dz = sup{[p.¥(z)dz| € H' ¢ < f} (Unterintegral).
R™ 4

Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, dann lassen wir R™ in der
Notation weg, und wir schreiben

[ iz wa [ s@ar

Wir fassen einige Eigenschaften von den Ober— und Unterintegralen
in einem Lemma zusammen:

Lemma 6.1. Es seien f,g: R — RU {+o00} zwei Funktionen, dann
qgilt:

1) *
[ f@do=- [ (-1

Rn

©) *
[ f@ar< [ i@

(3) wenn f < g, dann gilt

[ @< [ga,

R”

(4) wenn f und g nur reelle Werte annehmen, dann gilt>®

/f+gd:v§/fdx+/gdx
R™ R™

R

52Man beachte, dass die Menge, deren Infimum wir bestimmen, nicht leer ist. In

der Tat, die Funktion
g:R" — RU{oo}
T 00

liegt in H' (siehe Ubungsblatt 5, Aufgabe 1) und es gilt f < g fiir alle Funktionen
f:R™ = RU{£o0}. Ganz analog zeigt man, dass die Menge deren Supremum wir
bestimmen, nicht leer ist.

%3 Aussagen (4) und (5) wurden am 14.11. hinzugefiigt.
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/fdx+/gdx§/f+gdx,
R™, R,

R,

und

(5) fir alle A > 0 gilt

/*)\-fdx:)\-/*fda:und/)\-fda::)\-/fdx.

R R R, R,

Beweis. Aussagen (1) und (3) folgen leicht aus den Definitionen. Der
Beweis von Aussage (2) ist skizziert auf Seite 55 von Forster, Analysis
I11, es ist eine Ubungsaufgabe den Beweis sorgfiltig auszuformulieren.

Wir wenden uns dem Beweis von Aussage (4) zu. Es seien «, § Funk-
tionen in H'(R™) mit @ > f und 8 > g, dann gilt auch a+ 8> f+g
und a + 8 € H'(R") sowie

/a—l—ﬁd:v:/adx—l—/ﬁdx.
Es folgt, dass

/f+gdx§/ 04+de:/ adr + Bdx.
n n R
R”

Nachdem diese fiir alle solche o und (3 gilt, folgt, dass

/f+gdx§/fdx+/gdx.
Rn Rn

R
Die Aussage fiir die Unterintegrale wird ganz analog bewiesen.

Die letzte Aussage folgt wiederum leicht aus folgender Tatsache (sie-
he Ubungsblatt 0): Es sei A C R, U {oo} eine Teilmenge und A € R,
dann gilt

inf(A- A) = X\ -inf(A).
Das Argument wird auf Seite 56 von Forster, Analysis I1I ausfiihrlich
ausgefiihrt. O

Satz 6.2. Es sei f € H' oder f € HY, dann gilt

[ f@a= | fle)do [

Beweis. Sei f € H'. Es folgt sofort aus der Definition des Oberinte-
grals, dass

(6.1) /*f(x) dx:/f(x) dz.
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(Die sorgféltige Ausformulierung dieser Aussage ist auch Ubungsaufgabe
1 in Ubungsblatt 5.)

Wir wollen nun zeigen, dass [ f(z)dx = [ f(x)dz. Nachdem f €
Rn
H' gibt es eine Folge f;, € C.(R™) mit f;, T f. Es folgt, dass

(6.2) fdx:ilelg/fkdx</fda:</fdx—/fdx

In der Tat,

(1) die erste Gleichheit folgt aus der Definition von [ f dz,

(2) die erste Ungleichung folgt aus der Definition des Unterintegrals
und der Tatsache, dass f, < f und fi € C.(R") C HH(R"),

(3) die zweite Ungleichung folgt aus Lemma 6.1,

(4) und die letzte Gleichheit folgt aus (6.1).

Es folgt, dass alle Ungleichungen in (6.2) Gleichheiten sein miissen,
insbesondere folgt, dass

/f(x)dx:/f(x)dx

Der Beweis fiir f € H* verlduft ganz analog. O
Definition. Eine Funktion f: R™ — RU{+o0} heiit Lebesque—integrierbar,

falls .
fx)de= [ f(z)dx
[ o]

und falls dieser Wert endlich ist. Dieser Wert heifit dann das Lebesgue—
Integral von f und wird mit

. f(z) dx oder /f(x) dx

bezeichnet. 5
Aus Satz 6.2 folgt sofort folgendes Lemma:

Lemma 6.3.
f € C.(R™) = f Lebesque—integrierbar
feH und fRn xz)dr < oo = [ Lebesgue—integrierbar
feH" und fR" dx > —o00 = [ Lebesgue—integrierbar,

ferner stimmen die vorherigen Definitionen des Lebesque—Integrals mit
der obigen Definition des Lebesque—Integrals tiber ein.

51m Folgenden sagen wir oft auch nur ‘integrierbar’ und ‘Integral’ anstatt
‘Lebesgue—integrierbar’ und ‘Lebesgue—Integral’.



ANALYSIS IIT - WINTERSEMESTER 2011-2012 51

Aus der Definition von Supremum und Infimum folgt sofort folgende
Umformulierung von Lebesgue-Integrierbarkeit:

Lemma 6.4. Es sei f: R" — R eine Funktion. Dann ist f Lebesque—
integrierbar, genau dann, wenn es zu jedem € > 0 zwei Funktionen

0 € HY und p € HY mit < f < gibt, so dass *°
/ o(x) —P(z)de = / o(x)de — | Y(x)dr <e.
n n R

Lemma 6.5. °°

(1) Esseien f,g: R™ — R zwei Funktionen, welche Lebesque—integrierbar
sind, dann ist f + g Lebesque—integrierbar, und es gilt

/f—l—gd:v:/fdx—l—/gdx.

(2) Es sei f: R" — R eine Lebesque—integrierbare Funktion und
A € R, dann ist - [ Lebesque—integrierbar, und es gilt

/)\-fdx:)\-/fdx.

Beweis. Aus Lemma 6.1 (4) folgt, dass

/f+gdx§/fdx+/gdx
Rn Rn

Rn

/fda:+/gdx§/f+gdx
R R

R™

Andererseits folgt aus Lemma 6.1 (2) und der Integrierbarkeit von f
und g, dass

[ fdz+ [ gdz < [ f+gdx

R7, R™ R™

und

IN

["f+gdx
R”l
[“fdz+ [Tgdux
R" R”
= [ fdx[ +gdx
R R7
Alle Ungleichungen sind also Gleichheiten, und es folgt, dass f + g

ebenfalls Lebesgue—integrierbar ist.
Die zweite Aussage des Lemmas folgt ebenfalls aus Lemma 6.1. 7 [

IN

55Man beachte, dass 1 € HY bedeutet, dass —1 € H', insbesondere liegt ¢ —1) €
H', d.h. das Integral von ¢ — 1 ist in der Tat definiert.

56Djeses Lemma wurde am 14.11. modifiziert.

5TFiir A > 0 ist das offensichtlich, aber wie beweist man den Fall A > 0 mithilfe
von Lemma 6.17
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6.2. Das Riemann—Integral und das Lebesgue—Integral. Das Riemann—
Integral fiir Funktionen einer Variablen wurde iiber Approximationen
durch Treppenfunktionen eingefiithrt. Wir werden jetzt sehen, dass man
diese Definition leicht auf Funktionen R" — R erweitern kann.
Eine Treppenfunktion ist eine Funktion der Form

Y= ch *XQus
k=1

wobei ¢, ...,¢c, € Rund @4, ..., Q,, achsenparallele beschrankte Qua-
der im R™ sind. °® Wir sagen f: R" — R ist Riemann—integrierbar,
wenn es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen

k l
p=> ci-xo ud =Y d;-xg,
i=1 j=1

gibt, so dass

(1) ¢ < f <%, und

(2) l )

Z dj : VOI(RJ> — Z C; - VOl(QZ) < e.
j=1

i=1

-

vV Vv
‘Obersumme’ ‘Untersumme’

Bemerkung. Es sei f: R — R eine Funktion mit kompaktem Trager.

Nach Analysis I, Satz 14.1 ist die obige Definition von Riemann—Integrierbarkeit
dquivalent zur Definition von Riemann—Integrierbarkeit, welche wir in
Analysis I gegeben haben.

Satz 6.6. Es ser f: R — R eine Riemann—integrierbare Funktion,
dann ist f auch Lebesque—integrierbar.

Beweis. Es sei f: R — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Wir
wollen das Kriterium von Lemma 6.4 anwenden, um zu zeigen, dass
f auch Lebesgue-integrierbar ist. Sei also € > 0. Nach Voraussetzung
gibt es Treppenfunktionen

k !
p=> ci-xo ud =Y d;-xg,
i=1 j=1
gibt, so dass
(1) ¢ < f <, und

58Fiir n = 1 erhilt man den gleichen Begriff der Treppenfunktion wie in Analysis
I.
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(2)

k

!
€
d; - Vol(R;) — ¢i - Vol(Q;) < —.
Z ;- Vol(R)) Z Qi) < 3
Es folgt aus Lemma 6.5 und Satz 4.11 sowie Satz 4.12, dass ¢ und ¢
Lebesgue-integrierbar * sind, mit

k I
/gpda: = Z ¢; - Vol(Q;) sowie /wda: = Zdj - Vol(R;).
=1 j=1

Aus der Lebesgue—Integrierbarkeit von ¢ und v folgt insbesondere die
Existenz von o € H* und 8 € H' mit a < ¢ und ¢ < 3, so dass

/cp—ozda:<%und /B—@/)da:<
Es folgt, dass a < p < f < < und

/B—adx:/6—¢dm+/¢—g0dx+/<p—ozdx< Z+%+Z — .

Aus Lemma 6.4 folgt nun, dass f Lebesgue—integrierbar ist. (l

3

4

6.3. Beispiel einer Lebesgue—integrierbaren Funktion, welche
nicht Riemann—integrierbar ist. Jede Riemann-integrierbare Funk-
tion ist also auch Lebesgue—integrierbar. Vergleicht man die Definition
von Riemann—integrierbar mit dem Kriterium von Lemma 6.4 ist es of-
fensichtlich, dass man im Kriterium fiir Lebesgue—Integrierbarkeit mehr
Freiheiten hat, weil man eine gegebene Funktion nicht nur durch Trep-
penfunktionen approximieren kann, sondern durch beliebige Funktion
in H' bzw. H*. Das folgende Lemma gibt ein Beispiel einer Lebesgue—
integrierbaren Funktion, welche nicht Riemann-integrierbar ist.

Lemma 6.7. Die Funktion
ggR — R

. 1, wennze€Qn0,1],
& 0, andernfalls

st Lebesque—integrierbar aber nicht Riemann—integrierbar.

Wir sehen also, das selbst ‘ziemlich wilde’ Funktionen Lebesgue-
integrierbar sind. Es stellt sich die Frage, ob jede beschrankte Funktion,
welche auf einer kompakten Menge definiert ist, Lebesgue—integrierbar
ist. Wir werden auf diese Frage spéter noch einmal zuriick kommen.

59Die Funktionen ¢ und ¢ kénnen jeweils als Summe von Funktionen in H' und
Ht geschrieben werden. Welche von den Summanden von ¢ und 1 liegen in HT,
und welche in H+?
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Beweis. Wir haben schon in Analysis I gesehen, dass diese Funktion
nicht Riemann-integrierbar ist. Der Grund ist, dass jede Obersumme
mindestens den Wert Eins annimmt, wéhrend jede Untersumme genau
Null ist.

Wir werden jetzt zeigen, dass g Lebesgue—integrierbar ist. Wir wol-
len wiederum das Kriterium von Lemma 6.4 anwenden, um zu zeigen,
dass g Lebesgue—integrierbar ist. Die Schwierigkeit dabei ist geeignete
Funktionen in H' zu finden.

(1) Es sei zg, 21, 22, . . . eine Abzidhlung der abzdhlbaren Menge QN
0,1]. Fiir jedes p > 0 und n € N definieren wir

gom R — R
1, wenn z € (2, — 27 "p, z, + 27 "p),
r
0, andernfalls.

Diese Funktionen ist also eine charakteristiche Funktion von
einem endlichen offenen Intervall. Nach Satz 4.11 liegt diese
Funktion in H'.

(2) Wir setzen

9p ‘= ng,n-
n=0

Dann ist g, > f, denn fiir jedes z € QN [0, 1] gibt es ein n € N,
so dass z, = z, und daher g,(z) > g,n(2,) =1 = f(2).
(3) Nach Satz 4.6 liegt g, € HT(R"), und es gilt

1

oo oo 1

1
2
(4) Wir wenden nun das Kriterium von Lemma 6.4 an, um zu zei-
gen, dass g Lebesgue—integrierbar ist. Sei also € > 0. Dann
haben ¢ = g.;3 € H" und ¢: = 0 € H' die gewiinschten
Eigenschaften.
O

6.4. Das uneigentliche Riemann—Integral und das Lebesgue—
Integral. Wir betrachten die Funktion
fR — R
{ 0, wenn x < 0,
T

(_;)k, wenn z € (k,k+ 1] fur k € N.

In der % Aufgabe von Ubungsblatt 5 werden wir sehen, dass
(1) das uneigentliche Riemann—Integral ffooo f(z) dz existiert, aber
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(2) dass f nicht Riemann—integrierbar ist, und in der Tat
(3) sogar nicht Lebesgue-integrierbar ist.

Es ist eine gute Ubung sich davon zu iiberzeugen, dass dies nicht im
Widerspruch zu den Aussagen in Kapitel 4.4 und Kapitel 6.2 ist.

6.5. Zusammenfassung der Definition des Lebesgue—Integrals.
Wir wollen kurz innehalten, und uns noch einmal die drei Schritte in
der Definition von Lebesgue—integrierbarkeit in Erinnerung bringen.

Stetige Funktionen mit kompaktem Trdager. Sei zunédchst f € C.(R"),
d.h. f ist eine stetige Funktion R™ — R mit kompaktem Tréger. Dann
gibt es einen achsenparallelen Quader von der Form

Q=Lx---xI,CRx---xR=R" wobei I}, = [ax, bx],k=1,...,n,

so dass Supp(f) € Q. Wir definieren dann das Lebesgue-Integral von
f iiber R™ iterativ durch n Riemann-Integrale in einer Variablen wie
folgt:

Tpn=bn Tro=bso xr1=b1
/f(x)dx::/ / / flz, . xp) dxy dxy . .
Q Tn=0an Tro=as2 r1=ai ——

To, ..., T, konst.
d.h. Funktion in x;
N -
Vv
3, ..., T, konst.

d.h. Funktion in x9

Man beachte, dass die jeweiligen Riemann-Integrale in einer Variablen
existieren, nachdem die jeweiligen Funktionen stetig sind und auf einem
kompakten Intervall definiert sind.

Funktionen in H'(R™) und H*(R™). Wir haben HT(R") definiert als
die Menge aller Abbildungen R™ — R U oo mit folgender Eigenschaft:
Es existiert eine Folge von Funktionen f;, € C.(R™), so dass f; T f.

Es sei nun f € HT(R") und {f }ren eine Folge von Funktionen f; €
C.(R™), so dass fr T f. Dann haben wir das Lebesgue-Integral von f
definiert als der Grenzwert der Integrale von den Funktionen f, d.h.

fdx:= lim frdx € RUoo
In Satz 4.2 haben wir bewiesen, dass diese Definition von [ f dz nicht

von der Wahl der Funktionenfolge ( f;)ren abhéngt. Ganz analog haben
wir H*(R") eingefiihrt.

.dx,
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Lebesgque—integrierbare Funktionen. Eine Funktion f: R™ — RU{+o0}
heiflt Lebesgue—integrierbar, falls das Oberintegral und das Unterinte-
gral iibereinstimmen, und beide einen endlichen Wert annehmen. Die
Definition vom Oberintegral und Unterintegral ist dabei wie folgt:

[T flx)dz = inf{[,.o(x)dz]eeH o> f} (Oberintegral),
Rf f(@)dz = sup{ [, ¥(z)dx |y € H* v < f}  (Unterintegral).

R™
6.6. Eigenschaften des Lebesgue—Integrals. Unser Ziel ist es nun
weitere Eigenschaften von Lebesgue—integrierbaren Funktionen zu stu-
dieren. Dazu bietet es sich allerdings an, zuerst eine alternative Formu-
lierung von Lebesgue-Integrierbarkeit einzufiihren. Wir werden dabei
folgende Notation verwenden:

§(R™) = Alle Funktionen R” — R U {£o0},
§+(R™") = Alle Funktionen R" — R U {oo}.

Fir f € §(R™) definieren wir

£l i= [ 7@ do € R, U foc).
]Rn
Wir nennen || f||z, die L, —Pseudonorm von f. % Diese wird im weiteren
Verlauf der Vorlesung eine wichtige Rolle spielen.
Folgender Satz folgt nun leicht aus Lemma 6.1:

Satz 6.8. Die Funktion || — ||z, ist eine Pseudonorm auf F(R™), d.h.
es gilt

Al = M-Iy, fir alle f € F(R™) und X € R,
If+ gl < Wflle + Mgl fir alle f,g € (R™).

Zudem gilt
IfI< gl = Ifllz, < llgllL,-

Aus Satz 6.2 folgt zudem, dass fiir f > 0 mit f € H'(R") oder
f € HYR™) gilt, dass || f||z, = fRn fdzx.

60Eine Norm auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung
[=1:V — Rxo
=,
mit folgenden Eigenschaften:
(1) |lz|| = 0 genau dann, wenn = = 0,
(2) ||Az]| = |A| - ||=| fiir alle A € R und z € V,
B3) llz +yll < [lzll + [yl fiir alle z,y € V.
Eine Pseudonorm ist eine Abbildung V' — R0, welche die Eigenschaften (2) und
(3), aber nicht notwendigerweise (3) erfiillt.
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Satz 6.9. Es sei fr, € §.(R™), k € N, eine Folge von Funktionen, so
gilt %

o0 [e.e]
1D felles <D Ifllzy.
k=0 k=0

Beweis. Wir miissen also zeigen, dass

/*jofkda:si/*fkdx.

Rn = k=0 R

Es geniigt dabei zu zeigen, dass es zu jedem € > 0 ein ¢ € H' gibt, so
dass

(1) w > ZZ’LO Tk

(2)
/ncpdacgi/*fkdx + e

k=0 Rn

Sei nun £ > 0. Wir finden das gewiinschte ¢ wie folgt. Aus der Defi-
nition des Oberintegrals folgt, dass es zu jedem k € N eine Funktion
©r € H' gibt, mit @), > fi, und so dass %

/ () dx < / fr(x)de + 2’]“%.
n Rn
Aus Satz 4.6, folgt, dass

o0
p: = Zg@k c HI.
k=0

61Hier verwenden wir folgende Konvention: Es sei {z}}ren eine Folge von Ele-
menten in Ry U {oo}, so dass z; = oo fiir mindestens ein k& € N, dann definieren

WIr
o0
E T = OQ.
k=0

Wenn hingegen alle x, in R liegen, dann definieren wir

o0 n
Zazk = nl;rrolOZxk € Ry U{oo}
k=0 k=0

wie in Analysis I.
62Zur Erinnerung: Es gilt s = sup(A) genau dann, wenn s eine obere Schranke
fiir A ist, und wenn es zu jedem 1 > 0 ein a € A gibt, mit a < s + 7.
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Zudem gilt o = >~ @k > > po ) fr, und wiederum aus Satz 4.6, folgt,
dass

L _ * _kiz * |
/ngodx ]}Lrgo cpkda:_Z/ fk(a:)dx%—ZQ 5 Z/ frdx +¢
——

Rn

Wir kénnen jetzt folgendes Kriterium fiir Lebesgue-Integrierbarkeit
formulieren und beweisen:

Satz 6.10. Sei f: R" - RU {+o0} eine Funktion. Dann gilt
f st Lebesgue o AU jedem € > 0 gibt es ein g € C.(R™)
integrierbar mit || f — gL, <e.

Anders ausgedriickt, eine Funktion f ist Lebesgue—integrierbar genau
dann, wenn [ beliebig nahe, beziiglich der || — ||,~Pseudonorm, durch
Funktionen in C.(R™) approximiert werden kann.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass f integrierbar ist. Sei ¢ > 0. Nach
Voraussetzung existieren Funktionen 1 € H* und ¢ € H' mit

(1) ¥ < f <, und

(2) [o—tde <5.
Nachdem 0 < ¢ — f < ¢ — ) folgt aus Satz 6.8, dass %
€

o=l < lle=vles = | p—vdo <3

Andererseits folgt aus der Definition des Integrales fiir Funktionen aus
H' die Existenz einer Funktion g € C.(R™) mit g < ¢ und

£
Hw—ﬂmz/@—gw<§'
Aus der Dreiecksungleichung fiir || — ||, folgt also, dass

e €
17 =l 1 = el + o =gl < S+ 5 ==
Nehmen wir nun, dass es zu jedem 7 > 0 ein g € C.(R") gibt, mit
|f — gllz;, < n. Wir wollen mithilfe von Lemma 6.4 zeigen, dass f
Lebesgue—integrierbar. Sei also ¢ > 0. Wir miissen zeigen, dass es zwei

Funktionen ¢ € H' und ) € H* mit ¢ < f < ¢ gibt, so dass

/ p—Ydr <e.

63Hier verwenden wir, dass fiir eine Funktion f € HT(R™) mit f > 0 gilt, dass

[ fdz=fllL,
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[

Nach Voraussetzung existiert ein g € C.(R"), so dass ||f —g|z, < §

Dies wiederum heift, dass es ein h € H' gibt, so dass
€
|f —g| < hund /hdx<§.
Wir setzen nun

Vv:=g—hund p: =g+ h.

Nachdem g € C.(R") und h € H' folgt, dass ¢» € H* und p € H'. Aus
|f — g| < h folgt zudem, dass ¥ < f < ¢. Die Behauptung folgt nun
aus

/ cp—zﬁdx:Z/ h(x)dx<2§:5.
U

Satz 6.11. Sei f: R" — RU{+o00} eine Lebesque—integrierbare Funk-
tion und es sei {fi}ren eine Folge von Funktionen in C.(R™). Dann
qgilt

lim ||f—kaL1:0:>/fdx:lim frdx.
k—ro0 k—ro0

Beweis. Sei f: R" — RU{£o00} eine Lebesgue-integrierbare Funktion
und es sei { fx}ren eine Folge von Funktionen in C.(R"), so dass

Tim [1f ~ fille, = 0.
—00

Wir miissen zeigen, dass

/fdlejirgo/fkdx.

Sei also ¢ > 0. Nach Voraussetzung existiert ein K € N, so dass
| f = fellz, < e fiiralle k > K. Sei nun k > K. Wir wollen zeigen, dass

'/fdx—/fkdx

Per Definition von der Pseudonorm || — ||z, existiert ein hy € HT, mit

<E.

\f = fe| < hy und /hkdx<5.

Aus fr — hy < f < fi + hy folgt, dass

/fk—hkdiﬂé/fdxﬁ/fk—l—hkdx.
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Nachdem f; € C.(R") koénnen wir Satz ** 4.5 anwenden und erhalten,

dass
—/hkdxg/fdx—/fkdxg/hkdx,
’/fdx—/fkdx §/hkdx<5.

Wir definieren nun

d.h.

L1(R"™) := Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen R" — R.

Satz 6.12. Es seien f,g € L1(R") und X € R, dann gilt
(1) X f e Ly(R™) und

/)vfd.I:)\'/fdl’,

(2) f4+9€ Li(R") und

/f—l—gd:v:/fdx—l—/gdx.

Der Satz besagt also insbesondere, dass £;(R") einen reellen Vektor-
raum bildet.

Beweis. Die Aussage des Satzes folgt sofort aus Lemma 6.5. Alternativ
kann man den Satz auch mithilfe von Satz 6.10 leicht wie folgt beweisen.
Nach Satz 6.10 existieren Funktionenfolgen f, gr € C.(R™), k € N mit

lim || f — fellz, =0 und lim ||g — gx|L, = 0.
k—o0 k—o0
Es folgt aus Satz 6.8, dass

I +9) = (Fe + g0l < M1 = Fella + lg = gellz,-

Insbesondere folgt, dass

khm H(f +g) - (fk +gk')||L1 =0,
—00
6411 Satz 4.5 haben wir bewiesen, dass

n

f+gde= fdx—i—/ gdx wenn f,g € HT.
R" R7

Wir haben diese Aussage noch nicht fiir beliebige Lebesgue—integrierbare Funktio-
nen bewiesen.
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insbesondere folgt wiederum aus Satz 6.10, dass f + g € £1(R™). Aus
Satz 6.11 und Satz 2.1 folgt nun, dass

Jf+gde = limp,o [ fr + grdx

= [ fdz+ [gdu.
Die Aussage fiir A - f wird ganz dhnlich bewiesen. O
Satz 6.13. Es sei f: R" — RU {400} eine Funktion. Wir betrachten
65
f+ R — R+ U {OO}
. { f(@),  falls f(z) 20,
0, ansonsten
und
f, R — R+ U {OO}
. { —f(x), falls f(z) <0,
0, ansonsten.
Dann gilt

(1) f ist integrierbar <  fy und f_ sind integrierbar
(2) f ist integrierbar = |f| ist integrierbar.

Beweis. Wir beweisen zuerst die erste Aussage. Wir verwenden wieder-
um das Integrabilititskriterium von Satz 6.10. ®°® Nehmen wir zuerst
an, dass f integrierbar ist. Sei ¢ > 0. Dann existiert ein g € C.(R") mit
|f—9llL, <e. Wir definieren g, analog zu f,. Es gilt g, € C.(R") und
durch eine einfache Fallunterscheidung zeigt man, dass

|9+-(2) = [+ (@) < [g(x) — f(2)] fiir alle = € R™.

Aus der Monotonie des Integrals folgt, dass ||g+ — fillz, < llg— fllz, <
e. Dies zeigt, dass f integrierbar ist. Ganz analog zeigt man, dass f_
integrierbar ist.

Nehmen wir nun an, dass f, und f_ integrierbar sind. %7 Es existieren
dann Funktionen ¢, € C.(R"™), so dass

e g
+ = Ly 5 - - Ly a
I£ =l < 5 wnd |- = s, < 5

65Zur Erinnerung, wir hatten definiert oo >  und z > —oo fiir alle = € R.

66Die Aussage des Satzes kann man auch direkt mithilfe der Definitionen be-
weisen, ohne Satz 6.10 zu verwenden. Dies ist die 1. Ubungsaufgabe vom 6.
Ubungsblatt.

67Es ist f = f+ — f—, wir kdnnen aber nicht sofort aus Lemma 6.5 schliessen,
dass f integrierbar ist, weil wir in Lemma 6.5 nur Funktionen betrachtet haben,
welche nicht die Werte +co annehmen.
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dann folgt aber mithilfe von Satz 6.8, dass

|F ==z = = Fmpttllny < =l +I =l < 545 =<

Es folgt aus Satz 6.10 und aus ¢ — ¢ € C.(R"), dass f integrierbar ist.

Wir wenden uns nun dem Beweis der zweiten Aussage zu. Wenn f
integrierbar ist, dann folgt aus (1), dass auch f_ und f, integrierbar
sind. Den obigen Beweis kann man nun leicht modifizieren, und zeigen,
dass auch |f| = fy + f_ integrierbar ist. % O

Korollar 6.14. Es seien f,g € L41(R™), dann gilt
max(f,g) € L1(R") und min(f,g) € L,(R").

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 6.12 und aus Satz 6.13 zusammen
mit der Tatsache, dass

max(f, 9) = 5(f + 9+ 1f ~ gl) wnd min(f,g) = 5(/ +9 - |f ~ g))
U

Wahrend die Summe zweier integrierbarer Funktionen wiederum in-
tegrierbar ist, ist im Allgemeinen das Produkt zweier integrierbarer
Funktionen nicht integrierbar. Beispielsweise ist

frR — R
1

75, wemn x € (0, 1],
v { 0, andernfalls

integrierbar, aber das Quadrat f? ist nicht integrierbar. ® Unter ge-
wissen Voraussetzungen ist das Produkt zweier Funktionen allerdings
weiterhin integrierbar:

Satz 6.15. Es seien f,g € L1(R") zwei Funktionen. Wenn g be-
schrdnkt ist, dann ist auch das Produkt fg integrierbar.

Beweis. Wir wollen mithilfe von Satz 6.10 zeigen, das fg integrierbar
ist. Sei also ¢ > 0. Nachdem g beschrénkt ist, gibt es ein M € R, so
dass |g(z)| < M fiir alle z € R™.

Wir beginnen mit einer kleiner Nebenrechnung. Es seien nun erstmal
©, 1 beliebige Funktionen, wobei |¢| durch ein N € R beschriankt ist.

68Nachdm f, und f_ auch den Wert 4 annehmen kénnen, kénnen wir an dieser
Stelle nicht Satz 6.12 anwenden.
69Es ist eine Ubungsaufgabe diese Aussage zu verifizieren. Man kann beispiels-
weise zeigen, dass f € HT, und dass [ frdz = occ.
R,
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Dann gilt, dass™

[fg =l =(f —@)g+¢lg — )| < M|f = ¢l + Nlg — 4],
also folgt, dass

\fg— |, < M| f =@, + Nllg =L,

Wir miissen nun also geeignete Funktione ¢, ¢ € C.(R™) finden, so dass
die rechte Seite kleiner ¢ ist. Beispielsweise so, dass beide Summanden
jeweils kleiner /2 sind.

Wir wenden uns jetzt dem eigentlichen Beweis des Satzes zu. Sei also
e > 0. Da f € £,(R") existiert ein ¢ € C.(R™), so dass

€
If =l < SN
Wir setzen nun

N = sup{[p(z)[ |z € R"},

nachdem ¢ € C.(R"™) folgt, dass N < oo. Weil g integrierbar ist, exis-
tiert nun ein ¢ € C.(R") mit

9
— < —.

Aus den obigen allgemeinen Abschitzungen erhalten wir nun, dass
€

_ < — _ _— )
179 = owllis < MIS = oo, + Nllg = ll, < M+ N =«

Nachdem ¢ € C.(R") folgt nun aus Satz 6.10, dass fg integrierbar
ist. 0

Wir beschlieffen mit folgendem Satz, welchen man mithilfe von Satz
4.7 leicht beweisen kann.

Satz 6.16. Es sei A € GL(n,R) eine invertierbare Matriz und b € R™
ein Vektor. Es sei f: R" — R U {£oo} integrierbar, dann ist auch die
Funktion x — f(Ax + b) integrierbar, und es gilt

f(Az +b)dx = f(z)dx

Rn ‘ det(A)| Jgn

Wir werden spiter auch den Transformationssatz fiir beliebige C'—

invertierbare Abbildungen beweisen (d.h. die Verallgemeinerung von

Satz 3.1 auf Lebesgue—integrierbare Funktionen). Der Beweis von die-
sem Satz ist allerdings deutlich aufwéndiger.

"Djesen Trick hatten wir schon mehrmals angewandt, siche z.B. den Beweis in
Analysis I, dass wenn a,, und b,, konvergente Folgen sind, dann ist auch a,b, eine
konvergente Folge.
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6.7. Erweiterungen des Lebesgue—Integrals. Wir beschlielen die-
ses Kapitel mit zwei einfachen Erweiterungen des Lebesgue—Integrals.

Zuerst sei M C R™ eine beliebige Teilmenge und f: M — RU{+o00}
eine Funktion. Wir betrachten die Fortsetzung von f auf R"™, welche
wie folgt definiert ist:

f:R* - R

v {f(x), wenn x € M,
0, sonst.

Wir sagen f ist Lebesque—integrierbar iiber M, wenn f Lebesgue-integrierbar
ist, und wir definieren das Lebesgue—-Integral von f wie folgt:

/Mf(x)da: = Rnf(a:)dx.

Lemma 6.17. Es set K C R" kompakt und f: K — R eine stetige
Funktion, dann ist f integrierbar tiber K.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall, dass f > 0. Dann ist
die oben definierte Fortsetzung f von oben halbstetig und liegt daher
in H*(R"), insbesondere ist f integrierbar.

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. Nachdem f stetig ist und
nachdem K kompakt, ist f insbesondere nach unten beschrankt, d.h.
es gibt ein C' € R, so dass f(z) > C fir alle x € K. Aus der obigen
Betrachtung folgt nun, dass

K — R
_J 0, wenn = € K,
v f(x)_C.XK(x)_{f(x)—C’, wenn x € K.
integrierbar ist. Nachdem yx integrierbar ist, folgt aus Satz 6.12 dann
auch, dass f integrierbar ist. 0

Ganz dhnlich beweist man auch folgendes Lemma:

Lemma 6.18. Es sei U C R™ offen und beschrinkt. Dann ist jede
stetige und beschrinkte Funktion f: U — R integrierbar tiber U.

Zum Schluf§ sei f: R®™ — C eine Funktion und f = u + iv ihre
Zerlegung in Real- und Imaginérteil. Wir sagen [ ist integrierbar, wenn
die (reellwertigen!) Funktionen v und v integrierbar sind und wir setzen

/fdx:/udx+i~/vdx.

Es folgt leicht aus Satz 6.12, dass die Menge aller integrierbarer Funk-
tionen f: R"™ — C einen komplexen Vektorraum bildet, diesen bezeich-
nen wir mir £;(R", C).
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7. MESSBARE MENGEN

7.1. Definition von messbaren Mengen. Wir kénnen jetzt den Be-
griff von Volumen, welchen wir in Kapitel 5 fiir kompakte Mengen ein-
gefiihrt hatten, auf weitere Mengen verallgemeinern:

Definition. Eine Teilmenge M C R™ heiit messbar (oder integrierbar),
falls ihre charakteristische Funktion yxj; integrierbar ist. In diesem Fall
bezeichnen wir mit

n

Vol(M) := / xmdr € Ry
das Volumen (oder auch Lebesgue-Majf$) von M.

Beispiel. (1) In Kapitel 5 haben wir schon gesehen, dass jede kom-
pakt Menge messbar ist.
(2) Aus Satz 4.11 folgt, dass jede beschriikte offene Menge messbar
ist.
(3) In Lemma 6.7 haben wir gesehen, dass die Menge

[0,1] N Q = alle rationalen Zahlen zwischen 0 und 1

messbar ist, und dass das Lebesgue-Mafl dieser Menge 0 be-
trigt.

Wir fassen jetzt mehrere Eigenschaften von messbaren Mengen in
einem Satz zusammen:

Satz 7.1. (1) Der Wiirfel [0,1]" C R™ ist messbar und es gilt
Vol([0,1]") = 1.
(2) Es sei M C R"™ eine messbare Menge und x € R™. Dann ist
r+M:={z+m|me M}
ebenfalls messbar, und es gilt
Vol(x + M) = Vol(M).

(3) Es seien A, B C R"™ messbare Mengen. Dann sind auch A N
B, AU B und A\ B messbar, und es gilt

Vol(AU B) = Vol(A) + Vol(B) — Vol(AN B),
Vol(A\ B) = Vol(A) — Vol(AN B).

Insbesondere, wenn A und B disjunkt sind, dann gilt
Vol(AU B) = Vol(A) + Vol(B).
(4) Es seien A, B C R"™ messbare Mengen, dann gilt
A C B = Vol(A) < Vol(B).
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Beweis. Die erste Aussage haben wir schon in Kapitel 5 bewiesen. Aus
der Translationsinvarianz des Integrals™ folgt die zweite Aussage des
Satzes.

Wir wenden uns nun dem Beweis der dritten Aussage zu. Es folgt
direkt aus den Definitionen, dass fiir die charakteristischen Funktionen
die folgenden Gleichungen gelten:

(1) XanB = XA - XB)

(2) xauB = Xa + XB — XanB;

(3) XA\B = X4 — X4nB-
Es folgt aus Satz 6.15, dass xan = X4 - X B integrierbar ist. Es folgt aus
Satz 6.12, dass xaup und xa\p ebenfalls integrierbar sind. Die dritte
Aussage des Satzes folgt nun aus den Definitionen und Lemma 6.5.

Schlussendlich wollen wir noch die letzte Aussage beweisen. Es seien

also A, B C R™ messbare Mengen, so dass A C B. Dann gilt

Vol(B) = Vol(AU (B \ A)) = Vol(A) + Vol(B \ A) > Vol(A).
O

Unter gewissen Voraussetzungen ist auch die Vereinigung von abzéhlbar
vielen messbaren Mengen wieder messbar. Genauer gesagt, es gilt fol-
gender Satz, welchen wir spiter beweisen werden (siehe auch Forster,
Analysis IIT Seite 83):

Satz 7.2. FEs seien A, C R", k € N, messbare Mengen, welche paar-
weise disjunkt sind . Wenn

> Vol(Ay) < oo,
k=1

dann ist die Vereinigung UA, messbar, und es gilt

Vol <G Ak> = iVol(Ak).

k=1

Wir haben im vorherigen Kapitel gesehen, dass eine beschriankte
Menge, welche entweder offen oder kompakt ist, messbar ist. Zudem
haben wir in Satz 7.1 gesehen, dass Translationen, sowie endliche Ver-
einigungen und endliche Durchschnitte von messbaren Mengen wieder
messbar sind.

Bei dieser Fiille von Beispielen von messbaren Mengen, stellt sich
folgende Frage:

1D h. aus Satz 6.16 angewandt auf A = id und b = x.
D .h. AiNA; = (0 fiir ¢ # 3.
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Frage. Ist jede beschriankte Menge in R™ messbar?

Wir werden diese Frage mit ‘Nein’ beantworten, allerdings miissen
wir dazu eine etwas ungewohnliche Menge konstruieren. Fiir die Kon-
struktion werden wir eine Aquivalenzrelation verwenden. Wir erinnern
im Folgenden an die relevanten Definitionen.

Einschub: Aquivalenzrelationen. Es sei X eine Menge. Eine A qui-
valenzrelation auf X ist eine Teilmenge M C X x X, so dass fiir alle
x,y,z € X gilt

(x,y) e M = (y,x)€ M, (Symmetrie)
(x,y) € M und (y,z) e M = (x,z) € M (Transitivitét).

Wir schreiben im Folgenden
o~y e (1Y) € M,

und wir sagen x und y sind dquivalent. Mithilfe dieser Notation kénnen
wir die obigen definierenden Eigenschaften wie folgt umformulieren: ~
ist eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A wenn fiir alle z,y,2z € A
gilt
T~
T~y = Yy~
r~yundy~z = x~ 2z
Beispiel. (1) Fiir z,y € Z definieren wir
T~y s (r—y) €S

Man kann nun leicht nachpriifen, dass ~ eine Aquivalenzrelation
auf 7Z ist.
(2) Fiir z,y € R definieren wir

r~ye(v-y) e,

dies ist eine Aquivalenzrelation auf R.
(3) Es sei X C R eine Teilmenge. Fiir z,y € X definieren wir

v~y s (v -y e,

dies ist eine Aquivalenzrelation auf X.
(4) Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann ist

r~y Sy e H
eine Aquivalenzrelation auf G.

Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X . Eine A quivalenzklasse
ist eine Teilmenge Y C X, so dass gilt
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(1) wenn z ~ y fiir ein y € Y, dann gilt z € Y,
(2) fiir alle y,y' € Y gilt: y ~ ¢/
In den Ubungen werden wir folgendes Lemma beweisen:

Lemma 7.3. FEs sei ~ eine A'quivalenzrela‘bfion auf eimer Menge X.
Dann ist X die disjunkte Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist, d.h.
(i) jedes x € X liegt in einer Aquivalenzklasse,

(i) wenn A und B Aquivalenzklassen sind, dann gilt entweder A =
B oder AN B = (.

Im Folgenden sagen wir, dass y € X ein Reprdsentant der Aquivalenzklasse
Y ist, wenn gilt y € Y. Wenn y ein Représentant ist, dann sieht man
leicht, dass

Y={:eX|y~z}
Definition. Wir sagen A ist ein wvollstindiges Reprdisentantensystem,

wenn es fiir jede Aquivalenzklasse Y genau ein a € A gibt mit a € Y.

Ein vollstdndiges Représentantensystem erhélt man dadurch, dass
man aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element wihlt. ™

Beispiel. Fiir x,y € Z betrachten wir wieder die Aquivalenzrelation,
welche wie folgt definiert ist:
r~y s (v —y) € HZ.
Dann sind
{0,1,2,3,4}, {7,—4,20,—-2,19}, ...
vollstandige Reprédsentantensysteme.

7.2. Nichtmessbare Mengen. Wir haben nun das Werkzeug um die
obige Frage mit ‘Nein’ beantworten zu konnen. Genauer gesagt, wir
konnen jetzt folgenden Satz beweisen:

Satz 7.4. Fiir jedes n > 1 emistiert eine nicht messbare beschrdinkte
Teilmenge von R™.

Beweis. Wir werden den Satz nur fiir den Fall n = 1 beweisen. Den
allgemeinen Fall beweist man dadurch, dass man bei allen unten ge-
nannten Mengen das Produkt mit [0, 1]"~! betrachtet.

Wir betrachten folgende Aquivalenzrelation auf [0, 1]:

x ~ 1y & es existiert ein ¢ € Q mit z =y +q.

Es sei nun A C [0, 1] ein vollsténdiges Reprasentantensystem. Aus der
obigen Diskussion folgt, dass die Menge A folgende Eigenschaft besitzt:

BFiir die spitzfindigen Studenten/Studentinnen verweise ich auf:
http://de.wikipedia.org/wiki/Auswahlaxiom
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(*) fiir jedes z € [0, 1] existiert genau ein a € A, so dass © = a + ¢
fiir eine rationale Zahl ¢. ™

Nachdem A C [0, 1] beschrénkt ist, folgt der Satz nun aus folgender
Behauptung:
Behauptung. Die Menge A ist nicht messbar.

Nehmen wir an, dass A messbar ist. Wir wéhlen eine Abzidhlung
¢1,q2, - - . von den rationalen Zahlen im Intervall [—1,1]. Aus Satz 7.1
folgt, dass Vol(q; + A) = Vol(A) fiir alle i € N. Aus (*) folgt, dass ™

(i +A) N (g +A) =0 fiir i # 5.
Fiir jedes k € N folgt nun aus Satz 7.1 (2), (3) und (4), dass

k k
E-Vol(A) =Y " Vol(A) =)~ Vol(g;+A) = Vol (U, (g; + A)) < Vol([—1,2)).
=1 =1 cl-1,2]

Es folgt also, dass Vol(4) < ¢ Vol([—1,2]) = 2 fiir alle k € N. Dies ist
nur moglich, wenn Vol(A) = 0.

Nachdem Vol(g; + A) = Vol(A) = 0 und nachdem die Mengen ¢; +
A, i € N disjunkt sind, folgt nun aus Satz 7.2, dass

Uien(g: + A)
messbar ist, mit Volumen 0. Andererseits folgt aus (x), dass
[0,1] C Uien(gi + A).
Aus Satz 7.1 (4) und aus der obigen Diskussion folgt, dass
1 = Vol([0,1]) < Vol (Ujen(q; + A)) = 0.

Wir haben damit einen Widerspruch herbeigefiihrt. U

7.3. Weitere Eigenschaften von messbaren Mengen. Der vollstiandig-
keithalber erwéahnen wir noch folgenden Satz:

Satz 7.5. Es sei f € L1(R™) und es sei M C R™ eine messbare Menge.
Dann ist die Einschrinkung f|y von f auf M ebenfalls integrierbar.

Beweis. Die Fortsetzung f von f auf R” ist gegeben durch f - x s, und
diese Funktion ist nach Satz 6.15 integrierbar. U

"Nachdem z € [0,1] und A C [0,1] folgt, dass |¢| = |z —a| < 1, d.h. ¢ ist
notwendigerweise eine rationale Zahl im Intervall [—1,1].

In der Tat, nehmen wir an es gibt ein y € (g; +A) N (gj+A), i # j, dann gibt
es a;,a; € A, so dass y = ¢; + a; und y = g; + a;. Es gibt eine rationale Zahl r, so
dass y —r € [0,1]. Es folgt, dass y —r = (¢; — ) + a; und y —r = (¢; — r) + a;.
Dies ist im Widerspruch zu (x) fiir x =y —r.
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Aus Satz 6.16 folgt auch sofort folgendes Lemma: ™

Lemma 7.6. Es sei A € GL(n,R) eine invertierbare Matriz und b €
R™ ein Vektor. Wir bezeichnen mit ®(z) := Ax + b die dazugehirige
affin-lineare Abbildung. Wenn M C R"™ messbar ist, dann ist auch
O(M) messbar und es gilt

Vol(®(M)) = | det(A)| - Vol(M).
7.4. Nullmengen.

Definition. Eine Teilmenge M C R™ heifit Nullmenge, wenn M messbar
ist und wenn Vol(M) = 0.

Folgendes Lemma erlaubt es uns die Satze iiber die Pseudonorm
| = ||z, auf das Studium von Nullmengen anzuwenden.

Lemma 7.7. Eine Teilmenge M C R" ist eine Nullmenge genau dann,
wenn

Ixarllz, = 0.

Beweis. Zur Erinnerung, es ist

ey = [ hor@lde = [ xarle) do.
Rn Rn
Andererseits ist es offensichtlich, dass

/ () = 0.

R” 4
Das Lemma folgt nun aus den Definitionen. 0

Mithilfe dieses Lemma konnen wir jetzt folgenden Satz beweisen:

Satz 7.8. (1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist wiederum eine
Nullmenge. ™
(2) Die Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen ist wiederum
eine Nullmenge.

Beweis. Es sei M C R" eine Nullmenge und N C M. Dann gilt yy <
X Es folgt nun aus Satz 6.8 und Lemma 7.7, dass Vol(N) = 0.

Wir wenden uns dem Beweis der zweiten Aussage zu. Sei also M C
R"™ k € N eine abzdhlbare Familie von Nullmengen. Wir wollen zeigen,
dass

M:GMk

k=0

"6Genau genommen ist Satz 7.1 (2) ein Spezialfall von Lemma 7.6.
"T"Warum folgt dies nicht sofort aus Satz 7.17
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ebenfalls eine Nullmenge ist. Es gilt offensichtlich, dass

XM < Z Xy,
k=0

und es folgt nun aus Satz 6.9 und Lemma 7.7, dass Vol(M) =0. O
Wir erhalten folgendes Korollar:

Korollar 7.9. Jede Teilmenge einer Hyperebene in R™ ist eine Null-
menge.

Beweis. Wir sagen ein achsenparalleler Quader ist diinn, wenn eine
Seitenlédnge Null ist.

(i) Wir wissen aus Kapitel 5, dass das Volumen eines diinnen Qua-
ders Null ist.

(i) Die Hyperebene R"! x 0 C R™ kann durch abzihlbare viele
diinne Quader iiberdeckt werden kénnen, es folgt also aus (i)
und Satz 7.8 (2), dass die Hyperebene R"™! x 0 C R" eine
Nullmenge ist.

(iii) Sei nun V' C R" eine Hyperebene, dann existiert eine Matrix A,
so dass A(R" ! x 0) = V (warum?). Es folgt nun aus Lemma
7.6, dass V' eine Nullmenge ist.

(iv) Es folgt nun aus Satz 7.8 (1), dass jede Teilmenge einer Hyper-
ebene in R" wiederum eine Nullmenge ist.

O

Das Korollar kann wie folgt verallgemeinert werden:

Satz 7.10. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit mit dim(M) <
n — 1. Dann jede Teilmenge von M eine Nullmenge in R".

Beispielsweise folgt aus dem Satz, dass die (n — 1)—Sphire
S = {z e R"|||z] = 1}
eine Nullmenge in R" ist.

Beweisskizze. Wir skizzieren den Beweis, dass jede Untermannigfaltig-
keit der Dimension n — 1 eine Nullmenge ist.
(1) Es sei K C R"! kompakt und f: K — R eine Funktion. Wir
betrachten den Graphen von f, d.h. die Menge
[:={(z,y) eR"'"xR|zr € K und y = f(z)}.

Die Menge T ist kompakt™, es folgt, dass xyr € H*(R") (siche
Kapitel 4.6). Mithilfe des Satzes von Fubini fiir Funktionen in

BWarum?
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HH(R™) (siehe Satz 4.9) folgt nun, dass

Vol(T") :/ :/ / XF z,y) dy drx=0.
Rn—1

ofarg 7 £(2)

=0
(2) Wenn A € GL(n,R) eine Matrix ist und N eine Nullmenge,
dann folgt aus Lemma 7.6, dass

A-N:={Ax|xz € N}

ebenfalls eine Nullmenge.

(3) Essei I' € R" der Graph einer Funktion f: K — R, K kompakt
und A € GL(n, R) eine invertierbare Matrix. Dann folgt aus (1)
und (2), dass A - T' eine Nullmenge ist.

(4) Jede Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1 ist die Vereini-
gung von abzihlbar vielen Teilmengen vom Typ (3). In der Tati,
dies kann man beispielsweise mithilfe von Forster, Analysis II,
69, Satz 2 beweisen ™.

(5) Der Satz folgt nun aus Satz 7.8 (2).

O

Bemerkung. In den Ubungen werden wir sehen, dass wenn M eine mess-
bare Teilmenge von R” ist, welche eine offene Menge enthélt, dann gilt
Vol(M) > 0. Anders ausgedriickt, Nullmengen konnen keine offene
Mengen enthalten.

Folgender Satz gibt ein manchmal sehr niitzliches Kriterium dafiir,
dass eine Teilmenge von R" eine Nullmenge ist.

Satz 7.11. FEs sei A C R" eine Teilmenge. Dann gilt, A ist genau

dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0 eine abzdhlbare Familie
{Qi}ien von Quadern (oder Wiirfeln) gibt, so dass

AC GQZ und iVOl(QZ) <€
=1 =1

Wir verweisen auf Forster, Analysis III Seite 72 fiir den Beweis. Wir
erhalten folgendes Korollar:

Korollar 7.12. Es set U C R" offen und F: U — R" eine stetig
differenzierbare Abbildung. Dann ist das Bild einer Nullmenge unter
der Abbildung F wieder eine Nullmenge.

™ Allerdings nicht ohne einen gewissen Aufwand.
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Bemerkunyg. (1) Man beachte, dass die stetige Differenzierbarkeit
von F'in der Tat eine notwendige Vorausetzung ist. Beispiels-
weise gibt es eine surjektive stetige Abbildung ® F: R — R?
(‘space filling curve’). Betrachten wir nun die Abbildung

d: R? —» R?
(z,y) — F(r),

dann ist ® stetig, und das Bild der z—Achse in R? (einer Null-
menge) ist ganz R? (also keine Nullmenge).

(2) Mithilfe von Korollar 7.12 kann man auch einen alternativen
Beweis fiir Satz 7.10 geben.

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation nehmen wir an, dass U = R".
Es sei also F': R® — R” eine stetig differenzierbare Abbildung und
N C R™ eine Nullmenge. Wir wollen zeigen, dass F'(N) wieder eine
Nullmenge ist.

Fiir [ € N setzen wir

Kl = B(O, l)
Dann gilt
F(N) = F( Uen NN Kz) = UenF(N N K).

Nachdem die Vereinigung von abzdhlbar vielen Nullmengen wiederum
eine Nullmenge ist, geniigt es zu zeigen, dass F'(NNK]) eine Nullmenge
ist fiir alle [.

Sei nun [ € N. Wir schreiben K := K;. Wir wollen Satz 7.11 anwen-
den, um zu zeigen, dass F'(N N K) eine Nullmenge ist. Dazu miissen
wir zuerst eine Abschétzung fiir das Volumen von Bildern von Wiirfeln
in K unter der Abbildung F' beweisen.

Da K kompakt ist und da F eine stetig differenzierbare Abbildung
ist, sind die partiellen Ableitungen von F' auf K beschriankt. Es folgt
aus Analysis I, Korollar 6.10, dass es ein C' € R, gibt, so dass

(7.1) [1F(z) = F(y)l| < C- [l = y| fir alle z,y € K.

Sei nun W C K ein Wiirfel der Seitenlénge a. Die maximale Differenz

zweier Punkte in W ist y/na. Es folgt aus (7.1), dass F(W) in einem

Wiirfel W’ der Seitenlinge y/nCa enthalten ist. Insbesondere gilt
Vol(F(W)) < (v/nC)" Vol(W).

——
=D

80Siche:
http://en.wikipedia.org/wiki/Space-filling curve
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Nachdem D nicht von der Wahl der Wiirfels in K abhéngt, folgt das
Korollar sofort ® aus Satz 7.11, angewandt auf N N K und F(N N
K). O

7.5. Funktionen, welche fast iiberall gleich sind. Im Folgenden
sagen wir, dass zwei Funktionen f,g: R" — R U {£oo} fast tiberall
gleich sind, wenn die Menge

{r eR"[f(z) # g(2)}

eine Nullmenge ist.

Satz 7.13. Es seien f,g: R" — R U {£oo} zwei Funktionen, welche
fast diberall gleich sind. Wenn f integrierbar ist, dann ist auch g inte-

grierbar, und es gilt
/f(x)dx:/g(x)dx

Es folgt also, dass die Abdnderung der Werte einer integrierbaren
Funktionen auf einer Nullmenge das Integral nicht &ndert.

Beweis. Es seien f,g: R" — RU {400} zwei Funktionen, so dass

A:={r eR"| f(z) # g(2)}
eine Nullmenge ist. Wir nehmen an, dass f integrierbar ist. Nach Satz
6.10 existiert dann eine Funktionenfolge fi, € C.(R"), k € N, so dass

T (|~ full, = 0.
—00
Wir betrachten

uy R — RU

N 0o, wenn x € A,
0, wennxz € R"\ A.

Behauptung. Die Funktion u, ist integrierbar und es gilt [ua(z)dz =
0.

Wir setzen g := x4 fiir alle £ € N. Dann gilt

[e.e]
up = E k-
k=0

Es folgt aus Satz 6.9, dass
/ ua(x)dr < Z/ gr(x)dex = Z/XA(.T) dx = 0.
k=0 k=0

81Es ist eine gute Ubung sich zu iiberlegen, warum dies ‘sofort’ folgt.
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Andererseits gilt trivialerweise, dass

0< /*uA(a:) dx.

Kombinieren wir die beiden Ungleichungen erhalten wir sofort, dass
das Unterintegral und das Oberintegral identisch sein miissen und den
Wert Null annehmen. Dies beweist die Behauptung.

Aus der Definition von uy4 folgt®?

lg — ful < [f = fel +ua,
es folgt aus Satz 6.8, dass
Hg - kaLl < Hf - kaL1 + HuAHld = Hf - kaLl‘

Insbesondere ist limy o ||g — fillz, = 0, d.h. g ist nach Satz 6.10 inte-
grierbar, und es folgt aus Satz 6.11, dass

/ g(x)da = lim / fil(z) du = / f(x) da.
O

Wir beweisen noch zwei weitere Lemmata, welche spéter niitzlich
sein werden.

Lemma 7.14. Es sei f: R" — RU {£o0} eine Funktion. Dann gilt
Ifll., =0 < f=0 fast tiberall.
Beweis. Wir setzen
A:={z eR"| f(z) #0}.

Wir nehmen zuerst an, dass A eine Nullmenge ist. Wir definieren die
Funktion us : R" — R U {£o0} wie im Beweis von Satz 7.13. Dann
gilt | f| < ua, und wir erhalten, dass

1fllz, < lluwallz, = 0.

Nehmen wir nun an, dass || f||z, = 0. Wir setzen f; := f, k € N. Dann

gilt
XA < Z | fi]-
k=0

82D h. fiir alle z € R™ gilt

l9(x) = fr(@)] < [f(2) = fr(@)] + ua(z).
Dies sieht man durch die Fallunterscheidung x € A und = ¢ A.
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Es folgt nun aus Satz 6.9, dass

xallze < 1D Ualllze =D I fille = 0.
k=0 k=0

Aus Lemma 7.7 folgt nun, dass A eine Nullmenge ist. O

Lemma 7.15. Es sei f: R" — R U {£o0} eine Funktion mit || f|1, <
0o, dann ist die Menge

A:={z eR"| f(z) = £oo}
eine Nullmenge.

Beweis. Fiir jedes € > 0 gilt x4 < ¢ f], also folgt, dass

Ixallzy < llefllizy = - lIflle-

Nachdem dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt, dass || x|, = 0. Es folgt nun
aus Lemma 7.7, dass A eine Nullmenge ist. 0

Wir beschlieen das Kapitel mit einer Definition. Es sei nun N C R"
eine Nullmenge und

f:R*"\ N - RU{£o0}

eine Funktion. Wir sagen, dass f integrierbar ist, wenn eine beliebige
Fortsetzung f von f auf f: R™ — R U {+oo} integrierbar ist, und wir
setzen dann

f(z)dx = f(x) da.
Rr Rr

Es folgt aus Satz 7.13, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Fortsetzung f abhéngt.

7.6. Der Satz von Fubini. Der Satz von Fubini folgt fiir Funktionen
in C.(R™) aus Korollar 2.4 angewandt auf eine Permutationsmatrix.
Fiir Funktionen in H'(R") haben wir den Satz in Satz 4.9 bewiesen.
Wir konnen den Satz von Fubini jetzt in seiner grofiten Allgemeinheit
formulieren und beweisen.

Satz 7.16. (Fubini) Es sei
fiRFXR™ - RU{£oo}
(z,y) = f(z,y)

eine integrierbare Funktion. Dann gibt es eine Nullmenge N C R™, so
dass fiir jedes y € R™\ N die Funktion

R* — RU{+oo}
z = flz,y)
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integrierbar ist, und es gilt

/ f(z,y) dedy = / flz,y)dz dy.
]Rk+m m Rk
—_—

definiert fur yeR™\N

Man beachte, dass das Integral iiber R™ auf der rechten Seite de-
finiert ist iiber die Konvention, welche wir am Ende von Kapitel 7.5
eingefiithrt hatten.

Beweis. Die Grundidee des Beweises, wie so oft, ist den Satz fiir Lebesgue—
integrierbare Funktionen auf den Satz fiir Funktionen in H'(R™) bzw.

in H*+(R™) zuriick zu fithren (siche Satz 4.9). Wir betrachten die Funk-
tionen

F*:R™ — RU{xoo} F.:R™ — RU{+oo}
y — ["f(x,y)de und y = [ flz,y)de.
Rk Rk,

Wir wollen folgende Behauptung beweisen:

Behauptung.  (A) Die Funktionen F, und F* sind integrierbar,
(B) und es gilt

| o= tepday= [ P

(A) Wir wollen mithilfe von Lemma 6.4 zeigen, dass F, und F™* in-
tegrierbar sind. Sei also € > 0. Nachdem f: R¥™ — R Lebesgue-
integrierbar ist folgt aus Lemma 6.4, dass es Funktionen h, € H*+(R*™)
und h* € HY(RFT™) mit h, < f < h* gibt, so dass

(7.2) /h*(x, y)drdy — /h*(a:,y) dx dy < e.
Wir setzen

H*(y) == /Rk h*(z,y) dx und H,(y) ::/ h.(y) dx.

RFE

Aus dem Satz von Fubini fiir Funktionen in H(R™) (siehe Satz 4.9)
folgt, dass H* € HT(R™), und dass

(7.3) / h*(x,y)dx dy = / / h*(z,y) dx dy.
]Rk""m Rm™ Rk
N

=H*(y)

Eine analoge Aussage gilt fiir H, und h,.
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Aus h, < f < h* folgt ® H, < F, < F* < H*. Es folgt aus (7.2)
und (7.3), dass

(74) [ H(y)—H.(y)dy= / W (e, y) de dy — / ha(z,y) dedy < e.

Rm
Da H* € H'(R™) und H, € H*(R™) folgt nun aus Lemma 6.4, dass F,
und F™ Lebesgue-integrierbar sind.
(B) Aus h, < f < h*, und aus (7.2) sowie (7.4) folgt, dass

URm F*(y)dy — [ f(z,y) da:dy}

< N fpw F*(y) dy — [ H*(y) dy| + | [ H*(y) dy — [ f(x,y) dz dy|
=1/, H*(y)—/H*(y)dy'+ [ P (2,y) = f(,y) de dy]

< e+ /h*(x,y)—h*(a:,y)dxdy‘

< 2e. -

Nachdem diese Ungleichung fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt die gewiinschte
Aussage. Ganz analog beweist man die Ausage fiir F,,. Wir haben damit
die Behauptung bewiesen.

Nachdem F, und F* integrierbar sind, gibt es eine Nullmenge N; C
R™, so dass

F.(y) € Rund F,(y) € R fiir alle y & Nj.

Nachdem F* — F, > 0, und nachdem [ F*(y) — F.(y)dy = 0, folgt,
dass

1l = / F* — F.|dy = /F _Fdy—0.

Aus Lemma 7.14 folgt nun, dass es eine Nullmenge Ny, C R™ gibt, so
dass
F.(y) = F*(y) fiir alle y € R™\ Ns.
Fiir jedes y € R™ \ (N; U Ny) stimmen also die Ober- und Unterin-
tegrale von x +— f(x,y) tiberein. Es folgt nun, dass

/m ka(x,y)dx dyz/m F*(y)dy:/ﬂwm fx,y) du dy.

83Hier verwenden wir, dass fiir Funktionen H € H' bzw. H € H} gilt

/de:/ dez/de.
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In der Tat, die erste Gleichheit folgt aus der Definition von F, und aus
Satz 7.13, die zweite Gleichheit folgt aus der obigen Behauptung. [

Es verbleibt nun noch ein ‘offensichtlicher Satz’, welchen wir bewei-
sen miissen, ndmlich den Transformationssatz fiir Lebesgue—integrierbare
Funktionen. Dieser ist allerdings technisch deutlich schwieriger als der
Satz von Fubini. Wir werden daher erst mehrere Vorbereitungen treffen
miissen.

8. DAS CANTORSCHE DISKONTINUUM

Wir haben schon folgende Eigenschaften von Nullmengen bewiesen:

(1) jede Teilmenge von R, welche aus abzéhlbar vielen Punkten
besteht, ist eine Nullmenge,
(2) eine Nullmenge in R enthélt kein offenes Intervall.

Eine Nullmenge von R ist also in einem gewissen Sinne ‘klein’, und
man kann sich die Frage stellen, ob vielleicht eine Nullmenge in R
immer abzihlbar ist. Uberraschenderweise ist die Antwort zu dieser
Frage allerdings ‘Nein’:

Satz 8.1. Es gibt beschrinkte Nullmengen von R, welche tiberabzdihlbar
viele Punkte enthalten.

Wir werden im Folgenden eine Menge C' konstruieren, von der wir
dann spéter zeigen werden, dass sie die geforderte Eigenschaft besitzt.
Es sein € Nyn > 2 und a € [0,1]. Wir sagen

O.a1a2a3 Ce

ist eine n—adige Darstellung fiir a, wenn gilt
(1) a; € {0,1,...,n — 1} fur alle i,
(2)

o0
E a;n”"' = a.
i=1

Beispielsweise gilt in der 3—adigen Darstellung, dass

o0

1 =1
011111111111 -~ = —=—14) =
Z 31 — 32

i=1 7

S S
a 1-1 2

Die 3-adige Darstellung ist nicht eindeutig, beispielsweise gilt
= 0.10000000000. .. aber auch
= 0.02222222222 ...

W= W=
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In gewisser Weise ist dieses Beispiel die ‘einzige Quelle’ von nicht ein-
deutigen n—adigen Darstellungen, die genaue Aussage ist Ubungsaufgabe
1 von Ubungsblatt 8. Fiir £ € N definieren wir nun

Cy = alle reellen Zahlen a in [0, 1],
so dass a eine 3-adige Darstellung besitzt,
in welcher in den ersten k—Stellen
nur die Ziffern 0 und 2 verwendet werden.

Beispielsweise gilt

C() - [0,1]
Cl = [0, %] U [%7 1]
Cy = [0,5]U[5, 51 U[5 5 VIG5 1]

Anders ausgedriickt, jede Menge C}, ist die Vereinigung von 2* abge-
schlossenen Intervallen der Lénge 3%, und man erhélt C,, indem man
in allen 2* Intervallen von C} ‘das mittlere Drittel’ entfernt.

Nachdem Cj, die Vereinigung von 2* abgeschlossenen Intervallen der

Lange 3% folgt, dass
2\ ¥
Vol(Cy) = (5) .

Diese Menge wird die Cantormenge oder das Cantorsche Diskontinuum
genannt. Es folgt direkt aus den Definitionen, dass

Cy = alle reellen Zahlen a in [0, 1],
so dass a eine 3-adige Darstellung besitzt,
in welcher nur die Ziffern 0 und 2 verwendet werden.

Wir definieren nun

Die Menge C' hat die folgenden bemerkenswerten Eigenschaften:

Satz 8.2. FEs bezeichne C' das Cantorsche Diskontinuum. Dann gilt:
(1) C ist kompakt,
(2) C ist messbar und Vol(C') = 0,
(3) C' st iberabzdihlbar.

Beweis. Die Mengen C}, sind offensichtlich abgeschlossen. Nachdem der
Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen wiederum
abgeschlossen ist, folgt, dass C' ebenfalls abgeschlossen ist. Da C' zudem
beschrankt ist, folgt aus dem Satz von Heine-Borel, dass C' kompakt
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ist, insbesondere ist C' messbar. Aus C' C C}, fiir alle k folgt zudem,
dass
o\ ¥
Vol(C) < Vol(Cy) = (g)
fiir alle k. Wir erhalten also, dass Vol(C') = 0. Es verbleibt zu zeigen,
dass C' iiberabzéahlbar ist.
Wir definieren dazu eine Abbildung ®: [0, 1] — [0, 1]. Sei « € [0, 1].
1. Fall. = € [0, 1] besitzt eine 3-adige Darstellung 0.ajasa;3 . . ., so dass
ay = 1 fiir mindestens ein k. Es sei k € N die kleinste natiirliche
Zahl mit a; = 1. Wir definieren dann

_\.22--- 2

~
2—adige Darstellung

2. Fall. Andernfalls definieren wir

a1 Az as
o( 0. )= 0.—=—=—=....
((Qaaaas. ) 22 9
—_—

3—adige Darstellung -
2—adige Darstellung

Diese Funktion heifit Cantorfunktion oder auch Teufelstreppe. * Die
Funktion @ ist konstant auf den Intervallen, welche man jeweils vom
Ubergang von C} zu (41 herausgenommen hat. Beispielsweise gilt

fir € [5,2], dh. 2 = 0.1asaz... gilt @(z) = 0.1000... = 3,

fir € [}, 2], dh. 2 = 0.0lagas... gilt @(z) = 0.0100... = 1,

fir € [£,3], dh. 2 =0.2lagaq... gilt @(z) = 0.1100.., = 3,
3—adig 2—adig

Die erste Aussage der folgenden Behauptung impliziert insbesondere,
dass C' iiberabzahlbar ist.
Behauptung. Diese Abbildung hat folgende Eigenschaften:

(1) @ ist surjektiv und fiir jedes = € [0, 1] gibt es ein ¢ € C, so dass
O(c) = x.
(2) @ ist monoton steigend und stetig.

Sei also x € [0, 1]. Es sei
r = 0.a1a0a3 . ..
84Giche

http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor function
fiir ein Bild des Graphen.
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eine 2—adige Darstellung von x. Dann gilt

@(9.(2@1)(2@)(2@3) )= Oaaaz... =uw
3—adige ];);rstellung 2—adige lsfarstellung
Nachdem 0.(2a1)(2a2)(2a3) ... in C liegt, folgt die erste Aussage.
Die beiden anderen Aussagen kann man leicht zeigen, nachdem diese

fiir den Beweis des Satzes nicht notwendig sind, tiberlassen wir den
Beweis als freiwillige Ubungsaufgabe. O

9. KONVERGENZSATZE

Es sei fr : R - RU{£o0},k € N eine Folge von integrierbaren
Funktionen, welche punktweise gegen f: R" — RU{+o0} konvergiert.
Eine der grundlegenden Fragen ist, unter welchen Voraussetzungen an
die Funktionenfolge kann man ‘Integral und Grenzwert vertauschen’?,
d.h. wann gilt

/klim fr(x)de = klim fr(x) da?

Wir haben schon gesehen, dass dies i.A. nicht gilt, aber in diesem Ka-
pitel werden wir mit dem Satz von Levi und dem Satz von Lebesgue
zwei Kriterienfiir die Vertauschbarkeit von Integral und Grenzwert be-
weisen.

Satz 9.1. (Satz von der monotonen Konvergenz von Levi) FEs
sei fr, - R" — RU {400}, k € N eine monotone Folge integrierbarer
Funktionen. Falls

k—o0

lim /fk(x) dr € R,

dann st die Grenzfunktion f: = limg_, fr integrierbar, und es gilt

/ f(x)dz = lim / fr(z) da.

Man kann diesen Satz insbesondere als Verallgemeinerung von Satz
4.2 auffassen.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass fj, : R”™ — RU{+o00}, k € N eine
monoton steigende Folge integrierbarer Funktionen ist. Der Fall, dass
fr monoton fallend ist, kann man dann durch Betrachtung der Folge
— fi auf den ersten Fall zuriickfiithren.

(A) Wir nehmen zuerst an, dass die Funktionen f; nur Werte in R
annehmen.
Wir wollen Satz 6.10 anwenden, um zu zeigen, dass f integrierbar ist.
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Sei also € > 0. Die Idee ist nun, f durch ein geeignetes f,, zu approxi-
mieren, und das integrierbare f,, wiederum durch eine geeignete Funk-
tion ¢ € C.(R™). Dazu miissen wir allerdings erst einmal ||f — f,,.||z,
abschétzen.

Es sei dazu erst einmal m € N beliebig. Aus Satz 6.9 folgt, dass

1f = fonllzy = Nimpseo fio = finllee = 122020 (frrr = fo)ll,
>~ Z;o:mukarl_kaLl
Sorm S e = il

> oren S (frgr = fr) da
= limysoo [ frg1 — frnde

A

(Hier haben wir u.a. mehrmals verwendet, dass f,, eine monoton stei-
gende Folge ist, d.h. dass fx;1 — fx > 0 fiir alle k£.) Aus der Definition
des Grenzwertes von reellen Folgen folgt, dass es ein m € N gibt mit

[—/fmda:

Wir wihlen zudem ein g € C.(R") mit ||fm, — gz, < §. Es folgt nun
aus der obigen Abschitzung, dass

9 15
||f_g||L1 < Hf_ meL1 + Hfm _gHL1 < 5 + 5 =&

Es folgt also aus Satz 6.10, dass f integrierbar ist.
Zudem folgt aus der obigen Abschéitzung, dass

I — [ fdz| < ’I—/fmdx + | [ fmdx — [ f da|
N———

<€
5

<3
< S+ [1fm—fldx
= 5+ 1fm =Sl
< §+5=¢
Nachdem dies fiir alle € > 0 gilt, folgt die gewiinschte Aussage.
(B) Wir betrachten nun den Fall, dass die Funktionen f; auch die

Werte +00 annehmen koénnen. Fiir jedes & € N folgt aus Lemma 7.15,

dass
Ny = {x € R"| fi(z) = £oo}
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eine Nullmenge ist. Aus Satz 7.8 folgt, dass N := U, N} ebenfalls ei-
ne Nullmenge ist. Nachdem die Abénderung einer Funktion auf einer
Nullmenge weder die Integrierbarkeit noch das Integral verandert (sie-
he Satz 7.13), folgt die Aussage iiber die Folge (fx)ren aus der oben
bewiesenen Aussage iiber
fi :R" — R
fi(z), wemnz & N,
v {0, wenn r € N.

O

Wir haben in Satz 7.1 gesehen, dass Vereinigungen und Durchschnit-
te von endlich vielen messbaren Mengen wiederum messbar sind. Mit-
hilfe des Satzes von Levi kénnen wir jetzt auch verschiedene Aussa-
gen iiber die Messbarkeit von Vereinigungen und Schnittmengen von
abzdhlbar vielen messbaren Mengen beweisen.

Korollar 9.2. Es sei Ag C Ay C Ay C ... eine aufsteigende Folge von
messbaren Teilmengen des R™, so dass

lim Vol(A) < oo,
k— o0
dann 18t

U A messbar mit Vol (U Ak> = klim Vol(Ag).
—00

k=0 k=0
Beweis. Wir betrachten
Je = Xxa,-
Dies ist eine monoton wachsende Funktionenfolge integrierbarer Funk-

tionen, welche gegen die charakteristische Funktion der Vereinigungs-
menge konvergiert. Zudem gilt, dass

lim /f/y€ dr = lim Vol(A) < oo.
k—o0 k—o0
Die Aussage des Korollars folgt nun sofort aus Satz 9.1. O

Korollar 9.3. Es sei Ay, C R", k € N eine Folge von messbaren Teil-
mengen, so dass fiir i # j gilt: Vol(4; N A;) = 0.%° Wenn

D " Vol(4) < oo,
k=0

85Inshesondere gilt das Korollar also wenn die Aj disjunkt sind.
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dann 18t

[j A messbar mit Vol ([j Ak) = i Vol(Ayg).
k=0

k=0 k=0
Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Korollar 9.2 angewandt auf die
Folge
Bk = Uic:lAi
nachdem dies eine aufsteigende Folge von messbaren ist, mit 8¢

Vol(By) = ) Vol(4;).

O

Korollar 9.4. Es sei Ay D Ay D Ay D ... eine absteigende Folge von
messbaren Teilmengen des R™. Dann ist

m A messbar mit Vol (ﬂ Ak> = klim Vol(Ayg).
—00

k=0 k=0
Beweis. Wir betrachten

Je = Xa,-
Dies ist eine monoton fallende Funktionenfolge integrierbarer Funktio-
nen, welche gegen die charakteristische Funktion der Schnittmenge der

A; konvergiert. Die Aussage des Korollars folgt nun sofort aus Satz
9.1. 0

Satz 9.5. (Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebes-
gue) Es sei fr, € L1(R™),k € N eine Folge von Funktionen, welche
punktweise gegen f: R™ — R konvergiert. Wenn es eine Funktion
F:R" = RUoo mit ||F||L, < oo gibt, so dass

|fx| < F fir alle k € N,

dann ist f integrierbar, und es gilt

/fdngirgo/fk(x)dx.

Beweis. Die Idee des Beweises ist die Aussage auf geschickt gewihlte
monoton fallende bzw. monoton steigende Funktionenfolgen zuriick zu
fithren, fiir welche man den Satz von der monotonen Konvergenz (Satz
9.1) anwenden kann.

86Das folgt aus Satz 7.1: dies ist offensichtlich wenn k = 2, wenn k > 2 muss
man sich allerdings dariiber allerdings etwas Gedanken machen (siehe Ubungsblatt
8).
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Wir setzen
gr =sup{f;|j > k}.
Behauptung. Die Funktionen g, k € N und f sind integrierbar und es

gilt
[ rwrae = i [ o

(A) Fiir i > k setzen wir
gri =sup{fj|je{k,...,i} }.

Die Funktionen gx; sind nach Korollar 6.14 integrierbar. Fiir festes k
ist die Funktionenfolge

9kky 9k, k+15 Gk k+25 - - -

eine monoton wachsende Folge, welche punktweise gegen g, konvergiert.
Es gilt fiir alle ¢ > k, dass

/gkz’(fﬁ) dx = /* gri(z) do < /* F(z)dx = ||F||z, < oo.

Es folgt nun aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass die
Funktion g, integrierbar.

(B) Die Funktionenfolge (gx)ren ist offensichtlich monoton fallend
und sie konvergiert gegen f. Nachdem

/gk(x) dr > —/* F(z) dx

folgt wiederum aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass f
integrierbar ist, und dass

[rwrae = i [ o

Wir haben damit die Behauptung bewiesen.
Ganz analog kann man zeigen, dass die Funktionen

hi = in{f; | > k}
integrierbar sind, und dass
/f(a:) dr = lim [ hy(x)dz.
k—00
Nachdem hy < fi < g fiir alle k£ folgt, dass

/ f(x)dz = lim / fr(z) da.
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Anstatt das Integral einer Grenzfunktion f = limy .., fx zu betrach-
ten, wollen wir nun studieren, wie sich das Integral verhélt, wenn wir
den Integrationsbereich ‘als Grenzwert” von Mengen ansehen.

Satz 9.6. Es sei Ay C Ay C Ay D ... eine aufsteigende Folge von
messbaren Teilmengen des R"™. Wir setzen A := U2 Ay. Es sei f: A —
R eine Funktion, so dass f|Ay integrierbar ist fir alle k € N. Wenn

lim |f(z)|dx < oo,

k—o0 Ak

dann ist f integrierbar tiber A, und es gilt
/ f(z)dx = hm f(z)dx.
Ag

Beweis. (A) Wir setzen f unter Beibehaltung der Bezeichnung durch
0 auf ganz R" fort. Wir betrachten die Funktionen
fk R” — R
f(z), wenn x € Ay,
v {0, wenn x € R™\ Ay.

Dann konvergiert die Funktionenfolge f;, punktweise gegen f. Wir set-
zen F: = |f| und Fj, = |fi], & € N. Es gilt F}, T F. Nach Vorausset-
zung ist die Folge der Integrale

[ A da::/Ak f()] da

beschrénkt, es folgt also aus dem Satz von der monotonen Konvergenz,
dass F' integrierbar ist.
(B) Nachdem |fix| = Fy < F = |f| fiir alle £ € N konnen wir den
Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden, und erhalten, dass
f integrierbar ist. Zudem gilt

/f )dx = f(z)dx = hm fr(z)dr = lim f(z)dx
Rn 1 k=00 ) 4,

O

Definition. Es sei f: R — R eine Funktion. Wenn das uneigentliche
Riemann-Integral

00 d 0
| @lds=fin [ if@des fin )]

existiert, dann sagen wir, dass f uneigentlich absolut Riemann-Integrierbar
ist.

Mithilfe von Satz 9.6 kann man nun folgendes Korollar zeigen:
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Korollar 9.7. Es sei f: R — R eine Funktion. Wenn f uneigentlich
absolut Riemann-Integrierbar ist, dann ist f auch Lebesgue—integrierbar,

und es gilt
dr = | f(x)dx.

10. Die L,~RAUME

10.1. Banachriume. Wir erinnern an folgende Definition aus Analy-
sis II:

Definition. (1) Ein metrischer Raum heifit vollstindig, wenn jede
Cauchy—Folge konvergiert.
(2) Ein normierter Vektorraum heifit vollstindig, wenn der dazu-
gehorige metrische Raum®” vollstindig ist.
(3) Ein vollsténdiger normierter Vektorraum heifit Banachraum.

Beispiel. (1) Der Vektorraum R™ mit der euklidischen Norm ist

vollstandig.
(2) In Analysis IT hatten wir gesehen, dass der normierte Vektor-
raum
C([-1,1],R) := alle stetigen Funktionen [-1,1] — R,
£l = f_ll |f(x)| dz (Integralnorm)

nicht vollstandig ist. In der Tat, wenn wir die Folge von Funk-
tionen
foi[-1,1] —- R
0, wenn z € [—1,0),
T nx, wenn z € [0, %),
1, wennuz € [+ 1]

betrachten, dann gilt fiir n > m, dass

1
12 = tull = [ 1fule) = fnle)]da < L

Es folgt, dass (f,)nen eine Cauchy-Folge ist, aber diese konver-
giert nicht in C([—1, 1], R). In der Tat, man kann zeigen, dass
wenn f, gegen eine Funktion g € C([—1,1],R) konvergieren
wiirde, dann miisste g die Eigenschaft haben, dass g(x) = 0 fiir
z € [—1,0) und g(z) = 1 fiir x € (0, 1], aber solch eine Funktion
existiert in C'([—1, 1], R) nicht.

87Zur Erinnerung: Wenn (V, || —||) ein normierter Vektorraum ist, dann definiert
d(z,y) := ||l — y|| eine Metrik auf V.
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Der folgende Satz gibt ein wichtiges Beispiel fiir einen unendlich
dimensionalen Banachraum:

Satz 10.1. Es sei U C R" eine Teilmenge. Wir betrachten den Vek-
torraum

Cy(U,R™) = Vektorraum aller beschrinkten
stetigen Abbildungen f: U — R™,

mat der Supremumsnorm, d.h.

1fIF:= sup{[lf ()]l |z € U}.
Dann ist (Co(U,R™), || — ||) ein Banachraum.

Der Satz haben wir fiir n = 1 in Analysis I bewiesen. Den allgemeinen
Fall fiir beliebiges m zeigt man fast genauso.

10.2. Die L’-Pseudonorm von Funktionen. Zur Erinnerung, es ist
§(R") := Alle Funktionen R" — R U {%o00}.

Sei im Folgenden p > 1 eine reelle Zahl. Wir definieren 8

1/p

£, = | [ 1f@Pds) e RiUfoo)
J

Fiir p = 1 hatten wir diese Definition schon in Kapitel 6.6 eingefiihrt.
Wir hatten dabei gesehen, dass || — ||z, eine Pseudonorm definiert. In
der Tat gilt dies fiir alle p > 1, d.h. folgender Satz gilt:

Satz 10.2. Es gilt

Mz, = A 1fllz,, fir alle f € F(R™) und X € R,
1f+9glle, < [fllz, +llgllz,, firale f,g € F(R").

Die erste Aussage folgt leicht aus der Definition. Die zweite Aussage
ist nicht trivial, und wird auch als ‘Minkowskische Ungleichung’ be-
zeichnet. Wir verweisen auf Forster, Analysis III Kapitel 10 fiir einen
Beweis.

Definition. (1) Eine Funktion f: R™ — R heifit lokal integrierbar,
wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C R™ die Funktion f|x

integrierbar ist.
(2) Wir definieren

L,(R™) := Menge aller lokal integrierbaren Funktionen
f:R" = Rmit ||f|z, < oo.

88Hier definieren wir oo” := oo fiir alle r > 0.
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Bemerkung. Es folgt leicht aus Satz 9.6, dass fiir p = 1 die obige De-
finition von £;(R™) mit der Definition in Kapitel 6.6 iibereinstimmt.
Wir verweisen auf Forster, Analysis III Kapitel 10, Satz 4 fiir Details.

Folgender Satz wird in Forster, Analysis II1 auf Seite 96 bewiesen:

Satz 10.3. Es seip > 1 und f, € L,(R"), k € N, eine L,-Cauchy-
Folge ®°. Dann gilt:

(1) es existiert eine Teilfolge { fx, }ien und eine Funktion f: R™ —
R, so dass {fr, }ien fast diberall gegen f konvergiert,
(2) die Funktion f liegt in L,(R™), und es gilt

lim [1f — fillz, = 0.
k—o0

10.3. Einschub: Quotientenvektorrdume. Es sei im Folgenden K
ein Korper, V' ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
Fiir v, w € V schreiben wir

v~w s v —we U

Es ist leicht nachzupriifen, dass dies eine Aquivalenzrelation auf V' de-
finiert. Jede Aquivalenzklasse ist von der Form

v+U:={v+uluelU}

fiir ein v € V. Aquivalenzklassen werden oft auch Restklassen genannt.
Wir bezeichnen nun mit V/U die Menge aller Aquivalenzklassen. Wir
nennen V/U auch V' modulo U".

Das folgende Lemma ist elementar, aber iiberaus wichtig.

Lemma 10.4. FEs ist
v+U=w+U&v—wel.

Dieses Lemma wird in Ubungsblatt 9 bewiesen.

Wir wollen jetzt eine Addition auf V/U definieren. Seien also z,y €
V/U. Dann gibt es a,b € V, sodass ¢ = a+ U und y = b+ U. Wir
definieren

r+y:=a+b+U.

Wir miissen natiirlich zeigen, dass dies nicht von der Wahl von a und
b abhingt. Nehmen wir also an, wir haben o', mit z = o’ + U und

89D.h. fy ist eine Cauchy-Folge bzgl. der Pseudonorm || — Iz,
90D h. es gibt eine Nullmenge N, so dass

lim fr; () = f(x) fir alle x & N.
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y ="+ U. Dann gilt

d+V+U=a+b+d —a+V —-b+U=a+b+U.
~—_———
cU

Ganz analog konnen wir eine Skalarmultiplikation auf V/U einfiihren.
In der Tat, sei € V/U und A € K. Dann gibt es ein a € V| so dass
r = a+ U. Wir definieren

Ax:=Na+U.

Wie oben kann man zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl
von a abhéngt.

Man kann nun leicht nachweisen, dass mit dieser Addition und dieser
Skalarmultiplikation V/U wiederum ein K—Vektorraum ist. Die ‘Null’
des Vektorraums V/U ist dabei die Aquivalenzklasse 0+ U = U. Dieser
Vektorraum wird auch Quotientenvektorraum genannt.

Die Abbildung

vV — V/U

v = v+U
ist surjektiv und ein Homomorphismus. Diese Abbildung wird die kano-
nische Projektion von V auf V/U genannt. Der Kern dieser Abbildung
ist U. Wenn V' endlich dimensional ist, dann gilt

dim(U) 4+ dim(V/U) = dim(V).

Diese Aussagen folgen leicht aus den Definitionen, werden aber auch in
Ubungsblatt 9 behandelt.

10.4. Der Banachraum L,(R"). Wir setzen
No(R") :={f € L,(R*) [ | f]|z, = 0}
Es folgt aus Satz 10.2, dass N,(R™) C £,(R") ein Unterraum des reellen
Vektorraums £,(R") ist. Wir definieren nun
Ly(R") := Lp(R") /Np(R").

Man beachte, dass L,(R") wiederum ein Vektorraum ist. Es sei nun
f € L,(R"), wir konnen f durch ein g € £,(R") darstellen, und wir
definieren
1z, == llgllz,-
Man sieht leicht, dass diese Definition nicht von der Wahl von g abhéngt,
und dass ||—||1, eine Norm auf L,(R") definiert. (Siche auch Ubungsblatt
9.) Anders ausgedriickt, (L,(R™),|| — ||z,) ist ein normierter Vektor-
raum.
Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren:

Satz 10.5. Fir alle p € R™ ist (L,(R"), || —||z,) ein Banachraum.
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Beweis. Der Satz folgt direkt aus Satz 10.3 und den Definitionen. In der
Tat, sei {fx}ren eine Cauchyfolge in L,(R™). Fiir jedes k € N wihlen
wir einen Représentanten g, € £,(R") von fi,. Dann ist fiir alle k, [ die
Funktion g — g; ein Repréasentant von f; — f;, und es folgt aus den
Definitionen, dass

1 = fillz, = llgr — aullz,.-

Die Funktionenfolge {gi}ren ist also auch eine Cauchyfolge bzgl. der
| = ||z, Pseudonorm. Aus Satz 10.3 folgt nun, dass es ein g € £,(R")
gibt mit

lg = gkllz, = 0.

Esseinun f € £,(R") die Aquivalenzklasse von ¢, dann folgt wiederum
aus den Definitionen, dass

If = felle, = llg — grllz,,
also konvergiert die Folge { fi } ken im normierten Vektorraum (L£,(R"), ||—
I,) gegen f. O

Wir werden diesen Satz fiir p = 1 im néchsten Kapitel anwenden.
Dieser Satz spielt aber auch eine wichtige Rolle in hoheren Analysis-
vorlesungen und in der Quantenphysik fiir den Fall p = 2.

Wir beschlieen das Kapitel mit folgendem Satz, welchen wir nicht
beweisen werden:

Satz 10.6. Es sei f € C.(R"). Dann gilt
lim | f||z, = sup{|f(z)[ |z € R"}.
p—roo

11. DIE TRANSFORMATIONSFORMEL FUR
LEBESGUE—INTEGRIERBARE FUNKTIONEN

Es sei U C R™. Wir setzen
L1(U) := Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen U — R,
und fiir f € £1(U) definieren wir

I = [ 1f@)]de
U
Dann gilt folgendes Lemma:

Lemma 11.1. Es sei U C R™ offen und f € L1(U). Dann gibt es zu
jedem e >0 ein p € C.(U), so dass

If =@l <e
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Beweis. Wir betrachten die Fortsetzung von f auf R", welche wie folgt
definiert ist:
f:R* - R
N { f(z), wenn x € U,
0, sonst.

Per Definition der Integrierbarkeit von f ist die Funktion f integrierbar.
Nach Satz 6.10 gibt es daher ein g € C.(R™), mit

~ 19
Hf_gHLl < 5

Die Funktion g liegt in C.(R™), aber leider nicht in C.(U) wie wir es uns
eigentlich wiinschen wiirden. Die Idee ist jetzt g mit einer Funktion A
zu multiplizieren, welche stetig ist mit Supp(h) € C.(U), und so dass
I1F = ghlls, <=
Da U offen ist, folgt, dass xp € H'(R"), d.h. es gibt eine Folge von

Funktionen hy € C.(R"), k € N, so dass hy T xy. Man kann zudem die
Funktionen so wihlen, so dass fiir alle k gilt: !

(1) hy >0, und

(2) Supp(hy) ist eine kompakte Teilmenge von U.
Die Folge (ghg)ren konvergiert punktweise gegen gy p. Nachdem |ghy| <
|g| fiir alle k£ € N folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz,
dass

lim [ ghydx = /QXU,

k—o0

d.h.

0= lim /QXU_ghk dr = lim /|9XU—9hk\d95 = lim [lgxv—ghwllL,-
k—o00 k—o00 k—00

Es gibt insbesondere ein k, so dass ||gxv — ghil/z, < 5. Dann gilt

Hf—gthLl < Hft— gxvlle, + lloxo — ghellL,
< |f =gl +llgxv — ghille, < 5+ 5 =€
Nachdem ghy, € C.(U) haben wir das Lemma bewiesen. O

9n der Tat, wenn hy, € C.(R™),k € N eine Folge von Funktionen ist, so dass
hi T xu, dann hat die Folge von Funktion

g :R* - R

max{hy(x),0}, wenn ||z|| <k,
x = max{hy(z)- (2] - (k+ 1,0},  wenn |[z]| € (k,k+ 1),
0, sonst

ebenfalls die Eigenschaft, dass gr € C.(R™),k € N und dass gx T xvu, aber zu-
dem auch noch die Eigenschaften, dass gx > 0, und dass Supp(gx) eine kompakte
Teilmenge von U ist.
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Wir sind nun endlich in der Lage, den Transformationssatz fiir Lebesgue—
integrierbare Funktionen zu beweisen.

Satz 11.2. Es seien U,V C R" offene Mengen und ®: U — V eine C! -
invertierbare Abbildung. Es sei f: V — R eine integrierbare Funktion.
Dann st

U —- R
y = f(2(y))-|det DO(y)]
integrierbar, und es gilt

/ﬂwwwwﬂww@:/ﬂmm
U 1%

Beweis. Die Grundidee des Beweises besteht darin, f € £;(V) durch
Funktionen in C.(V') zu approximieren, denn fiir Funktionen in C.(V)
haben wir den Transformationssatz schon bewiesen (siehe Satz 3.1).
Die Schwierigkeit besteht darin, diese einfache Grundidee sorgfiltig
umzusetzen.

Sei also f € £,1(V). Nach Lemma 11.1 gibt es eine Folge f;, € C.(V),
k € N, so dass

(1L.1) lim |1 = fillz, = 0.
k—o0

Aus Satz 6.11 folgt dann auch, dass

(11.2) /‘/f(x)da::]}i_}rgo/vfk(a:)dx

Aus Satz 10.3 folgt zudem, dass es, nach eventuellem Ubergang zu einer
Teilfolge, eine Nullmenge N C V' gibt, so dass

f(z) = klim fr(x) fir allez € V'\ N.
—00
Wir setzen nun

g = (fo®)-|detDP|,
g = (fro®)-|det DP|.

Nach Satz 3.1 gilt die Transformationsformel fiir Funktionen in C.(R"),
d.h.

(11.3) / gr(x)dx = / fx(2z) dx fir alle k € N.

Wir wollen zeigen, dass g € £;(U), und dass

[ f o

Aus (11.2) und (11.3) folgt, dass es nun geniigt folgende Aussage zu
beweisen:



ANALYSIS IIT - WINTERSEMESTER 2011-2012 95

Behauptung. Die Funktion g ist integrierbar, und es gilt

/Ug(x) dx = klim gr(x) dx.

—00 U
Es folgt sofort aus den Definitionen, dass
g(x) = klim gr(z) fiir alle z & ®1(N).
— 00

Nach Korollar 7.12 ist zudem ®~*(NV) eine Nullmenge. Allerdings kénnen
wir aus punktweise Konvergenz von integrierbaren Funktionen keines-
wegs auf die Integrierbarkeit der Grenzfunktion schlieflen.

Wir gehen deshalb einen anderen Weg, um eine integrierbare Grenz-
funktion zu finden. Seien nun k,l € N. Aus dem Transformationssatz
angewandt auf die stetigen Funktionen |f — f;| folgt, dass

(11.4) lgx — gillz, = Ifx — fillz,-

Aus (11.1) folgt nun, dass (gx)ken eine Cauchyfolge in £1(U) bildet.
Zudem folgt aus Satz 10.3, dass es, nach eventuellem Ubergang zu
einer Teilfolge, eine Nullmenge M C V sowie eine Funktion h € £,(U)
gibt, so dass

h(x) = kh_}rgo gr(x) fiir alle x € U\ M,

und limg_,o0 ||h — gkl|z, = 0. Aus Satz 6.11 folgt dann auch, dass

(11.5) /hdm = lim [ gjdx.
k—ro0

Vergleichen wir nun die Funktionen g und h. Die beiden Funktionen
stimmen auBerhalb der Nullmenge ®~'(N) U M iiberein. Nachdem h
integrierbar ist, folgt nun aus Satz 7.13, dass g ebenfalls integrierbar
ist, und dass g und h das gleiche Integral besitzen. Die Behauptung
folgt nun aus (11.5). O

Die wohl wichtigsten Anwendungen des Satzes sind wiederum auf
(1) ebene Polarkoordinaten,
(2) zylindrische Koordinaten, und
(3) sphérische Polarkoordinaten.

Wir formulieren die Aussage fiir ebene Polarkoordinaten, die anderen
Félle kann man leicht selber ausfomulieren.

Satz 11.3. Eine Funktion f: R? — R ist genau dann integrierbar,

wenn
RZO X [0, 27'('] — R
(r,p) = f(rcose,rsing)-r
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integrierbar ist, und es gilt dann, dass

f(z,y) da:dy:/ f(rcosp,rsinp)rdrde.

R2 [0,00) x[0,27]
Beweis. Wir betrachten die Abbildung
d: Rog x [0,27] — R2
(r,p) = (rcose,rsing).
Es sei zudem
U = (0,00) x (0,27) und V := R*\ (Rx x 0).

In Kapitel 3.4.1 haben wir schon bewiesen, dass die Einschrinkung
von ® auf die offene Teilmenge U eine C'-invertierbare Abbildung
V: U — V definiert. Zudem haben wir dort gesehen, dass

| det(D®(r, )| = r fiir alle (r, ¢).
Es folgt also aus Satz 11.2, dass

/f(x,y)dwdyz/f(@(nw))-?"d?"dso-
Vv U

Nachdem R? \ V = Ry x 0 eine Nullmenge ist, gilt nach Satz 7.13,
dass

/ f(z,y) do dy = / f(x,y) d dy.
1% R2
Nachdem
Rog % [0,27] \ U =Rsg x {0,270} U 0 x [0,2n]

ebenfalls eine Nullmenge ist, folgt wiederum aus Satz 7.13, dass

/ F(®(r, ) - dr dip = / F(@(r, 9))r dr di.
U [0,27]xR>q

O

Satz 11.4. (Ebene Polarkoordinaten) Es sei f: R*> — R eine
Funktion, welche aufierhalb einer beschrdnkten Menge nicht negativ ist.
Dann ist f genau dann integrierbar, wenn

R+ X [0,27(—] — R
(r,p) — rf(rcose,rsingp)

integrierbar ist, und es gilt, dass

2w oo

//f(x,y)dxdy:O/O/f(rcosgo,rsingp)rdrdgo.

—0o0 —0O0
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Bemerkung. (1) Die Reihenfolge der Integration bzgl. der verschie-
denen Variablen kann natiirlich vertauscht werden, d.h. es gilt

auch, dass
oo 2T
//fxy da:dy—//f rcos @, rsin ) rdedr.

(2) Die Grenzen fiir das ‘p-Integral’ kénnen beliebig gewéhlt wer-
den, so lange die Differenz 27 betrégt. In manchen Féllen bietet
es sich beispielsweise an, das Integral

//f(rcosgp,rsingp)rdrdgp
—m 0

zu betrachten.

Beweis. Aus Satz 11.3 folgt, dass es geniigt zu zeigen, dass

27 oo
[ flreosg,rsing)rdrde = [ [ f(rcose,rsing)rdrde,
[0,27] % [0,00) 00
fRQ (x,y)dedy = f ffa:ydxdy
Dies ist jedoch eine Konsequenz aus Satz 7.16 und Korollar 9.7. U

Ganz analog kann man mit den Ergebnissen aus Kapitel 3.4.2 und
3.4.3 folgende Satze beweisen:

Satz 11.5. (Zylindrische Koordinaten) FEs sei f: R* — R eine
Funktion, welche aufSerhalb einer beschrdankten Menge nicht negativ ist.
Dann ist [ genau dann integrierbar, wenn

[0,00) x [0,27] x R — R
(ryp,2) = 1 f(rcose,rsing, z)
integrierbar ist, und es gilt, dass

0o 00 o0 2

///f(a:,y,z)da:dydz:///f(rcoscp,rsincp,z)rdzdrdgo.
00 0

Beuspiel. Wir betrachten
M = {(z,y,2) ||yl <2, 2 > 0,2> +y*> < 1 und z € [0,2°]}.

Wir wollen das Volumen von M bestimmen. Die Schnittmenge von M
mit der zy-Ebene ist ein “Tortenstiick’ mit Radius 1 mit Winkel 7



98 STEFAN FRIEDL

Wir kénnen M mithilfe der Zylinderkoordinaten wie folgt beschreiben

Punkte in R® mit Zylinderkoordinaten (r, ¢, z), wobei

rel0,1], g €[5, %] und z € [0, (rcos ¢)?].

M =

Mithilfe der Zylinderkoordinaten kénnen wir nun das Volumen von M
wie folgt berechnen:

[ o JuNNe olNe ]

Vol(M) = [ [ [ xm(z,y,2)dedydz

—00 —00 —O0

3
8
8

—

X (rcosp,rsing, z) rdzdrde

~ O
S
Q

O%O

7]

S

N
©

1-rdzdrde

r3 cos® @ drdyp

O

(15 cos” gl d

| | | |
ey TR sy TR gy el Y

1 cos? pdp.

e

Das verbleibende Integral kann man nun leicht mit der Gleichung

1
cos® p = 5(1 + cos(2¢))
bestimmen.

Satz 11.6. (Sphirische Koordinaten) Es sei f: R® — R eine
Funktion, welche aufierhalb einer beschrdankten Menge nicht negativ ist.

Dann ist f genau dann integrierbar, wenn
[0,00) x [0,27] x [-F,5] — R
7 cos @ - cos 6

(r,,0) — r*cos@-f | rsing-cosf
rsin 6

integrierbar ist, und es gilt, dass

<% rcos @ - cosf
// f(z,y, 2 dxdydz-///cos@f rsing - cosf | dfdrdp.

rsin 6
Wir konnen jetzt folgenden Satz von Gauss %2 beweisen:

8\8

_
2

92http ://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/0d/10 DM _Serie4 Vorderseite. jpg



ANALYSIS IIT - WINTERSEMESTER 2011-2012 99

Satz 11.7. Es ist

/ e dy = Nz

oo

Der Satz ist verbliiffend, nachdem man keine explizite Stammfunkti-
on von e~*" angeben kann (weder Substitution noch partielle Integra-
tion fithren zum Erfolg), insbesondere kann man daher das uneigent-
liche Integral nicht ‘einfach per Hand’ bestimmen. Es ist zudem auch
iiberraschend, dass das Ergebnis die Kreiszahl 7 enthélt.

Beweis. Mithilfe des Majoranten-Kriteriums fiir uneigentliche Integra-
le (siehe Satz 15.9 in Analysis I) kann man leicht zeigen, dass das

uneigentliche Integral
o0 2
/ e " dx
—00

konvergiert (siehe Ubungsblatt 10). Wir setzen also

C::/ e da.

Dann folgt aus Satz 11.6, dass
C? = C- 7 eV dy
= [Z eV Cdy

. o0 o0 7932 . _y2
= /= [T e e dx dy
Konstante
bzgl.

f [ete ) d dy
fo ~((reos@)+(rsing)?) 1. g g
= 0 I e rdrdp
= 27 [e " rdr.

(Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass das Integrant in ¢ kon-
stant ist.) Wir verwenden jetzt die Substitution u = —r? und erhalten,
dass

02:27T-foooe_r27“dr = 27 fo ’1 _”(
= 27 fo —1 " du

2
= 27‘(‘-[—% Uy =,

r) dr
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Wir erhalten also, dass C' = /7. O

12. INTEGRATION UND UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

12.1. Erinnerung an Untermannigfaltigkeiten. Zur Erinnerung,
eine Abbildung ®: U — V zwischen zwei offenen Mengen in R" heif3t
Diffeomorphismus, wenn ® eine bijektive C'*° Abbildung ist, so dass
die Umkehrfunktion ebenfalls eine C*°~Abbildung ist.

Definition. Eine Teilmenge M C R"™ heifit k-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M eine Karte um a gibt,
d.h. eine Abbildung ®: U — V wobei gilt:

(1) U C R™ ist eine offene Umgebung von a,

(2) V C R" ist eine offene Menge,

(3) @ ist ein Diffeomorphismus, so dass

M NU) =V N E,
wobei
Ek = {(.Tl,...,.Tk,O,...,O) GR”\ajl,,xkER}

Bemerkunyg. (1) Nach Satz 8.3 aus Analysis II ist diese Definition
(fast) dquivalent zur Definition von Untermannigfaltigkeiten,
welche wir in Analysis II gegeben haben. Der einzige Unter-
schied ist, dass wir von nun an verlangen, dass die Karten ®
Diffeomorphismen sind, und nicht nur C'-invertierbare Abbil-
dungen. In der ‘Praxis’ macht das allerdings keinen grofien Un-
terschied.

(2) Die leere Menge ist eine Untermannigfaltigkeit jeder Dimension
von R".

Definition. Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Eine Familie {®; : U; — V;}ier von Karten von M heifit Atlas von M,
wenn U;e U; = M.

Jede Untermannigfaltigkeit besitzt per Definition einen Atlas, und je-
de kompakte Untermannigfaltigkeit besitzt einen endlichen Atlas, d.h.
einen Atlas, welcher aus endlich vielen Karten besteht .

Beispiel. Wir betrachten
S? ={(z,y,2) |2* +y* +2* =1}
mit den Punkten
N =(0,0,1) ‘Nordpol’ und S = (0,0, —1) ‘Stidpol’.

PBWarum?
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M

UnM

VNE

ABBILDUNG 1. Schematisches Bild einer Karte.

Wir betrachten die Abbildung

O: {(v,y,2) |2 <1} — R?
(.’E,y,Z) = (L7%71_‘T2_y2_22>'

1-2

Eingeschriinkt auf S? \ NV ist dies die stereographische Projektion bzgl.
des Nordpols N. Wir betrachten auch die Abbildung

U: {(x,y,2)|z>-1} — R3
(r,y,2) = (5 15 1-2>—y*—2%).
Eingeschriinkt auf S?\ S ist dies die stereographische Projektion bzgl.
des Siidpols S. Man kann nun leicht {iberpriifen, dass Einschriankungen
von ® und ¥ auf geeignet gewihlte offene Mengen Karten fiir S? sind,
welche S? {iberdecken. Nachdem die Definitionsbereiche ganz S? abde-
cken bilden diese Einschrinkungen von ® und U einen Atlas fiir S2.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und a € M.
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(1) Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt a,
wenn es eine stetig differenzierbare Kurve
v: (—e,e) = M
t — ()
gibt, so dass 7(0) = @ und 7/(0) = v.

(2) Die Menge aller Tangentialvektoren am Punkt a wird mit 7, M
bezeichnet. Wir nennen 7, M den Tangentialraum am Punkt a.
Wir haben in Analysis I gesehen, dass T, M ein k—dimensionaler
Vektorraum ist.

(3) Ein Vektor v € R™ heiit Normalenvektor von M in a, wenn v
orthogonal ist zu allen Vektoren in T,M.

Zur Erinnerung, wenn U C R" offen und f: U — RF eine C>°-
Abbildung ist, dann haben wir in Analysis II folgende Definitionen
eingefiihrt:

(1) ein Punkt x € U heiBt reguldrer Punkt von f, wenn das Diffe-
rential D f(z) den Rank k besitzt.
(2) ein z € R heiBt reguldrer Wert von f, wenn alle Punkte in
/7 Y(2) regulir sind.
Ein Punkt (bzw. Wert), welcher nicht regulér ist, wird singuldr ge-
nannt. Ein z € R ist also ein reguldarer Wert wenn z nicht das Bild
eines singuldren Punktes ist. Wir zitieren zum Abschlufl noch Satz 8.5
aus der Analysis II.

Satz 12.1. Es sei U C R™ offen, f: U — R eine C°-Abbildung und

z € R ein requlirer Wert. Dann ist M = f~'(z) C R" eine (n — 1)
dimensionale Untermannigfaltigkeit, und fiir jedes a € M gilt:

T.M = grad f(a)" = {v € R" | v orthogonal zu grad f(a)}.
Beispielsweise ist fiir die Funktion
R - R
(r,y,2) — 22+y>+22
das Differential gegeben durch
Dy f = (22,2y,22).

Diese hat den Rang ein fiir alle Punkte in R? \ {(0,0,0)}, d.h. jeder
Punkt in R*\ {(0,0,0)} ist regulidrer Punkt. Es folgt, dass jeder Wert
in R\ {0} ein regulérer Wert ist. Insbesondere erhalten wir dadurch
einen alternativen Beweis dafiir, dass

FU) ={(z,y.2) |2+ + 2 =1} = &

eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R ist.
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12.2. Differenzierbare Funktionen auf Untermannigfaltigkei-
ten. Es sei M C R” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir
betrachten M als topologischen Raum beziiglich der Teilraumtopologie,
d.h. U C M ist offen genau dann, wenn es eine offene Menge V' C R"
gibt, mit U = M NV. Es sei nun f: M — R eine Funktion. Nach-
dem wir M als topologischen Raum auffassen, haben wir schon einen
Stetigkeitsbegriff fiir Funktionen auf M. In der Tat, wie in Analysis II
sagen wir f: M — R ist stetig, wenn fiir jede offene Menge X C R,
das Urbild f~1(X) eine offene Teilmenge von M ist.

Andererseits ist es a priori nicht klar, was es heiflen soll, dass f
differenzierbar ist.

Definition. Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei f: M — R eine Funktion. Wir sagen f ist differenzierbar
(stetig differenzierbar, C*, C* etc.) im Punkt P wenn fiir jede Karte
®: U — V von M mit P € U die Funktion

-1 f
VNE,—UNM=R

im Punkt ®(P) differenzierbar (stetig differenzierbar, C*, C* etc.) ist.
94

Lemma 12.2. Es set M C R™ eine k—dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, es sei f: M — R eine Funktion und es sei P € M ein Punkt.

Es seien @: U — V und V: X — Y beliebige Karten, welche beide P
enthalten. Dann qult

VnE2SunMLr L vnEXSxnMLR
ist differenzierbar im Punkt ®(P) ist differenzierbar im Punkt W(P)

Die analoge Aussage gilt auch fiir stetig differenzierbar, C*, C*> etc.

Beweis. Essei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und
es sei f: M — R eine Funktion. Zudem sei ®: U — V eine Karte von
M mit P € U, so dass die Funktion

o1 f
VNE,—UNM=R

9Wir fassen hierbei V N Ej, auf offensichtliche Weise als Teilmenge des R auf.
Die Definition der Differenzierbarkeit macht nun in der Tat Sinn, nachdem

o1t f
VNE,—UNM =R

eine Funktion von einer offenen Teilmenge in RF, némlich V N Ej, nach R ist.
Wir kénnen darauf nun die Definition der Differenzierbarkeit aus der Analysis 11
anwenden.
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im Punkt ®(P) differenzierbar ist. Es sei U: X — Y eine beliebige
Karte fiir M mit P € X. Wir miissen zeigen, dass die Funktion

g1 f
YNE, — XNM=>R

im Punkt W(P) differenzierbar ist. Nach Einschrinkung des Definiti-
onsbereichs kéonnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass U = X. Dann gilt,
eingeschrankt auf Y N Ej, dass

fO\I/ilz fo@fl 0o @O\Dil
—— —_———
differenzierbar differenzierbar
nach Voraussetzung weil ¥ und ¢

Diffeomorphismen sind

differenzierbar ist. Die analoge Aussage fiir stetig differenzierbar, C*,
C etc. wird ganz analog bewiesen. 0

Aus der Definition und aus Lemma 12.2 folgt sofort folgendes Ko-
rollar. Es besagt, dass es zur Uberpriifung der Differenzierbarkeit einer
Funktion geniigt die Karten in einem Atlas zu betrachten.

Korollar 12.3. Es sei M C R"™ eine k—dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, es sei f: M — R eine Funktion und es sei {®; : Uy — V;}ies
ein Atlas von M. dass

fiir jede Karte ®, : U; — V; von M im Atlas

f st differenzierbar <
st VN Ey —> vnM LR differenzierbar.

12.3. Einschub: Lineare Algebra. Es sei k < n. Im Folgenden iden-
tifizieren wir R* mit

Er:={(x1,...,2,) € R"|21,...,2p ER 21 =+ =2, = 0}.
Wir fassen also R” als Teilraum von R” auf.

Es seien vy, . . ., v linear unabhéngige Vektoren in R™. Dann spannen
die Vektoren das Parallelotop

k
Pi={> Avi|Ar,.... M €[0,1]}
=1

auf. Ahnlich wie in Ubungsaufgabe 4 von Ubungsblatt 4 kann man nun

zeigen, dass es eine orthogonale Matrix A gibt, so dass Avy, ..., Ay, €

E, = R*. Wir definieren nun das k-dimensionale Volumen von P als
Vol (P) := Voly( AP, ).

CEk:Rk
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In Ubungsblatt 11 werden wir sehen, dass diese Definition nicht von der
Wahl der orthogonalen Matrix A abhingt. Zudem folgt aus Korollar
5.2, dass

VOlk(P) = |det (Al)l ce Avk) |

Es stellt sich nun die Frage, ob man das Volumen von P auch ‘direkt’
von den Vektoren vy, ..., v, ablesen kann, ohne zuerst eine orthogonale
Matrix A wie oben finden zu miissen. Wir bezeichnen im Folgenden wie
tiblich fiir zwei Vektoren v = (vy,...,v,) und w = (wy, ..., w,) mit

n
vew = (v,w) = Zviwi €R
i=1

das Skalarprodukt. Fiir Vektoren vy, ..., vy € R™ definieren wir nun die
Gramsche Determinante wie folgt:

Gram (v ... vg) == det((v; - v;)ij=1,...k)-
~—— —_—
nXxk—Matrix kx k—Matrix

Lemma 12.4. Es seien vy, ..., v linear unabhdingige Vektoren in R™.
Wir betrachten das Parallelotop

k
P = {Z)\ZUZ’)\l,,)\k € [0,1]}
=1

Dann gilt

Vol,(P) = /Cram(vy ... vg).
Beweis. Wir wéhlen eine orthogonale Matrix A, so dass
wy = Avy, ..., wy = Avy, € B, = RE
Nachdem A eine orthogonale Matrix ist gilt
v; - v; = Av; - Avj = w; - wj fiir alle 4, 5.
Wir erhalten also, dass
Gram(v; ... v) = Gram(Av; ... Avg) = Gram(w; ... wy).

Das Lemma folgt also nun aus den Definitionen und folgender Behaup-
tung:

Behauptung. Es seien g, ..., u, € R¥ beliebig. Dann gilt

[det(ur ... )| = \/det((ui - uy)sjor,..i).
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Wir schreiben u; = (u;1, . . ., ui;) und wir bezeichnen mit U die k x k—
Matrix U = (uy ... ug). Dann folgt aus den Definitionen, dass

k
((wi - ug)ij=1,.k) = ((Z (T ujl)i,jl,...,k) =U-U"
-1

Inbesondere gilt, dass

det((uz . uj)i,jzl,...,k) = det(U . Ut) = det(U) . det(Ut) = det(U)2

O
Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 11 bewiesen:
Lemma 12.5. Es seien vy, ...,v; € R™ Vektoren und es sei A = (a;;)
eine k X k—Matriz. Dann gilt
k k
Gram(z anv; ... Z aipv;) = det(A)? - Gram(vy ... vy).
i=1 i=1
Wenn wir die Vektoren vy, ..., vy als Spalten einer Matriz V' auffassen,

dann gilt also, dass
Gram(V - A) = det(A)? - Gram(V).

Wenn n = k dann folgt das Lemma leicht aus der Behauptung,
welche im Beweis von Lemma 12.4 bewiesen wird, und der Multipli-
kativitdt der Determinante. Der Fall n > £ ist etwas schwieriger. Der
Beweis ist dann dhnlich zum Beweis der Multiplikativitéit der Determi-
nante.

12.4. Integration auf Untermannigfaltigkeiten I. Es sei M C R"
eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei f: M — RU=+oo
eine Funktion. In diesem Kapitel nehmen wir an, dass es eine Karte
®: U — V gibt mit Supp(f) C U.

Eine erste naive Definition des Integrals wére jetzt das Integral von

f auf M als
/ fod tdx
VAE;

zu definieren. Diese Definition macht allerdings wenig Sinn, nachdem
man sich leicht davon iiberzeugen kann, dass i.A. verschiedene Karten
zu verschiedenen Ergebnissen fithren. % Dieses Phinomen folgt sofort
aus dem Auftreten der Determinante des Differentials in der Transfor-
mationsformel (siche Satz 11.2).

9 Beispielsweise konnte man M = R und die Karten ®(z) := 2 und ¥(z) := 2z
betrachten, selbst in diesem einfachen Fall erhilt man verschiedene Ergebnisse.
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Die Idee ist nun obige ‘Definition” abzuéndern indem wir noch einen
Extrafaktor in das Integral einfiihren. Es sei () € V. Wir bezeichnen
mit

Gramg(Q) := Gram ((Do® ')(e1) ... (Do® ')(ex))

die Gramsche Determinante von M beziiglich der Karte ®.

Bemerkung. Das von ey, ..., e, aufgespannte Parallelotop ist natiirlich
der Wiirfel mit Volumen eins. Andererseits gilt nach Lemma 12.4 fiir
das von

v = (D@7 )(e1), ..., v = (D@ ) (ex)
aufgespannte Parallelotop P, dass

Vol (P) = Gram(v; ... vg) = v/ Grame(Q).

Wir kénnen also die Wurzel der Gramsche Determinante als den Fak-
tor betrachten mit dem ® am Punkt () das k—dimensionale Volumen
verdndert.

Es gilt folgendes Lemma:

Lemma 12.6. Es sei M C R"™ eine k—dimensionale Untermannig-
faltigkeit und es sei f: M — R U +oo eine Funktion. Zudem seien
®: U —V und ®: U — V Karten mit Supp(f) € UNU. Dann gilt %

[ 107 @) VCrma@idr = [ @) - \/Gramg o) d.

Beweis. O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass U = U.%7 Nehmen wir
an, dass die Funktion
V - RuU{xoco}
r = g(z):= f(@ (z))  /Gramg(z)
integrierbar ist. Wir bezeichnen mit W den Diffeomorphismus
VNE, - VNE
r — P(@ ().

Aus dem Transformationssatz fiir Lebesgue integrierbare Funktionen
(d.h. Satz 11.2) folgt, dass

V - R
y = g(¥(y))-|det D¥(y)]

96Genau gesprochen ist die Aussage, dass wenn das eine Integral existiert, dann
existiert auch das andere, und die Integrale stimmen tiberein.

9 der Tat, wir kénnen zu U N U, ®(U N U) und ®(U N U) iibergehen, ohne
dass sich die Aussagen verindern.
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integrierbar ist, und, dass

[ atwrda = / g(W(y) - | det DU(y)] dy.
In unserem Fall erhalten wir also, dass
fy 107 @) de
= J= f(qr ) - /Gramg (¥(y)) - | det DV (y)| dy
— fo SO \/Gm— J-| det DU(y)] d.
Es verbleibt also folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Fiir alle y € 1% gilt
Gramg(y) = Gramg (¥ (y)) - | det DY (y)[*.

Sei also y € V. Aus der Kettenregel folgt, dass
Dy® ' = Dy(® 1o W) = Dyyyd - D,U.
Es folgt nun aus den Definitionen und aus Lemma 12.5, dass
Gramg(y) = Gram(D, d(ey) ... DO (ey))
— Gram((Dyy® - D,¥)(e1) .. (Dagy@ - D,W)(er))
= det(D,W)?* - Gram(Dy,) P ' (eq) .. Dq,(y)q) (er))
| det DU (y)|? - Gramg(U(y)).
Wir haben damit die Behauptung bewiesen. U

Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir wol-
len jetzt den Begriff der Lebesgue-Integrierbarkeit und des Lebesgue—
Integrals einfiihren. Sei nun f: M — RU{+£o0} eine Funktion, so dass
es eine Karte ®: U — V gibt mit Supp(f) C U. Dann sagen wir f ist
Lebesgue—integrierbar, wenn

V. = RU{xoo}
r = f(®(x)) - /Gramg(x)

integrierbar ist, und wir definieren %

/Mfiz/vf(cbl(x))-\/mdx.

Es folgt aus Lemma 12.6, dass diese Definitionen nicht von der Wahl
der Karte ¢ abhéngt.

Wir wollen nun die Integration von beliebigen Funktionen auf einer
Untermannigfaltigkeit auf den oben betrachteten Fall zuriickfiihren,

9Die Notation / y f ‘ohne ein dx” ist kein Tippfehler, sondern beabsichtigt.
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d.h. den Fall, dass der Trédger einer Funktion im Definitionsbereich
einer Karte enthalten ist.

12.5. Die Zerlegung der Eins.

Definition. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei U;, 1 € I eine Familie von offenen Teilmengen von M, welche
ganz M iiberdecken, d.h. U;c;U; = M. Eine stetige (differenzierbare,
CF etc.) Zerlegung der Eins * bzgl. der offenen Uberdeckung ist eine
Familie z;: M — [0,1], j € J, von stetigen (differenzierbaren, C* etc.)
Funktionen, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) jedes © € M besitzt eine offene Umgebung, in der nur endlich
viele der Funktionen z; einen von 0 verschiedenen Wert anneh-
men,

(2) es gilt'®

sz(x) =1 fiir alle x € M,
jeJ

(3) fiir jedes j € J ist der Tréger Supp(z;) kompakt und in einer
der Mengen U; enthalten.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes verweise ich auf Seite 362
Konigsberger: Analysis 2 (Springer—Verlag)
und Kapitel 9.4 von
Janich: Vektoranalysis (Springer—Verlag).

Satz 12.7. Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei {U; }ier eine Familie von offenen Teilmengen von M, welche
ganz M diberdecken. Dann existiert eine C°—Zerlequng der Eins bzgl.
dieser Uberdeckunyg.

In Ubungsblatt 11 werden wir folgendes Korollar beweisen:

Korollar 12.8. Es sei M eine kompakte k—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit von R™. Dann gilt:

(1) es gibt einen endlichen Atlas fiir M, d.h. einen Atlas fir M,
welcher aus endlich vielen Karten besteht,

(2) wenn Uy,...,U, eine endliche offene Uberdeckung von M ist,
dann gibt es eine endliche Zerlequng der Eins fir M beziiglich
dieser offenen Uberdeckunyg.

9911 Forster, Analysis IIT wird der Begriff Teilung der Eins verwendet.
100Nach (1) ist dies fiir jedes z eine endliche Summe.
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12.6. Integration auf Untermannigfaltigkeiten 1I. Es sei nun M
wiederum eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei f: M —
RU{+o0} eine beliebige Funktion. Wir wihlen einen Atlas {®; : U; —
Vitier von M und eine stetige Zerlegung z;: M — [0,1], j € J der
Eins bzgl. der offenen Uberdeckung {U;};c;. Wir sagen f ist Lebesgue-
integrierbar, wenn fiir alle j € J die Funktion z; - f: M — RU {zoo}

integrierbar ist, und wenn
/ 2 f’ < 00.
M

jeJ
Wenn [ Lebesgue—-integrierbar ist, dann definieren wir das Lebesgue—
Integral von f: M — R U {xoo} als

/MfZZZ/MZj'f-

jeJ

Wenn man M durch endlich viele Funktionen z; abdecken kann, dann
kann man nun ohne groflere Probleme (siehe Forster, Analysis 11 Seite
139f) zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl der Zerlegung
der Eins abhéngt. Die Aussage gilt auch fiir beliebige Zerlegungen der
Eins, der Beweis erfordert aber einen grofferen Aufwand.

Fiir das Integral von Funktionen auf k-dimensionale Untermannig-
faltigkeiten gelten die ‘iiblichen’ Aussagen. Beispielsweise, wenn f, g: M —
R integrierbare Funktionen sind, dann ist auch f + ¢ integrierbar, und

es gilt
/Mf+g=/Mf+/Mg.

13. WEIHNACHTSVORLESUNG: DAS GEFANGENENPROBLEM

13.1. Das Gefangenenproblem I: Endlich viele Gefangene. Ein
Geféngnis enthdlt n Gefangene. Kurz vor Weihnachten schlagt der
Gefangnisdirektor folgendes Verfahren vor, damit zumindestens eini-
ge Gefangene rechtzeitig zu Weihnachten freikommen: Die Gefange-
nen miissen sich in einer Reihe aufstellen, so dass jeder Gefangene die
Riicken der vor ihm stehenden Gefangenen sieht. Jedem Gefangenen
wird nun eine ‘Null’ oder ‘Eins’ an den Riicken geheftet. Die Gefan-
genen werden nun aufgefordert, der Reihe nach von hinten nach vorne
gehend laut und deutlich entweder ‘Null” oder ‘Eins’ zu sagen. Wenn
der Gefangene seine Ziffer errdt kommt er frei, wenn nicht, muss der
Gefangene Weihnachten im Geféngnis verbringen.
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Als Zugesténdnis an die Gefangenen diirfen sich die Gefangenen zu-
vor beratschlagen und sich auf einen Algorithmus einigen. Wieviele
Gefangene kommen mit dem optimalen Algorithmus frei?

Beispielsweise konnten die Gefangenen folgenden Algorithmus ver-
einbaren: der erste (und dritte, fiinfte etc.) Gefangene liest die Ziffer
vom Vordermann vor, welcher sich dann retten kann. Auf diese Weise
kommen bei 2k Gefangenen mindestens k Gefangene frei, und die an-
deren k Gefangenen kommen mit 50% Wahrscheinlichkeit frei (wenn
ihre Ziffer zufillig mit der des Vordermanns tibereinstimmt). Es stellt
sich die Fragen, ob man diesen Algorithmus iiberbieten kann.

Es ist klar, dass der erste Gefangene nur mit Zufall seine Ziffer erra-
ten kann, es konnen also hochstens n — 1 Gefangene definitiv gerettet
werden. Es stellt sich heraus, dass man dies in der Tat erreichen kann:

Satz 13.1. Es gibt einen Algorithmus, so dass hdchstens ein Gefange-
ner nicht frei kommt.

Beweis. Wir bezeichnen mit a; € {0,1} , ¢ = 1,...,n die Ziffern der
Gefangenen. Der i—te Gefangene sieht also a;41, ..., a, und hat selber
die Ziffer a; auf dem Riicken.

Der erste Gefangene gibt nun als Antwort folgende Ziffer:

Z a; modulo 2.
i=2

Der zweite Gefangene kennt die Ziffern ag, ..., a, und berechnet nun
(modulo zwei)

n n
E a; — E a; = a9 modulo 2.
i=2 i=3

Information Information
vom ersten welcher der zweite
Gefangenen Gefangene sieht

Der dritte Gefangene kennt die Ziffern ay, . .., a,, und hat die bisherigen
Antworten gehort. Er berechnet nun (modulo zwei)

n n

E a; — E a; — as = a3 modulo 2.
- - ~~

1=2 i=4

Information
Information Information vom zweiten
vom ersten welcher der dritte Gefangenen
Gefangenen Gefangene sieht
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Es ist nun offensichtlich, dass sich auch die verbleibenden Gefangenen
retten konnen. U

13.2. Das Gefangenenproblem II: Abzidhlbar viele Gefangene.
Nun nehmen wir an, dass Geféngnis besitzt unendlich viele (jedoch
abzidhlbar viele) Gefangene, welche wieder in einer Reihe aufgestellt
werden sollen. Wieviele Gefangene konnen dieses mal gerettet werden?
Der obige Algorithmus kann natiirlich nicht mehr direkt angewendet
werden, nachdem der Ausdruck

Z a; modulo 2
=2

keinen Sinn ergibt. Genauer gesagt, dieser Ausdruck ergibt keinen Sinn,
wenn es unendlich viele a;’s gibt, welche den Wert ‘1" annehmen.

Eine erste Idee moglich viele Gefangene zu retten wiere wie folgt:
Man wahle ein beliebiges N € N. Die Gefangenen kénnen dann die
unendlich vielen Gefangene in Blocke von N Gefangenen unterteilen,
und dann den obigen Algorithmus auf jeweils diese Blocke anwenden.
Dadurch werden alle Gefangenen gerettet, welche nicht an der k- N +1-
ten Stelle fiir ein £ € N stehen. Etwas salopp gesprochen, ein ‘beliebig
grofler Prozentsatz’ der Gefangenen kann gerettet werden. Allerdings
gibt es immer unendlich viele Gefangene, die nicht frei kommen werden.

Es stellt sich nun folgende Frage:

Frage. Gibt es einen Algorithmus, bei dem nur endlich viele Gefangene
nicht frei kommen?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir etwas ausholen. Sei erst-
mal

X :={(a1, a2, a3,...) | a1, a5, a3, -- € {0, 1} }

die Menge aller Folgen von Ziffern 0 und 1. Man kann den Beweis, dass
die Menge aller reellen Zahlen iiberabzéhlbar ist, leicht adaptieren und
zeigen, dass X eine iiberabzéhlbare Menge ist.

Wir fiihren jetzt folgende Aquivalenzrelation auf X ein:

(&n)neN und (bn)neN
(@n)nen ~ (bp)nen < stimmen bis auf endlich
viele Folgenglieder iiber ein.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dies in der Tat eine
Aquivalenzrelation ist. Wir bezeichnen nun mit Y := X/ ~ die Menge
aller Aquivalenzklassen, d.h. Y = X/ ~ ist insbesondere eine Menge
von Teilmengen von X, welche paarweise disjunkt sind.
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Wir erinnern jetzt an das Auswahlaxiom der Mengenlehre:

Auswahlaxiom der Mengenlehre. FEs sei A eine Menge und B =
{Bi;}icr eine Menge von Teilmengen von A, welche paarweise disjunkt
sind. Dann gibt es eine Menge C' C A, so dass jede Teilmenge in B
genau ein Element in A enthdlt.

Etwas salopp gesprochen besagt das Auswahlaxiom, dass man aus
jeder Teilmenge B; genau ein Element herausnehmen (oder auswéhlen)
kann.

Beispiel. Es sei
A=Zund B=7/52={Z,1+5Z,2+ 52,3+ 5Z, 4+ 57}.
Die Elemente der Menge B sind also paarweise disjunkte Teilmengen
von A. Dann hat z.B.
C={0,1,2,3,4}

die gewiinschte Eigenschaft. Es gibt aber viele andere Teilmengen von
7., welche die gewiinschte Eigenschaft besitzen, z.B.

C' ={-3,11,25,19, —22} oder C" = {13, —4,12,-100,4}.

Das Auswahlaxiom besagt nun, dass solch ein C' fiir beliebige A und B
existiert, nicht nur fiir endliche Mengen. !

Wir haben nun alles Handwerkzeug um folgenden Satz zu beweisen:

Satz 13.2. Es gibt einen Algorithmus, so dass hdchstens ein Gefange-
ner nicht frei kommdt.

Beweis. Wir betrachten die Menge
X = {(bl,bg,bg,...)’bi € {O,l}}

und die Menge aller Aquivalenzklassen, d.h. Y = X / ~. Wir wenden
darauf das Auswahlaxiom der Mengenlehre an und erhalten eine Menge
C C X, welche aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element enthlt.
Jeder Gefangene merkt sich jetzt die Menge C', d.h. die Gefangenen
merken sich fiir jede Aquivalenzklasse von Folgen genau das gleiche
eine Element.

101Das Auswahlaxiom ist nicht unumstritten und besitzt eine lange Geschich-
te. Wer sich fiir die Grundlagen der Mathematik und fiir Geschichte interessiert,
demjenigen oder derjenigen sei
Logicomix

wérmstens empfohlen.
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Nach dieser Vorbereitung stellen sich die Gefangenen in einer Reihe
auf. Wir bezeichnen wieder mit

ai,as, as, ... mit aj, as, as,--- € {0,1}

die Ziffern der Gefangenen.
Der erste Gefangene sieht also die Folge

F1 = A2,03,Q4, . ..,

dies ist insbesondere eine Folge in X . Er wéhlt sich nun den vereinbar-
ten Repréasententen

B = bg, bg,b4, NN
dieser Aquivalenzklasse. Er betrachtet nun die Folge
ay — by, az — bz, ay — by, ...

nachdem die Folgen F; und B in der gleichen Aquivalenzklasse liegen
sind nur endlich viele Folgenglieder der Differenzfolgen F; — B ungleich
Null. Der erste Gefangene gibt nun also Antwort:

sumsi®y(a; — b;) modulo 2.
Der zweite Gefangene sieht die Folge
ag, ay, As, - - .
er kennt seine eigene Ziffer nicht, und betrachtet deswegen die Folge
Fy:=0,a3,a4,as, ...

dies ist insbesondere eine Folge in X, welche in der gleichen Aquivalenzklasse
wie F liegt, er wéahlt sich nun den gleichen vereinbarten Repréasententen

B dieser Aquivalenzklasse. Die eigene Ziffer bestimmt der zweite Ge-
fangene nun durch

n n
Z(ai — bz) — Z(GZ — bz) — bg = a9 modulo 2.
i=2 =3 g
Information Information
vom ersten welcher der zweite
Gefangenen Gefangene sieht

Der dritte Gefangene sieht die Folge
Q4, A5, Qg - - -
und betrachtet deswegen die Folge

F3 = 0,0,@4,@5,@6, ce
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dies ist insbesondere eine Folge in X, welche in der gleichen Aquivalenzklasse
wie Fy und Fy liegt, er wihlt sich nun den gleichen vereinbarten Re-
prasententen B dieser Aquivalenzklasse. Die eigene Ziffer bestimmt der

dritte Gefangene nun durch

n n

b)) — by — ba — b _

;(az z) b2 b3 ;(az bz) \CL/Q_/

N -~ —_——— Information
Information Information vom zweiten
vom ersten welcher der dritte Gefangenen
Gefangenen Gefangene sieht

= a3 modulo 2.

Es ist nun offensichtlich, dass sich auch die verbleibenden Gefangenen

retten konnen.

O

Nachdem die Menge C' iiberabzihlbar ist, jede Aquivalenzklasse je-
doch abzéahlbar ist, folgt, dass C eine iiberabzidhlbare Menge ist. Die
Losung des Problems beruht also auf den nicht immer ganz praktika-

blen Annahmen, dass
(1) das Auswahlaxiom der Mengenlehre giiltig ist,

(2) jedem Gefangenen ein iiberabzihlbarer Speicher zur Verfiigung

steht,

(3) jeder Gefangene unendlich viele Rechenschritte (Differenz der

Folgen) durchfiihren kann.

14. DER GAUSSSCHE INTEGRALSATZ

14.1. Untermannigfaltigkeiten mit Rand. Wir erweitern jetzt den

Begriff von Untermannigfaltigkeiten etwas:

Definition. (1) Eine Teilmenge M C R™ heifit k—dimensionale Un-

termannigfaltigkeit, wenn 102

es zu jedem Punkt a € M eine

Karte um a gibt, d.h. einen Diffeomorphismus ®: U — V zwi-
schen einer offenen Umgebung U C R™ von a und einer offenen

Menge V' C R", so dass
S(MNU)=H,NV,

wobel

Hy:={(x1,...,2%,0,...,0) € R" | xq,..., 2, € R und x; > 0},

102Hinweis: in der Vorlesung hatten wir solche Objekte ‘Untermannigfaltigkeiten
mit Rand’ genannt. Dies hatte zur Konsequenz, dass M eine ‘Untermannigfaltigkeit
mit Rand’ sein konnte, obwohl die Menge der Randpunkte OM = (. Wir verwen-
den hier im Skript deswegen den Begriff ‘Untermannigfaltigkeit mit Rand’ nur fiir

Untermannigfaltigkeiten, fiir welche OM # ().
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d.h. H;, ist eine k—dimensionale Halbebene.
(2) Wir bezeichnen mit dM die Menge aller Punkte a in M, so dass
es eine Karte ®: U — V' gibt mit

q)(a) € E,_, C Hy.
Die Menge OM nennen wir den Rand von M.

UnM

VN Hy

ABBILDUNG 2. Schematisches Bild einer Untermannigfaltigkeit.

Beispiel. (1) Der Zylinder
{(z,y,2)|2*+y*=1und z € (—1,1] }
ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand
{(z,y,2) |2 +y*=1und 2z = 1}.
(Siehe Ubungsaufgabe 1 von Ubungsblatt 12.)
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(2) Die Menge

Hy:={(x1,...,2%,0,...,0) € R" | xq,...,2x € Rund x; > 0},
ist eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand

OHy = {(x1,...,2x,0,...,0) € R" | xy,..., 2, € R und z3 = 0}.

(3) Es sei M eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit im Sinne
von Kapitel 12.1. Dann M erfiillt auch die obige Definition einer
‘k—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand’, wobei dann
OM = (). Beispielsweise ist

X ={xeR"||z| <1}

eine Untermannigfaltigkeit mit X = (). Es gibt also keine
Punkte auf X, welche die Bedingung (2) in der obigen Defi-
nition erfiillen.

Bemerkung. Ungliicklicherweise gibt es nun zwei verschiedene Defini-
tionen von ‘Rand’. Zur Erinnerung, in Analysis II hatten wir folgende
Definition: Es sei A C R"” eine beliebige Teilmenge, dann hatten wir
den ‘topologischen” Rand von A in R™ definiert als

A — cAl jede offene Umgebung von x enthélt einen Punkt in A
S und einen Punkt auflerhalb von A. :

Der topologische Rand von
X ={z eR"||z]| < 1}

ist also die Einheitsphére, der Rand von X aufgefasst als Unterman-
nigfaltigkeit ist hingegen die leere Menge. Ein noch extremeres Beispiel
ist gegeben durch

Y = {(z,y) e R*|2° +y* = 1} C R?

dann ist der topologische Rand von Y C R? ganz Y, aber der Rand von
Y aufgefasst als Untermannigfaltigkeit ist wiederum die leere Menge.
Wenn wir ab jetzt von ‘Rand’ reden, meinen wir immer den ‘Unter-
mannigfaltigkeitsrand’.

Man kann Satz 8.5 aus der Analysis II ohne gréflere Probleme ver-
allgemeinern, und folgenden Satz beweisen:

Satz 14.1. Es set U C R" offen, f: U — R eine stetig differenzierbare
Abbildung und 2y, zy € R regulire Werte. Dann ist M == f~'([z1, 29]) C
R" eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit

OM = 7 (21) U 72 (20).



118 STEFAN FRIEDL

Beuspiel. Wir betrachten die Funktion

frR* - R

(1, ) = 22422
Dann sind 1 und —1 regulire Werte!®. Es folgt aus Satz 14.1, dass
=1L, {(zy, ... 2n) CR™ |22 + - + 22 € [-1,1]} = B"

eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ mit Rand
=D uf ) =00{(zy,...,2,) CR |2+ +22 =1} = 5!
ist.

Satz 14.2. FEs sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand. Dann ist OM eine (k — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beweisskizze. Es sei M eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand. Die Einschrankungen der Karten von M auf den Rand OM de-
finieren Karten fiir M. 14 U

Im Folgenden verwenden wir folgende Sprechweisen:

(1) ‘Untermannigfaltigkeit’ kann heien M = () oder OM # 0,

(2) ‘Untermannigfaltigkeit mit Rand’ bedeutet eine Untermannig-
faltigkeit M mit OM # (),

(3) ‘geschlossene Untermannigfaltigkeit’ bedeutet eine kompakte Un-
termannigfaltigkeit M mit OM = ().

Beispielsweise ist
X ={z eR"||z]| < 1}
eine Untermannigfaltigkeit mit X = (), aber X ist keine geschlossene
Untermannigfaltigkeit.
Wir werden im Folgenden auch noch folgende Definitionen verwen-
den:

Definition. Eine Hyperfliche in R™ ist eine Untermannigfaltigkeit von
R"™ der Kodimension 1, d.h. eine Untermannigfaltigkeit der Dimension
n—1in R™.

Definition. Es sei A C R"™ eine Teilmenge. Wir sagen A ist zusam-
menhdngend, wenn gilt:

M = UUYV wobei U,V offene

.. . = U =Aoder V= A.
disjunkte Teilmengen von A
103Warum ist —1 ein regulirer Wert?
104Djese ‘Beweisskizze’ klingt sehr iiberzeugend und ist auch richtig, allerdings
ist der Beweis, dass die Einschriankungen der Karten von M auf den Rand OM in
der Tat Karten fiir OM definieren nicht ganz trivial.
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Bemerkung. (1) Eine Teilmenge A ist also nicht zusammenhdngend,
wenn es disjunkte offene Teilmengen U,V C M mit M = U UV
gibt, so dass U # M und V # M.
(2) Man kann leicht zeigen, dass A zusammenhingend ist, genau
dann, wenn gilt:

M = U UV wobei U,V abgeschlossene

disjunkte Teilmengen von A = U =10oder V =0.

Beispiel. Betrachten wir
A=1[0,1]U[2,3] C R,

dann ist A nicht zusammenhéngend. In der Tat, betrachten wir zuerst
U =10,1] C A. Dann ist U offen in A, nachdem '*

U:[O,l]:(—l,g)ﬂA.

———

offen in R

Genauso zeigt man, dass V' = [2,3] offen in A ist. Wir konnen also A
schreiben als die Vereinigung der disjunkten offenen Mengen U und V.

Es sei A C R" eine Teilmenge und es seien z,y € A. Ein Weg in A
von x nach y ist eine stetige Abbildung v : [a,b] — A mit vy(a) = x
und v(b) = y. Wir sagen A ist wegzusammenhingend, wenn gilt: Der
folgende Satz wird in Ubungsblatt 12 bewiesen. Man beachte, dass die
Aussage des Satzes nicht fiir beliebige Teilmengen von R™ gilt.

Satz 14.3. Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Dann gilt:

M st zusammenhdngend < M ist wegzusammenhdngend.
14.2. Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld
auf M ist eine Abbildung v : M — R"™. Wir sagen v ist stetig (stetig
differenzierbar, C*, etc.) wenn die Koordinatenfunktionen von v stetig
(stetig differenzierbar, C*, etc.) sind. %

Etwas salopp gesprochen ordnet ein Vektorfeld jedem Punkt in M
einen Vektor zu. Vektorfelder (z.B. das magnetische Feld, Gravitati-
onsfeld, aber auch Windrichtung etc.) spielen eine wichtige Rolle in
der Physik.

1057 ur Erinnerung, wenn A C R™, dann heit eine Teilmenge U C A offen, wenn
es eine offene Teilmenge V' C R™ (im {iblichen Sinne) gibt, so dass U = ANV.

106\ir haben in Kapitel 12.2 definiert, was es heifit, dass eine reellwertige Funk-
tion auf einer Untermannigfaltigkeit stetig, differenzierbar etc. ist.
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Definition. Es sei F': M — R" ein Vektorfeld auf M.

(1) F heifit Tangentialvektorfeld, wenn F(P) € TpM fiir alle P €
M,

(2) F heiBt Normalenfeld, wenn F(P) L TpM fiir alle P € M,

(3) F heit normiert, wenn ||F(P)|| =1 fur alle P € M.

Satz 14.4. Es set N C R" eine geschlossene Hyperfliche. Dann gilt:

(1) N besitzt ein normiertes stetiges Normalenfeld,

(2) jedes normierte stetige Normalenfeld auf N ist ein C*°—Vektorfeld,

(3) wenn N zudem zusammenhdingend ist, dann besitzt N genau
zwei normierte Normalenfelder v und w, wobei v = —w.

Beweisskizze. (1) Man kann zeigen, dass es eine kompakte n—dimensionale
Untermannigfaltigkeit A/ C R™ gibt mit OM = N. %7 Zu jedem
Punkt P € OM gibt es nun genau einen Vektor v(P) € R" mit
folgenden Eigenschaften:
(a) v(P) L Tp(OM),

(b) [[(P)]| =1,
(c) esgibt ein e > 0, so dass P+t-v(P) ¢ M fiurallet € (0,¢).
108

(Ein Beweis dieser Aussage wird in Forster, Analysis III Seite
151 gegeben.) Wir nennen dann v das duflere Einheitsnorma-
lenfeld auf OM.

(2) Diese Aussage kann man z.B. dadurch zeigen, dass man N lokal
als Graph einer Funktion (siehe Forster, Analysis II) schreibt.
Wir unterlassen die Ausfithrung des Beweises aus Zeitgriinden.

(3) Wenn N zusammenhéngend sind, dann kann man zeigen, dass

die Vektorfelder » und —v die einzigen normierten Normalen-
felder auf NV sind.
O

Bemerkung. Es sei N C R3 das Mobiusband, dann ist N eine Hyper-
flache, aber N besitzt kein normiertes stetiges Normalenfeld. Dies ist
bildlich klar, ein sauberer Beweis ist allerdings etwas aufwindig. Wir

07Dje Idee des Beweises ist wie folgt: Es sei N C R"™ eine geschlossene zusam-
menhéngende Hyperfliche. Fiir 2,y € R™\ N schreiben wir

x ~y< es gibt einen Weg in R™ \ N von x nach y.

Nachdem N eine geschlossene zusammenhéngende Hyperflache ist, kann man nun
zeigen, dass es genau zwei Aquivalenzklassen A und B gibt. Eine Aquivalenzklasse
(0.B.d.A. A) ist beschriinkt, die andere ist unbeschriinkt. Dann ist M = AU N die
gewiinschte kompakte n—dimensionale Untermannigfaltigkeit.

108Djese Eigenschaft ist die mathematische Formalisierung der Aussage ‘v(P)
zeigt nach auflen’.



ANALYSIS IIT - WINTERSEMESTER 2011-2012 121

sehen also, dass die Voraussetzung, dass N geschlossen ist, i.a. eine
notwendige Voraussetzung ist.

Definition. Eine orientierte Hyperfliche ist ein Paar (N,v) wobei N
eine Hyperfliche ist und v ein normiertes stetiges Normalenfeld auf
N ist. Jede geschlossene zusammenhdngende Hyperflache besitzt nach
Satz 14.4 genau zwei Orientierungen, d.h. genau zwei normierte stetige
Normalenfelder.

Beispiel. Es sei nun M C R"™ eine kompakte n—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit. Dann ist N = OM eine geschlossene Hyperfliche und wir
nennen das im Beweis von Satz 14.4 konstruierte Einheitsnormalenfeld
auf N das duflere Einheitsnormalenfeld.

Beispiel. Es sei U C R” offen, f: U — R eine stetig differenzierbare
Abbildung und 2z, 2o € R reguldre Werte. Nach Satz 14.1 ist M =
S Y[21, 22]) C R™ eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit

OM = fH(z1) U fH(2).

Aus Satz 8.5 aus der Analysis I folgt zudem, dass der duflere Einheits-
normalenvektor gegeben ist durch

1
v = —————or fir 1z,

und109

1
~ |lgrad f(P)]

Insbesondere ist fiir (xq,...,2,) € S"! = 0D" der duflere Einheits-
normalenvektor gegeben durch v(zy,...,x,) = (z1,...,2,).

v(P) = grad f(P) fiir P € f~!(z).

14.3. Formulierung des Gauflschen Integralsatzes. Bevor wir den
Gauflschen Integralsatz formulieren konnen benétigen wir noch zwei
weitere Definitionen:

Definition. Es sei (N, v) eine orientierte kompakte Hyperfliche in R™
und es sei F': N — R" ein stetiges Vektorfeld. Die Funktion

N — R
P — F(P)-v(P)
———

Skalarprodukt

109Das Minuszeichen rithrt daher, dass das Normalenfeld ‘nach aufen’ zeigen
soll.
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ist dann eine stetige Funktion auf der kompakten Untermannigfaltigkeit
N, insbesondere integrierbar. Das Integral

/F-l/
N

wird der Fluss des Vektorfeldes F' durch die orientierte Hyperfliche N
genannt.

Definition. Es sei U eine offene Teilmenge von R™ und
F=(F,...,F,):U—>R"

ein differenzierbares Vektorfeld. Wir definieren dann die Divergenz von
F als
divF:U — R
P — divF(P):=Y"  25(p).

i=1 Ox;

Wir kénnen nun den Gauflschen Integralsatz formulieren:

Satz 14.5. (Gauflscher Integralsatz) Es sei M C R" eine kompak-
te n—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit v das
auflere Einheitsnormalenfeld auf OM. Fs sei F': M — R™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/divF:/ F-v.
M oM

In Worten ausgedriickt besagt der Gaufische Integralsatz folgendes:
fiir eine kompakte Untermannigfaltigkeit M C R"™ der Kodimension
Null gilt

Integral der Divergenz eines Der Flufl von F' durch die

Vektorfeldes F' auf M o ‘Oberflache’ von M.

Beispiel. Wir wollen die Aussage des GauBschen Integralsatz im Spe-
zialfall n = 1 nachvollziehen. Dann gilt:

(1) eine kompakte 1-dimensionale zusammenhéngende Unterman-
nigfaltigkeit von R ist ein kompaktes Intervall M = [a,b] C R
mit a < b, wobei OM = {a} U {b},

(2) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf M ist eine stetig dif-
ferenzierbare Abbildung F': M — R,

(3) die Divergenz von F' ist die Ableitung F”’ von F,

(4) der &uflere Einheitsnormalenvektor in a ist —1 und der duBere
Einheitsnormalenvektor in b ist 1.
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Der Gauflsche Integralsatz besagt also, dass ''°

fabF/dx = fab}divF
= Ty Py = g Pk = [y Fov = Fla)- (~1) + F(B) -1
Im Falle n = 1 ist der Gaufische Integralsatz also dquivalent zum

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aus der Analysis I.

14.4. Beweis des Gauflschen Integralsatzes I: Quader. Die Aus-

sage des GauBschen Integralsatzes gilt unter bestimmten Voraussetzun-

gen auch fiir Vektorfelder auf ‘n—dimensionalen Untermannigfaltigkei-

ten mit Rand und Kanten’. Wir wollen das jetzt nicht prézise formulie-

ren, aber wir wollen dies fiir einen Quader formulieren und beweisen.
Es sei

Q = [a1,b1] X -+ X [an, by,], wobei a; < b; firi=1,...,n

ein Quader. Wir bezeichnen mit Sy, .. ., .S, die Seitenflichen des Wiirfels
(jeweils ohne Rand). Wir bezeichnen mit vy, ..., vy, die dufleren Ein-
heitsnormalenfelder auf Sy,...,Sy,. Fiir ein Vektorfeld F': ) — R"

definieren wir dann
2n
/ F-VZ:Z/ F v
0Q i=1 v S

Wir konnen jetzt folgenden Satz formulieren und beweisen:
Satz 14.6. Es sei
Q = [al,bl] X+ X [an,bn] C R"”

ein Quader und es sei F': (Q — R™ ein stetig differenzierbares Vektor-

feld. Dann gilt
/ div F = / F-v
Q 0Q

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen beweisen wir den Satz fiir
den Fall n = 2. Wir betrachten den Quader [a,,b;] X [ay, b,] und es

UOHierbei beniitzen wir folgende Aussage: Es sei N = {Py,..., P} eine null-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und f : N — R eine Funktion, dann
folgt aus der Definition des Integrales einer Funktion auf einer Untermannigfaltig-
keit, dass

/f=f(P1)+---+f(Pz)~
N



124 STEFAN FRIEDL

sei F' = (F,, F,) : Q@ — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Wir
wollen also

(14.1) /divF:/ (aF‘” +%)

bestimmen. Wir betrachten die beiden Summanden getrennt. Aus dem
Satz von Fubini und aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung folgt, dass

OF, _ [ IF,
Q oz [az,bz] X [ay,by] Oz
— f fbj ‘981’;1 (z,y) dx dy
(14.2) = L?UTQeriﬁdy

= [ Fa(bsy) — Fulaz,y) dy
= ffj Fo(by,y) dy + ffj Fi(az,y) - (1) dy.

Wir betrachten nun den Beitrag der Seite b, x (ay,b,) zu faQ F-v.
Dieser betragt

by by
ay ~ —~— ay
=F(be,y) =v(be,y)

Zudem ist der Beitrag der Seite a, x (ay,b,) zu faQ F - v wie folgt:

by by

/(a@wfmﬂm+¢m@=/—awmw.

ay S ~ — ay
=F(az,y) =v(bz,y)

Wir sehen also, dass die beiden Summanden in (14.2) genau den Bei-
triagen der Seiten b, x (ay, b,) und a, x (ay, b,) zu faQ F'-v entsprechen.

Mit der gleichen Argumentation zeigt man, dass der zweite Sum-
mand von 14.1 genau den Beitrégen der anderen beiden Seiten von 0Q)
entspricht. 0

Wir sagen im Folgenden, dass U C R" ein offener Quader ist, wenn
es einen Quader @ gibt, so dass U = Q\0Q. Wir erhalten jetzt folgendes
Korollar zu Satz 14.6:

Korollar 14.7. Es U ein offener Quader und F' ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld mit Supp(F') C U. Dann gilt

/divF:O.
U
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Beweis. Es sei
Q - [alabl] XX [aTZ?bTZ]
ein Quader mit U = @ \ Q. Dann gilt nach Satz 14.6, dass

/divF:/ F-v.
Q 0Q

Das Integral auf der rechten Seite ist aber trivialerweise Null, nachdem
F' auf den Seitenflichen von () verschwindet. O

14.5. Beweis des Gaufischen Integralsatzes II: Stempel. Wir
wollen jetzt die Aussagen aus dem vorherigen Kapitel erweitern. Es
sel

Q = [&bbl] X X [anfla bnfl] C Rnil
ein Quader und g: @ — (0,00) eine C*°~Funktion. Wir nennen
S={(z,y)|v € Qund y € [0,9(r)]}
einen Stempel. Wir nennen
908 = {(z,y) |z € Qund y = g(z)}
die Stempelfliche. Wir bezeichnen mit
815 =08 \ 305

den Rest des Randes von S. Wie iiblich bezeichnen wir mit v das duflere
Einheitsnormalenfeld auf S (auerhalb der Kanten).

S
S

ABBILDUNG 3. Schematisches Bild eines Stempels.

Der folgende Satz entspricht (mit anderen Formulierungen), dem
Lemma auf Seite 152 von Forster, Analysis III.

Satz 14.8. FEs sei S ein Stempel und F: M — R" ein stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld, so dass F in einer offenen Umgebung von 015
verschwindet. Dann qilt

/divF:/ F-v.
s as
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Der Beweis besteht aus einer heroischen Rechnung und beruht wie-
derum darauf, die Aussage des Satzes auf den Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung aus der Analysis I zuriickzufiihren.

Beweis. Es sei S ein Stempel und
F=(F,...,F,):M—>R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so dass F' in einer offenen Um-
gebung von 0,5 verschwindet. Es sei

Q= [alabl] X X [an—labn—l]

ein Quader und ¢g: Q — (0, 00) eine C*°~Funktion, welche den Stempel
S beschreiben. Das duflere Einheitsnormalenfeld auf JyS ist dann wie
folgt gegeben:
v=(v1,...,vp) 0SS — R”
(ZE, g([[’)) = é(_ grad(x), 1)

1+ grad g(=)||?

Nachdem F' in einer offenen Umgebung von 0,5 verschwindet, folgt,

dass
/ F~V:/ F-v.
as 905

Es geniigt also folgende Behauptung zu beweisen:

Behauptung. Fiir alle ¢ =1,...,n gilt

F;
0 :/ Fi - v;.
s 0x; 808

Wir betrachten zuerst die Untermannigfaltigkeit 0y.S. Eine Karte ®
fiir 0yS ist gegeben durch die Umkehrung der Abbildung

U: QxR — QxR

(X1, Tp1, ) = (1, T1, g(21, o T 1) + T).
Fir 2/ = (21, ...,2,-1) erhalten wir also, dass

Gramg (/) = Gram ((Dy® ')(e1) ... (Du® ')(en-1))

1 0o ... 0

0 1 ... 0

= Gram - :

0O ... O 1

9Hg9 99 99

Ox1  Oxa T Oxzp—

= 1+ | gradg(z)|]
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(Siehe Forster, Analysis III Seite 142 fiir die letzte Gleichheit.) Fir
eine Funktion f auf 0yS gilt dann also nach Definition, dass

| = [ sea) VT Teadg@]P dr
S Q

Wir unterscheiden jetzt zwei Félle im Beweis der Behauptung:
(A) Sei zuerst ¢ = n. Dann folgt aus dem Satz von Fubini und dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ', dass

= 0 ‘““25” (@) dan)
- fQ a')) da’
= fQ )) da’
= JoFn \/W /1 + [[grad g(2)|[? da’
= faos n Vn.

(B) Seinuni € {1,...,n—1}. Dieser Fall folgt wie der Fall (A) aus den
Definitionen, dem Satz von Fubini und dem Hauptsatz der Differential—
und Integralrechnung (siehe Forster, Analysis III Seite 153). O

Es sei nun S ein Stempel und P € R” ein Punkt, wir nennen dann
P+S:={P+Q|Q¢eS}

einen verschobenen Stempel. Es ist leicht zu sehen, dass die Aussage
von Satz 14.8 auch fiir verschobene Stempel gilt.

14.6. Beweis des Gauflschen Integralsatzes 111: Der allgemeine
Fall. Wir wollen jetzt endgiiltig den Gauflschen Integralsatz beweisen:

Satz 14.9. (Gauf3scher Integralsatz) Es sei M C R" eine kompak-
te n—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit v das
duflere Finheitsnormalenfeld auf OM. Es sei F: M — R"™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/diVF:/ F v
M oM

Beweisskizze. Wir wollen zuerst folgende Behauptung beweisen:

Behauptung. Es gibt einen Atlas {®; : U; — V;},i=1 pundl € {1,... k}

mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fiir alle ¢ ist ®; die Identitdtsabbildung,
(2) fiir i = 1,...,1 ist U; ein offener Quader und U; C M \ OM,

7777

Ul Angewandt auf x,, — F, (2, z,) (fiir fest gewiihltes 2/ € Q)
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(3) fiir i = [+ 1,...,k gibt es eine Permutationsabbildung '? P,
so dass P;(U;) N M ein verschobener Stempel mit Stempelfléche
P;(U;) N OM ist.

7=\

ABBILDUNG 4. Schematisches Bild der Quader Uy, ..., Uy.

Sei X € M beliebig.
(A) Wenn X € M \ OM liegt, dann gibt es einen Quader '** Qx, wel-
cher X enthélt, und so dass Qx N OM = (). Wir bezeichnen nun mit
Ux den zu () gehorigen offenen Quader.
(B) Sei nun X € 9M. Die Untermannigfaltigkeit dM ist nach Forster,
Analysis II, Seite 105 ‘lokal ein Graph’. D.h. es gibt eine Permutati-

onsabbildung Py, einen Quader
Q = [ala bl] X X [anfbbnfl]
ein Intervall [¢,d] und g: Q — [c, d] eine C*°~Funktion, so dass

MNQ x [¢,d] = Graph von g = {(z,y)) |z € @ und y € [0, g(z)]}.

12D h. es gibt eine Permutation o € S,, so dass

Pi(z1,...,20) = (Zo(1)s - > Ta(n))-

H3Hjer bezeichnen wir als Quader jede Teilmenge von R™ von der Form:
Q=X + [a1,b1] X -+ X [an,by], wobei X € R” und a; < b; firi=1,...,n.

Es ist offensichtlich, dass Satz 14.6 auch fiir solche ‘verschobenen’ Quader gilt.
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Wir bezeichnen nun mit Uy den zu @ X [c, d] gehorigen offenen Quader.
Nach eventueller Einschrankung des Quaders konnen wir annehmen,
dass Ux N M ein verschobener Stempel ist.

Nachdem die offenen Menge {Ux}xen die Untermannigfaltigkeit
M iiberdecken, und nachdem M kompakt ist, gibt es endliche viele
Xi,..., Xy € M, so dass M C Ux, U---UUyx,. Die dazugehorigen
Karten bilden nun (méglicherweise nach einer Umnummerierung) den
gewiinschten Atlas. Wir haben damit die Behauptung bewiesen.

Nach Satz 12.7 existiert nun eine C* Zerlegung {z; : M — [0,1]}i=1,..
der Eins bzgl. der offenen Uberdeckung Uy, ..., Uy, d.h. es gibt C>—
Funktionen zq,..., 2. : M — [0, 1] mit folgenden Eigenschaften:

(1) 214+ +2 =1,
(2) fiir alle i € {1,...,r} existiert ein j € {1,...,k}, so dass
Supp(z;) C Uj.
Dann gilt
fydivE = [, div(>, %F) = Y, [, div(zF), und
faMF Vo= fBM(Z::l ul) v = 3, fBM(ZiF) v
Es geniigt also den Satz fiir die Vektorfelder z;F', i = 1,...,r zu be-
weisen.

Es sei also ¢ € {1,...,r}. Dann existert ein j € {1,...,k}, so dass

Supp(z;) C U;. Wenn j € {1,...,1}, dann folgt die Aussage aber aus

Korollar 14.7, und wenn j € {l+1,...,r} dann folgt die Aussage aus
Satz 14.8. U

15. PFAFFSCHE FORMEN

15.1. Duale Vektorraume. Es sei V ein reeller Vektorraum. Wir be-
zeichnen dann mit

V* = Homg(V,R)
den zu V' dualen Vektorraum. Es sei nun vy, ..., v, eine Basis von V.
Jeder Vektor w € V kann also eindeutig als Linearkombination
w = AUy + -+ AUy
geschrieben werden. Fiir i = 1, ..., k betrachten wir nun die Abbildung

vV = R
Koeffizient von v; in der eindeutigen Darstellung

w — vi(w):= . o
i (w) von w als Linearkombination von vq, ..., v.

Anders ausgedriickt, die Abbildungen vj,...,v; : V — R sind die
eindeutig bestimmten Abbildungen, welche die Eigenschaft besitzen,
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dass

w = v} (w)vy + - - + v (w) fur alle w € V.
Man kann nun leicht zeigen, dass v7,...,v; lineare Abbildungen sind,
und dass vj,...,v; eine Basis von V* bilden. Insbesondere bildet V*
einen reellen Vektorraum der Dimension k& = dim(V). Wir nennen
vy, ..., v € V¥ die zu vy, ..., v, duale Basis.

Wenn V' endlich dimensional ist, dann gibt es zu jeder Basis von V'
eine eindeutig bestimmte duale Basis von V*. Man beachte allerdings,
dass man nicht jedem Vektor in V einen eindeutig bestimmten Vektor
in V* zuordnen kann.

15.2. Definition und Integrierbarkeit von Pfaffschen Formen.
Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Zur Erin-
nerung: Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an M im Punkt P,
wenn es eine stetig differenzierbare Kurve
v:(—e,e) = M
t o= ()

gibt, so dass v(0) = P und +/(0) = v. Die Menge aller Tangentialvek-
toren am Punkt P wird mit TpM bezeichnet. Wir nennen TpM den
Tangentialraum am Punkt P. Wir haben in Analysis II gesehen, dass
TpM ein k—dimensionaler Untervektorraum von R" ist.

Wir definieren nun

T5M = Homg (TpM, R)

den zu Tp M dualen Vektorraum. Dies ist ebenfalls ein k—dimensionaler
Vektorraum. Wir nennen Elemente in T M Kotangentialvektoren.

Eine Pfaffsche Form auf M (oder auch Differentialform 1. Ordnung
auf M, oder kiirzer 1-Form auf M) ist eine Abbildung, welche jedem
Punkt P in M einen Kotangentialvektor in TpM zuordnet. 14

Beispiel. (1) Es sei F ein Vektorfeld auf M, d.h. eine Abbildung,
welche jedem Punkt P in M einen Tangentialvektor in Tp M
zuordnet. Dann ist die Abbildung, welche jedem Punkt P in M
den Kotangentialvektor

TeM — R
v — v-F(P)
——
Skalarprodukt

H4Genauer gesagt ist eine Pfaffsche Form w eine Abbildung
w:M— | TpM
PeM
so dass fir P € M gilt, dass w(P) € TpM.
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zuordnet eine Pfaffsche Form auf M.
(2) Es sei f: M — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist die
Abbildung, welche jedem Punkt P in M den Kotangentialvektor

df - TpM — R
v = dpf(v)

zuordnet eine Pfaffsche Form auf M. Hierbei ist dpf(v) wie
folgt definiert: 7: [a,b] — M eine differenzierbare Kurve mit
v(s) = P und +'(s) = v, dann definieren wir '

dpf(v) == (fo7)(s).
Diese Form heifit das totale Differential von f und wird mit df
bezeichnet.

Bemerkung. Es sei U C R"™ offen und f: U — R™ eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung. In Analysis II hatten wir gesehen, dass es zu
jedem P € U eine eindeutig bestimmte m x n-Matrix Dpf (oder auch
manchmal dpf geschrieben) gibt, so dass

limf(P+U)—f(P)—de:

v=30 o]

0.

Aus der Kettenregel der Analysis II folgt nun folgende Aussage: wenn
v € R" und wenn 7 : (—&,¢e) — U eine stetig differenzierbare Kurve
mit 7(0) = P und +/(0) = v ist, dann gilt

(15.1) dpf(v) = (f°7)(0).
Fiir stetig differenzierbare Abbildungen f : M — R (oder allgemeiner

fiir stetig differenzierbare Abbildungen f : M — R*) kénnen wir also
die rechte Seite von (15.1) als Definition von dpf verwenden.

Bemerkung. Es ist moglich eine sinnvolle Definition von Stetigkeit, Dif-
ferenzierbarkeit etc. von Pfaffschen Differentialformen einzufiihren (sie-
he z.B. Forster, Analysis III Seite 194). Wir unterlassen dies im Mo-
ment aus Zeitgriinden, werden dies aber spéter bei der Diskussion von
‘Differentialformen’ nachholen.

Es sei nun v: [a,b] — M eine stetig differenzierbare Kurve auf M
und w eine stetige Pfaffsche Form auf M. Wir definieren das Integral
der Pfaffschen Form w tber die Kurve v wie folgt:

l o= [ (Y0

H5Man kann leicht zeigen, dass dpf(v) nicht von der Wahl von der Kurve
abhéngt.
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Wir integrieren auf der rechten Seite also die Funktion

la,b] — R
to—= wy (1))
—~ =~
€T M ET,i)M
—

Anders ausgedriickt, eine Kurve ~ definiert fiir jedes ¢ € [a,b] einen
Vektor +'(t) € Ty M, eine Pfaffsche Form ordnet solch einem Vektor
eine reelle Zahl zu. "% Wir integrieren dann diese Funktion iiber [a, b].

Der folgende Satz kann als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung aufgefasst werden:

Satz 15.1. Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit
und f: M — R eine differenzierbare Funktion. Zudem sei v: [a,b] —
M eine stetig differenzierbare Kurve auf M, dann gilt

/ df = F(v(6)) - F(7(a)).

Insbesondere wenn v eine geschlossene Kurve "7 ist, dann gilt

/#:o

Beweis. Es sei v: [a,b] — M eine stetig differenzierbare Kurve auf M,
dann gilt

b b
, d
[ar= [ @roo = [ Lremd =60 - fol).
~ a S———— a
=(foy)'(¥)
Wenn v geschlossen ist, dann gilt y(a) = v(b) und es folgt sofort, dass

[ar=o

H6Dje “korrekte’ Definition der Stetigkeit einer Pfaffschen Form impliziert, dass
fiir jede stetig differenzierbare Kurve 7: [a,b] — M die Abbildung

[a,b)] — R
toe (wyn) (Y (1)
stetig ist, insbesondere also integrierbar ist.

U7Eine Kurve heiBt geschlossen, wenn der Anfangs— und der Endpunkt
iibereinstimmen.

O
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Definition. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei w eine stetige Pfaffsche Form auf M. Wir sagen, w ist exakt
(oder integrierbar), wenn es eine differenzierbare Funktion f: M — R
gibt mit w = df.

Allerdings ist nicht jede stetige Pfaffsche Form exakt. Wir betrachten
M = {(z,y)|2* +y* =1}
Zur Erinnerung, fiir (x,y) € M gilt
TeywM = (z,y)" ={\ (—y,2) | A € R}.

Wir betrachten die Pfaffsche Form w, welche (z,y) € M den Kotan-
gentialvektor
T(%y)M — R
A (—y,xz) — A
zuordnet. Wir betrachten die geschlossene Kurve
v:10,27] — M
t — (cos(t),sin(t)),

dann gilt
2m
fvw = Jo wyn('(t))dt

21 .
= Jo Wieossin(ey) (—sin(t), cos(t)) dt

= [¥"1dt=2r.
Es folgt also aus Satz 15.1, dass w nicht exakt ist.

15.3. Umparametrisierungen und Integration auf eindimensio-
nalen Untermannigfaltigkeiten. Es sei v: [a,b] — R" eine Kurve
und ¢: [¢,d] = [a,b] eine C'~invertierbare Abbildung. Dann ist

vyog:le,d — R"
t o= y(e()

ebenfalls eine Kurve, welche genau die gleichen Punkte annimmt wie
~v. Wir sagen, diese Kurve geht aus der Kurve v durch Parametertrans-
formation ¢ hervor.

Wir nennen die Parametertransformation ¢ orientierungserhaltend,
wenn ¢(c) = a und ¢(d) = b und wir nennen sie orientierungsumkeh-
rend, wenn ¢(c) = b und (d) = a.

Beuspiel. Wir betrachten

7 : [0, 27
[

R2

—
— (cos(t),sin(t)),
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d.h. v durchlduft den Einheitskreis ‘in der Zeit 27" ‘gegen den Uhrzei-
gersinn’. Die Kurve
R2
(cos(2t),sin(2t)),
ist eine Umparametrisierung von v, wobei die Parametertransformation
orientierungserhaltend ist. Die Kurve oo durchlauft den Einheitskreis ‘in
der Zeit " weiterhin ‘gegen den Uhrzeigersinn’. Die Kurve

B:0,7] — R?

t +— (cos(2m —t),sin(2m — 2t))

ist eine Umparametrisierung von v, wobei die Parametertransformation

orientierungsumkehrend ist. Die Kurve 3 durchlauft den Einheitskreis
‘in der Zeit 7" nun aber ‘im Uhrzeigersinn’.

a: [0, 7]

N
t —

Wir kénnen nun folgenden Satz formulieren und beweisen:

Satz 15.2. Es set M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei w eine stetige Pfaffsche Form auf M. Es sei 7: |a,b] —
M eine stetig differenzierbare differenzierbare Kurve auf M und ¢ :
le,d] — M eine stetig differenzierbare Kurve, welche aus v durch eine
Parametertransformation y: [c,d] — [a,b] hervorgeht. Dann gilt

fyw, wenn o orientierungserhaltend,
5w ] - fﬂ{w, wenn o orientierungsumkehrend.

Der Satz besagt also, dass das Integral einer Pfaffschen Form iiber
eine Kurve nicht davon abhéngt, ‘wie schnell wir die Punkte auf der
Kurve durchlaufen’; so lange wir die Kurve ‘in der gleichen Richtung’,
d.h. vom Endpunkt 7(a) = 6(¢) zum Endpunkt v(b) = §(d) durchlau-
fen. Wenn wir die Kurve in der ‘entgegen gesetzten Richtung’ durch-
laufen, dann erhalten wir bis auf ein Vorzeichen, ebenfalls das gleiche
Integral.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, dass ¢ orientierunserhaltend ist. Dann

gilt
Jsw = [ wsn(@'(1)
= (
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Die dritte Gleichheit folgt aus der Kettenregel fiir Ableitungen, die vier-
te Gleichheit folgt aus der Linearitit von w ® und die fiinfte Gleichheit
folgt aus der Substitution u = ¢(s).

Der Fall einer orientierungsumkehrenden Umparametrisierung wird
ganz dhnlich bewiesen (siche Ubungsblatt 13). O

Wir kénnen nun die Aussage von Satz 15.2 uminterpretieren. Es
sei M C R"™ eine zusammenhéngende eindimensionale Untermannigfal-
tigkeit mit Rand. '* Wir geben M eine Orientierung, d.h. wir legen
eine Durchlaufrichtung fest. Es sei zudem w eine Differentialform 1.
Ordnung auf M. '*® Wir definieren nun das Integral von w auf der ori-
entierten 1-Untermannigfaltigkeit M wie folgt: wir wéhlen eine Kurve
v: la,b] — M, welche M einmal in der ‘vorgeschriebenen Richtung
durchlauft’. Wir definieren dann

e

Es folgt aus Satz 15.2, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Kurve v abhéngt.

Wir bezeichnen nun mit —M die gleiche 1-Untermannigfaltigkeit
aber mit umgekehrter Orientierung, dann folgt aus Satz 15.2, dass

f o

16. INTEGRATION VON DIFFERENTIALFORMEN HOHERER ORDNUNG
121

16.1. Motivation. Erinnern wir uns noch einmal an den Gaufischen
Integralsatz und an Satz 15.1:

Satz 16.1. (GaufB3scher Integralsatz) FEs sei M C R" eine kom-
pakte n—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir bezeichnen mit v das

U8Riir jedes P € M, v e TpM und A € R gilt
wp(v-A) =wp(v) - A,

dies gilt auch fiir P = vy(p(t)), v =7 (¢(t)) und X = ¢'(¢).

9% twas salopp gesprochen ist also M nichts anderes als ein ‘verbogenes Inter-
vall’ im R"™.

1204, ist also eine Pfaffsche Form auf M, mit Blick auf das nichste Kapitel wech-
seln wir jetzt die Bezeichnungsweise.

2IDer Rest der Vorlesung orientiert sich lose an Forster, Analysis ITII Kapitel
19 und 20.
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dufsere Einheitsnormalenfeld auf OM . und es sei F': M — R™ ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

/divF:/ F v
M oM

Wenden wir Satz 15.1 auf das Integral von 1-Formen auf 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten an (siehe Kapitel 15.3), so erhalten wir folgen-
den Satz:

Satz 16.2. Es sei M C R" eine zusammenhdingende orientierte 1-
dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Anfangspunkt P und Endpunkt
Q. Es sei zudem f: M — R eine stetig differenzierbare Funktion. Dann
qgilt

/M df = £(Q) — f(P).

Diese beiden Sétze sind auf den ersten Blick sehr unterschiedlich,
aber sie besitzen gewisse formale Ubereinstimmungen:

(1) Beide Sétze konnen auf den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung aus der Analysis I zuriickgefiihrt werden, an-
dererseits konnen beide Sétze auch als Verallgemeinerung eben
dieses Satzes aufgefasst werden.

(2) Wir betrachten also entweder

M eine n—Untermfgkt. von R™ f ein Vektorfeld auf M, oder
M eine 1-Untermfgkt. von R” f eine Funktion f auf M,

dann besagen die obigen Sétze, dass
/ Ableitung von f = Integral von f auf dem Rand von M.
M

Fiir eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™ wollen wir
jetzt eine analoge Aussage (ndmlich den Satz von Stokes) formulieren
und beweisen. Dazu miissen wir uns aber zuerst iiberlegen, was ist das
‘richtige mathematische Objekt’, welches wir auf einer k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit integrieren kénnen.

Fiir 1-dimensionale Untermannigfaltigkeiten haben wir gesehen, dass
das ‘richtige Objekt’ eine 1-Form ist, d.h. eine Abbildung, welche je-
dem Vektor in TpM eine reelle Zahl zuordnet. Es sei nun M eine k—
dimensionale Untermannigfaltigkeit. Die Idee ist nun k—Formen zu in-
tegrieren, d.h. gewisse Abbildungen, welche k Vektoren in TrM eine
reelle Zahl zuordnet. Wir werden die dafiir notwendige lineare Algebra
im nédchsten Kapitel einfiihren.
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16.2. Alternierende Multilinearformen I: Definition. Im Folgen-
den sei V' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum.

Definition. Eine alternierende k—Form auf V ist eine Abbildung
w:VEk - R
(V1 .., v,) = w(vg, ..., vk)
mit folgenden Eigenschaften:
(i) wist linear in jedem Argument, d.h. fiir allev,v" € V und A € R
gilt 122
wi..,o+0,...) = wl..,0,...)+w(...,v,...)
Wi, v,.00) = Aw(o,v,.0),
(ii) vertauscht man zwei Argumente, so é@ndert sich das Vorzeichen,
d.h. fir alle v,0" € V gilt

w0 ) =—w( v e ).

Beispiel. (1) Es sei A € R. Dann ist
w: (R — R
(U1,...,0,) = A-det(vy ... v,)
——
nxn—Matrix
eine alternierende n—Form auf R". Es folgt leicht aus den Weierstrafi—
Axiomen der Determinante, dass jede alternierende n—Form auf
R"™ von dieser Form ist.
(2) Eine alternierende 1-Form ist eine lineare Abbildung V' — R,

d.h. ein Element im Dualraum V* = Hom(V, R).
(3) Es sei w € R? ein Vektor. Dann ist

R3xR* — R
(v1,v9) = (v Xvy )-w
Kreuzprodukt

eine alternierende 3-Form auf R3.
(4) Es sei w € R™ ein Vektor. Dann ist

R - R
(v, ..., 0p1) = det(wvy ... v, 1)
~——
nxn—Matrix

eine alternierende (n—1)-Form auf R™. Im Falle n = 3 erhalten
wir die gleiche alternierende 2—Form wie im vorherigen Beispiel.

Folgendes Lemma wird in Ubungsblatt 13 bewiesen:

122Hjerbei werden sollen die nicht genannten Argumente auf beiden Seiten gleich
sein.



138 STEFAN FRIEDL

Lemma 16.3. Die Bedingung (ii) in der Defintion von alternierenden
k—Formen st dquivalent zur Bedingung

(ii") sind zwei Argumente gleich, dann verschwindet w, d.h. fir alle
veV git
w(...,v,...,0,...)=0.

Die Richtung (ii’) = (ii) ist trivial, die Riickrichtung (ii) = (ii’) ist
auch kaum schwieriger.

Die Summe zweier alternierender k- Formen '** und das Skalarpro-
dukt einer alternierenden k—Form mit einer reellen Zahl ist wiederum
eine alternierende k—Form. Die Menge der alternierenden k—Formen
bildet also einen reellen Vektorraum, welchen wir mit A*V* bezeich-
nen.

12

Lemma 16.4. Es sei V ein Vektorraum. Dann gilt
Alv* — V*,
dim(A"V*) = 1,
AV =0, fiir alle k > dim(V).
Die ersten beiden Aussagen folgen aus der obigen Diskussion der Bei-

spiele. Die dritte Aussage wird in den Ubungen bewiesen. Im niichsten
Kapitel werden wir sehen, dass

dim(AFV*) = (Z) fir k € {0,...,n}.

Im Folgenden verwenden wir auch die Konvention, dass
AV* =R,

d.h. eine alternierende 0—Form auf V' ist eine reelle Zahl.

Wir haben schon gesehen, dass man alternierende k—Formen als
Verallgemeinerungen von Determinanten auffassen kann. Das folgen-
de Lemma wird dhnlich wie Lemma 12.5 bewiesen:

Lemma 16.5. Es sei w eine alternierende k—Form auf V', es seien
v, ..., v €V Vektoren und es sei A = (a;;) eine k X k—Matriz. Dann

qgilt:
k k
w (Z aLv; ... Z akivi) =det(A) - w(vy ... vp).

i=1 =1

123Wenn w,w’ zwei alternierende k—Formen sind, dann ist die Summe w + w’
natiirlich wie folgt definiert:

(W, .. vp) = w(vg, ..., o) +w'(v1, ..., w).
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16.3. Alternierende Multilinearformen II: Das Dachprodukt
von Linearformen. Im Folgenden sei I wiederum ein n—dimensionaler
reeller Vektorraum. Wir bezeichnen Element in V* := Hom(V,R) im
Folgenden als Linearformen.

Es seien nun ¢q, s € V* Linearformen, wir definieren dann eine

Abbildung
V1 ANpa: V2 — R

e1(v1) @1(1}2)) '

(01’1)2) —> @1(01)902(?)2) - (101(7)2)(102(’01) = det <Q02(U1) (pg(vg)

Es ist leicht zu {iberpriifen, dass 1 A @9 eine alternierende 2—-Form ist.
Wir bezeichnen ¢ Ay, als das Dachprodukt (oder auch duflere Produkt)
von ; und s.

Wir konnen diese Definition leicht verallgemeinern: Es seien o1, ..., ¢, €
V* Linearformen, wir definieren dann

o1 AN VE = R

e1(v1) ... (o)
(v1,...,0,) +— det : :
or(vr) oo er(vr)

Dies ist eine alternierende k—Form ist, welche wir als das Dachprodukt
(oder auch duflere Produkt) von 1, ..., ¢ bezeichnen.

Beuspiel. Wir betrachten jetzt den Fall V = R". Fiir¢ =1,...,n defi-
nieren wir '2*

(wi,...,w,) — w.
Dann gilt
pi(vi) .. @i1(va)
(dxy A Ndzy)(v1, ... 0,) = det : :
en(v1) oo Pulvn)
Vi1 ... Unpt
= det
Uin -+ Unpn

= det(vl...vn).

nxn—Matrix

124Wir kénnen also day, ..., dz, € (R")* = Hom(R™ R) als die zur Standard-
basis e1,...,e, € R"™ duale Basis auffassen.
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Fir ¢,¢',9 € V* und A € R gelten offensichtlich die folgenden
Regeln:
(Pt )Ny = @Ap+ ¢ A1, und
(Ap) A = Ao

Satz 16.6. Es sei V' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum und es
sei Q1,...,, eine Basis fir V*. Es sei k € {0,...,n}. Dann bilden
die Dachprodukte

eine Basis von NFV*.

Beweis. Es sei ey, ..., e, eine Basis von V', welche zur Basis ¢1,..., ¢,
von V* dual ist, d.h. es gilt '*

_ ) 1, wenn =y,
piles) = 0ij = { 0, wenn i # j.

Aus der Definition des Dachproduktes folgt leicht, dass fiir
i <o <igund j; < -0 < g,
gilt

(16.2)
A . . vy J 1, wenn (i1, sin) = (Ji, -0 Jk)s
(Gin A Npi) (- - €3) = { 0, andernfalls.

Es folgt sofort, dass die alternierenden k-Formen in (17.1) linear un-
abhingig sind. % Es sei nun w € A*V*. Fiir 4; < --- < i}, setzen
wir

Ciyiy = w(€ip,y ..., 6) ER.
Wir betrachten dann

n = Z Ciy..ig * Pia ARERNA Pig-

1< <ig
Es geniigt nun zu zeigen, dass n = w.

(1) Es folgt aus (16.2), dass w und 7 die gleichen Werte auf (ej,,...,¢e;,) €
VF mit j; < --- < j, annehmen.

(2) Aus der definierenden Eigenschaft (ii) folgt, dass w und 7 die
gleichen Werte auf (ej,,...,e;) € V¥ fiir beliebige ji, ..., ji
annehmen.

125\Warum existiert eine solche duale Basis?

1261 der Tat, wiren sie nicht linear unabhéngig, dann kénnten wir einen die-
ser Vektoren ¢;; A --- A ;, mit ¢; < --- < 4 als Linearkombination der ande-
ren Vektoren schreiben, aber jede Linearkombination der anderen Vektoren weist
(€iyy---rei) € VF den Wert Null zu.
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(3) Aus der definierenden Eigenschaft (i) folgt nun, dass w und 7 die
gleichen Werte auf (vy, ..., v,) € V¥ fiir beliebige vy, ..., v, € V
annehmen.

O
Wir erhalten sofort folgendes Korollar:

Korollar 16.7. Es sei V' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum,
dann gilt

dim(A*V*) = (Z) fir k €{0,...,n}.

Beweis. Es ist bekannt, dass

#LG - ak) [k € AL md mit gy < < = (k)}
0

Bemerkung. Es sei V' ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und es
sei ¢1,...,p, eine Basis fiir V*. Wir haben gesehen, dass die Dachpro-
dukte

(,Oil/\"'/\QOik mit 77 <19 < -+ <1

eine Basis von A*V* bilden. Dies bedeutet jedoch nicht, dass jede al-
ternierende k—Form als Dachprodukt von k Linearformen geschrieben

werden kann. Wir werden dazu ein Beispiel in Ubungsblatt 14 behan-
deln.

16.4. Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten. Essei M C
R™ eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Differentialform [—
ter Ordnung w auf M (oder auch kurz (-Form w auf M) ordnet jedem
Punkt P € M eine alternierende [-Form auf TpM zu. '?7

Beispiel. (1) Eine Pfaffsche Form auf M ist eine Differentialform
erster Ordnung auf M.
(2) Eine Funktion f: M — R ist eine Differentialform 0-ter Ord-
nung auf M.
(3) Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und F' ein C°°—
Vektorfeld auf M. Dann definiert F' eine Differentialform (n —

127Genaver gesagt ist eine Differentialform [~ter Ordnung w eine Abbildung
w:M— U ANTEM
PEM

so dass fiir P € M gilt, dass w(P) € A'TjM.
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1)—ter Ordnung auf M wie folgt: Es sei P in M, dann betrachten
wir wie in Kapitel 16.2 die alternierende (n — 1)-Form '*®

(TpM)nil — R
(Ul,...,Un_l) — det (F(P)Ul Un—l)-

-

~
nxn—Matrix

Wir wollen nun einen Begriff der Stetigkeit fiir Differentialformen
auf Untermannigfaltigkeiten einfithren. Dazu miissen wir allerdings im
nédchsten Kapitel nochmals einen kurzen Ausflug in die lineare Algebra
unternehmen.

16.5. Induzierte Abbildungen. Essei f : U — V eine lineare Abbil-
dung zwischen reellen Vektorrdumen. Wir erhalten dann eine induzierte
Abbildung

ffve = U
_ U —- R
(p:V=R) = (u - sO(f(U))-)

Man beachte, dass f* in die ‘umgekehrte Richtung’ geht. Man kann
diese Konstruktion leicht verallgemeinern: wir erhalten auch eine indu-
zierte Abbildung
APV s AR
Uk — R
VFE S R) — :
(¥ ) <(u1,...,uk) - gp(f(ul),...,f(uk)).)

Die induzierten Abbildungen haben folgende zwei Eigenschaften:

(1) wenn id : U — U die Identitédtsabbildung ist, dann ist id" :
AEU* — AFU* ebenfalls die Identitéitsabbildung, d.h. id* = id,

(2) wenn ¢ : U — V und ¢ : V. — W lineare Abbildungen sind,
dann gilt

(Yop) =g oy
Anders ausgedriickt, das folgende Diagram von Abbildungen

kommutiert?”:
V*
A
(Yogp)*
W+ S A U*.

1287ur Erinnerung, TpM ist ein Untervektorraum von R”, die Vektoren
V1., Un_1, F(P) bilden also in der Tat eine reelle n x n—Matrix.

129D h. die Verkniipfung der beiden ‘diagonalen’ Abbildungen entspricht der
‘horizontalen’ Abbildung.
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Esseinun f: M — N eine C*°—~Abbildung zwischen Untermannigfal-

tigkeiten. Es sei P € M. Wir erhalten dann eine induzierte Abbildung
130

fe :TpM — Tf(P)N
7' (0) = (feon)(0).
Diese Abbildung ist eine lineare Abbildung. (Dies wird in Ubungsblatt
13 behandelt.) Zudem bezeichnen wir mit f* die Abbildung 3!

‘N = TpM

f(P
e (TN 2 By )

Allgemeiner bezeichnen wir mit f* auch die Abbildung
fr A’“T}‘(P)N — AMTEM
N ( (TpM)* — R )
? (01, v) = (o) folor) )

Wir sagen, dass die Abbildung f* : /\kTéN — AFTEM durch f: M —
N induziert ist.
Die induzierten Abbildungen haben folgende zwei Eigenschaften:

(1) Wenn id: M — M die Identitdtsabbildung ist, dann gilt fiir
alle P € M, dass die induzierten Abbildungen ebenfalls die
Identitétsabbildung ist, d.h. es gilt id, = id und id* = id.

(2) Es seien f: M — N und g: N — O zwei C*°—Abbildungen
zwischen Untermannigfaltigkeiten. Dann gilt fiir alle P € M,
dass

(go f)s=gio fu: TpM = Tysp)O
und

130Zur Erinnerung;: fiir jeden Vektor v € TpM gibt es eine Kurve v: (—e,¢) — M
mit 7/(0) = P und /(0) = v. Die Kurve f o~: (—&,¢) — N geht durch den Punkt
f(P) und die Ableitung der Kurve f o+~ definiert einen Vektor in T pyN. Man kann
nun zeigen, dass der Vektor (f o+)’(0) nicht von der Wahl der Kurve v abhingt.

13Wenn f: X — Y eine Abbildung zwischen zwei Mathematischen Objekten
ist, welche eine Abbildung zwischen zu X und Y zugeordneten Objekten induziert,
dann schreiben wir f,, wenn die induzierte Abbildung ‘in die gleiche Richtung geht’,
und f* wenn die induzierte Abbildung ‘in die umgekehrte Richtung geht’. Die ma-
thematische adequéte Sprache ist die ‘Kategorientheorie’:
http://de.wikipedia.org/wiki/Kategorientheorie
In der Kategorientheorie schreiben wir f, wenn die induzierte Abbildung ein ‘ko-
varianter Funktor’ ist, und wir schreiben f* wenn die induzierte Abbildung ein
‘kontravarianter Funktor’ ist.
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Anders ausgedriickt, die folgenden beiden Diagramme kommu-

tieren:
Trpy N
2
(gof)-
TpM ! Ty(s(pyO
und
ks
NTs N
- (g0f)* .
N TG5O NTpM

16.6. Stetige Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten.
Es sei M C R"™ eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und w ei-
ne Differentialform [~ter Ordnung w auf M. Wir bezeichnen die Um-
kehrabbildung von ® mit ¥: V — U. Dann definiert ¥*w eine Dif-

M
U
L P
V N E, \V4
\\>§\1>)’////” \ <
£ |
. | Ei

Q RS TQEk

ABBILDUNG 5. Schematisches Bild einer induzierten Abbildung.
132

ferentialform [—-ter Ordnung auf V N Ej. Fiir alle Q € V N E, gilt
To(V N Ey,) = R*, die Differentialform W*w ordnet also einem Punkt
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Q € VN E} ein Element in A'(R*)* zu. Anders ausgedriickt, wir kénnen
U*w als Abbildung

U*w : VN E, — A(RF)
auffassen. Nach Satz 16.6 bilden die Dachprodukte
d.fE“/\/\ dl’il mit 17 <19 < --- <y

eine Basis von AY(RF)*. Wir koénnen also W*wV N Ep — A(RF)* wie
folgt als Linearkombination betrachten:

‘Il*w = Z fil---il dl‘il VANCIRIEIVAN dlEil

11 <<

wobei f;, ; reellwertige Funktionen aut V' N Ej, sind. Wir sagen nun,
dass U*w stetig (bzw. differenzierbar, C'*> etc.) ist genau dann, wenn
all die Funktionen f;, ; im (bzw. differenzierbar, C* etc.) sind. Wir
sagen w ist stetig, wenn (®1)*w stetig ist fiir alle Karten ® von M.
Der Beweis des folgenden Lemmas ist eine (freiwillige) Ubungsaufgabe.

Lemma 16.8. Es set M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und es sei
{®; : U; — Vi}ier ein Atlas fiir M. Eine Differentialform w ist stetig
(differenzierbar etc.) genau dann, wenn (®;)*w stetig (differenzierbar
etc.) ist fir alle Karten im Atlas.

Wir definieren nun

Ci(M) = {stetige Differentialformen [~ter Ordnung auf M}, und
(M) := {C>-Differentialformen I-ter Ordnung auf M}.

Beispiel. Es sei M C R" eine Untermannigfaltigkeit und F' ein C'°°—
Vektorfeld auf M. Wir betrachten wiederum die Differentialform (n —
1)~ter Ordnung auf M, welche P € M folgende alternierende (n — 1)
Form zuordnet:

(TpM)™ — R
(V1, ..., Up1) = det (F(P)vy ... vp_1).

.

Vv
nxn—Matrix

In Ubungsblatt 14 werden wir sehen, dass dies eine C*-Differentialform
(n — 1)~ter Ordnung auf M ist.

Bemerkunyg. (1) Wir haben hiermit auch insbesondere definiert, was
es heiflt, dass eine Pfaffsche Form stetig ist. Wir hatten dies in
Kapitel 15.2 nicht ausgefiihrt.

(2) Essei f: M — N eine C*°—Abbildung zwischen Untermannig-
faltigkeiten und es sei w eine Differentialform [-ter Ordnung auf
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N. Wenn w stetig (bzw. C°) ist, dann ist auch ** f*w wieder-
um stetig (bzw. C'*°), d.h. wir erhalten Homomorphismen

fFCG(N) — C(M)

und

16.7. Integration von Differentialformen I. In Lemma 12.6 haben
wir gesehen, dass wir das Integral einer reellwertigen Funktion auf einer
Untermannigfaltigkeit M mithilfe der Wurzel der Gramschen Determi-
nante definieren kénnen, weil sich diese nach Lemma 12.5 ‘beziiglich
eines Basiswechsels richtig transformiert’. Vergleicht man Lemma 12.5
mit Lemma 16.5 sieht man, dass sich Differentialformen ganz dhnlich
‘transformieren’. Dies gibt uns Hoffnung, dass Differentialformen viel-
leicht die ‘richtigen’ mathematischen Objekte sind, welche man auf
Untermannigfaltigkeiten integrieren kann.

Es sei M C R" eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit und es sei
w € Cr(M) eine stetige Differentialform k—ter Ordnung auf M. In die-
sem Kapitel nehmen wir erst einmal an, dass es eine Karte &: U — V
gibt mit Supp(w) C U.'** Wir bezeichnen mit ¥: V' — U die Umkehr-
abbildung von ®. Es sei nun x € V N Ej. Wir betrachten

(16.3) W (:Il*(el), . \Il*(ekD = wWy(z) (DeVY(er),..., DV (er)) .
——

~~
M  k—Vektoren in Ty )M

G/\T\I/(I)

Dies ist nun eine reelle Zahl, '*° welche wir z € V N E}, zuordnen. Wir

konnen nun diesen Ausdruck integrieren, d.h. wir betrachten

(16.4) /V i (W) V() do

Es stellt sich die Frage, ob dieser Ausdruck von der Wahl der Karte ®
abhéngt oder nicht.

Frage. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
es sei w € Cr(M). Zudem seien &: U — V und & : U — V Karten

1337ur Erinnerung: f*w bezeichnet die Differentialform auf M, welche einem
Punkt P € M die Differentialform f*(w(P)) zuordnet. Anders ausgedriickt, f*w
ist die Differentialform, welche [ Vektoren vy,...,v; € TpM die reelle Zahl
w(fe(v1),..., f«(v;)) zuordnet.

134Hierbei bezeichnen wir mit Supp(w) C M die Menge aller Punkte P € M, so
dass die Differentialform auf Tp M nicht die Nullform ist.

135Nach Voraussetzung ist w eine C'°°-Differentialform, insbesondere ist eine w
eine stetige Differentialform. Dies impliziert, dass die durch (16.3) definierte Funk-
tion V N B — R stetig ist.
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Unm

VNE,
€1,6s € T.E, = RF

Xz

ABBILDUNG 6. Schematisches Bild fiir die Integration
von k-Formen auf einer k-dimensionalen Untermannig-
faltigkeit.

mit Supp(f) € U N U. Wir bezeichnen die Umkehrabbildungen von

® und ® mit ¥ und U. Die Frage ist nun wie folgt: Unter was fiir
Voraussetzungen stimmen die Integrale

(16.5) / Cate) (Wa(er)s ., Wa(en)) da
VNE}

und

16.6 / Wz ‘i*e ,...,\T/*e dy

(16.6) i (e Tafen)

iiberein?

Antwort. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass U = U. Wir betrachten
die Funktion

VﬂEk — R
r = gx) = wee) (Pler),...
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- \,\7><) o
VNE;

ABBILDUNG 7. Schematisches Bild fiir zwei Karten fiir M.

Wir bezeichnen mit © den Diffeomorphismus

VAE, — VNE

Aus dem Transformationssatz (d.h. Satz 11.2) folgt, dass

/V G / 9(6(y)) - | det DO (y)| dy.

VNEg

In unserem Fall erhalten wir also, dass

fVﬂEk wy () (Ysler), ..., Vilex)) do

Jyg, woe (De¥)(er), ..., (Da¥)(ex)) dx

Jvas, wwoew) (Dop)P)(er), -, (Dow)¥)(ex)) - | det DO(y)| dy
Joas, Wi ((Dew)®)(er), - .., (Dow)P)(ex)) - | det DO(y)| dy.

Andererseits folgt aus der Kettenregel, dass fiir y € VN Ej und
v € RF gilt:

(Dy¥) () = (D,(¥ 0 ) (v) = Doy ¥ - D,O().
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Es folgt nun aus den Definitionen und aus Lemma 16.5, dass

fva W () (Ef (e1),. LU, (e )) dy

S @3 (D)), (DD)(er)) dy
= Jonm, Wi (D >‘I’ D @)( 1)s- -+ (Do) ¥ - DyO)(er)) dy
= fvak T(y) ( . (D@(y)\ll)(ek)) . det(Dy@) dy

Wir sehen also, dass die beiden Integrale (16.5) und (16.6) iibereinstimmen,
wenn

det(D,0) = | det(D,O)] fiir alle y € V N By,

d.h. beiden Integrale stimmen iiberein, wenn
det(D,0) > 0 fiir alle y € V N Ej.

Wir haben damit unsere Frage beantwortet.

Nachdem im Allgemeinen das Integral (16.4) von der Wahl der Karte
abhéngt, kénnen wir den Ausdruck nicht als Definition des Integrals
von einer Differentialform k-ter Ordnung auf einer k-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit verwenden. Andererseits haben wir gesehen, dass
wir ‘nahe dran’ sind, d.h. wir miissen noch versuchen, das ‘Vorzeichen-
problem’ unter Kontrolle zu kriegen. Um dies zu erreichen benotigen
wir noch den Begriff des orientierten Vektorraumes und der orientierten
Untermannigfaltigkeit.

Bemerkung. Bei der Diskussion des Integrals einer Pfaffschen Form
auf einer 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M hatten wir eben-
falls gesehen, dass das Integral von einer ‘Durchlaufrichtung’ (oder
eben Orientierung) von M abhéngt. Es ist also nicht iiberraschend,
dass diese Problematik auch bei der Integration von k—Formen auf k-
dimensionalen Untermannigfaltigkeiten auftritt.

16.8. Orientierte Vektorrdume und Untermannigfaltigkeiten.
Im Folgenden werden wir bis auf Widerruf folgende Konvention ver-
wenden: wir betrachten nur Vektorrdume der Dimension grofier Null,
und wir betrachten nur Untermannigfaltigkeiten der Dimension grofier
Null.
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Definition. Es sei V ein k—dimensionaler reeller Vektorraum. Wir sagen
zwei Basen '® {vy, ... v} und {wy, ..., wy} sind dquivalent, wenn die
Determinante des Basiswechsels 7 positiv ist.

~ Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass dies in der Tat eine
Aquivalenzrelation auf der Menge der Basen von V' ist, und dass es
genau zwel Aquivalenzklassen von Basen gibt. (Siehe Ubungsblatt 14.)

Definition. Es sei V ein k—dimensionaler reeller Vektorraum.

(1) Eine Aquivalenzklasse von Basen heiBt Orientierung fiir V.
(2) Ein orientierter Vektorraum ist ein Paar (V,0), wobei O eine
Orientierung fiir V' ist.

(3) Essei (V,O) ein orientierter Vektorraum. Wir nennen {vy, ..., vy}
eine positive Basis, wenn {vy, ..., v} in O liegt, andernfalls sa-
gen wir, dass {vy,..., v} eine negative Basis ist.

Bemerkung. FEine Orientierung eines Vektorraums ist durch eine posi-
tive Basis eindeutig festgelegt. Insbesondere betrachten wir R™ immer
mit der Orientierung, in der die ‘kanonische’ Basis {ey,...,e,} eine
positive Basis ist.

Wir werden spéter auch noch folgende Definition benotigen:

Definition. Es seien V und W orientierte Vektorrdume. '*® Wir sagen
ein Isomorphismus ®: V' — W ist orientierungserhaltend, wenn das
Bild einer positiven Basis von V' eine positive Basis von W ist; andern-
falls sagen wir, dass ® orientierungsumkehrend ist.

Beispiel. Wir betrachten R? mit der kanonischen Orientierung, welche
durch die Basis {e1, es} festgelegt ist. Es sei nun {v1,v9} eine beliebige
Basis fiir R?. Es sei ¢ € (0,27) der Winkel um den man v; gegen
den Uhrzeigersinn drehen muss, so dass v; in die gleiche Richtung wie
vy liegt. Die Basis {v1, vy} ist eine positive Basis genau dann, wenn
¢ € (0, 7). Dies kann man mithilfe von linearer Algebra leicht zeigen.

Es sei nun M eine k—dimensionale Untermannigfaltigkeit von R". Ei-
ne Orientierung von M besteht aus einer Orientierung fiir jeden Tan-
gentialraum Tp M, so dass folgende Stetigkeitseigenschaft erfiillt ist: fiir

136 Als Basis von V betrachten wir eine ‘angeordnete Menge von Vektoren’, d.h.
wir unterscheiden zwischen {v1,...,v;} und einer Permutation der Vektoren. Bei-
spielsweise sind {eq, e2} und {ea, e1} micht dquivalente Basen von R

137D h. wir betrachten die kx k-Matrix A = (a;;), welche durch v; := Z?Zl
definiert ist.

138Genauer gesagt, miisste man schreiben, es seien (V, 0) und (W, P) orientierte
Vektorrdume, aber wir unterdriicken ‘O’ und ‘P’ in der Notation, genauso wie wir
sagen ‘Sei K ein Korper’ anstatt zu schreiben ‘Sei (K, +,-) ein Kérper’.

Q5 W5
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U1 €2

N

/

(%)

ABBILDUNG 8. Positive Basen fiir R?.

jede Karte ®: U — V mit V N Ej, zusammenhingend ist entweder '3
S,: T M — Ty, = R¥ orientierungserhaltend fiir alle z € M NU

oder

O, : T, M — T By = R¥ orientierungsumkehrend fiir alle v € M N U.

140

Bemerkung. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass es geniigt
die Stetigkeitseigenschaft fiir alle Karten in einem Atlas mit zusam-
menhéngenden Definitionsbereichen zu iiberpriifen.

Eine Untermannigfaltigkeit zusammen mit einer Orientierung heift
orientierte Untermannigfaltigkeit. Eine Untermannigfaltigkeit, welche
eine Orientierung besitzt, heiit orientierbare Untermannigfaltigkeit.

Beispiel. (1) Es sei f: R" — R eine C*~Funktion und z € R ein
reguldrer Wert. Wir betrachten die (n — 1)-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit M := f~!(z2). Es sei nun P € M. Wir sagen

139Hjerbei betrachten wir R* mit der kanonischen Orientierung, welche durch
e1,...,e gegeben ist.
140 Anders ausgedriickt, mit ¥ = &~ gilt entweder

{W.(e1),..., Vi(er)} ist eine positive Basis von Ty, M fiir alle x € V N By,
oder

{W.(e1),..., V.(er)} ist eine negative Basis von Ty (,) M fiir alle z € V' N Ej.
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eine Basis {v1,...,v,_1} ist positiv, wenn '*!

det(grad f(P)vy ... vp_1) > 0.

Dies definiert eine Orientierung fiir jeden Tangentialraum Tp M.
Man kann nun zeigen, dass diese Orientierungen die Stetigkeits-
eigenschaft erfiillen.
In Kapitel 14.2 hatten wir den Begriff der Orientierung einer
Hyperfliche eingefiithrt. Man kann leicht zeigen, dass die Defi-
nition in Kapitel 14.2 dquivalent ist zur obigen Definition. In
der Tat, sei N C R” eine Hyperflache, dann gilt:
(A) Es sei v ein stetiges normiertes Normalenfeld auf N. Es
sei nun P € N. Wir sagen eine Basis {v,...,v,_1} ist positiv,
wenn

det(v(P)vy ... v,—1) > 0.

Man kann nun zeigen, dass dies eine Orientierung auf N defi-
niert.

(B) Umgekehrt, nehmen wir an, wir hétten eine Orientierung
fiir jeden Tangentialraum T N, welche die Stetigkeitsbedingung
erfiillt. Wir wollen nun ein stetiges normiertes Normalenfeld auf
N konstruieren. Sei also P € N. Dann haben wir schon gesehen,
dass es genau zwei Vektoren wy, wy gibt, mit ||w|| = ||ws| =1
und wy,wy L TpN. Wir ordnen jetzt P jetzt den Vektor zu,
welcher die Bedingung 42

det(wz V1 .. ’Unfl) >0

erfiillt fiir eine (und dann jede) positive Basis vy, ..., v,-1 von
TpN. Man kann nun zeigen, dass dieses normierte Normalenfeld
stetig ist.

Das Mobiusband ist eine Untermannigfaltigkeit, welche nicht
orientierbar ist. Dies ist zwar intuitiv offensichtlich, ein sauberer
mathematischer Beweis dieser Aussage ist allerdings nicht ganz
einfach. (Siehe Forster, Analysis III Seite 244.)

Es sei M C R™ eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit von
R"™ dann ist TpM = R fiir alle P € M, und die Standard-
basis des R™ definiert nun eine Orientierung von M. Wenn wir

14l7ur Erinnerung, fir P € M gilt TpM = {v € R"|v L grad f(P)}. Es sei
nun {vy, ..

., Un—1} eine Basis von Tp M, es folgt dass {grad f(P),v1 ..., vn—1} €ine

Basis von R"™ bildet, insbesondere gilt

det(grad f(P)vy ... vp—1) # 0.

142Djese Bedingung erfiillt entweder w; oder ws,.
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nichts anderes sagen, dann betrachten wir eine n—dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R” immer mit dieser Orientierung.

(5) Es sei M C R" eine zusammenhéngende 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit mit Rand. Es sei v : [a,b] — M eine C'-
invertierbare Abbildung. Dann definiert ~'(t) € T, M mit
t € [a,b] eine Orientierung von M. Salopp gesprochen ist also
eine Orientierung von M nichts anderes als eine ‘Durchlaufrich-
tung’.

Es sei nun M eine k—dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit
143 Wir bezeichnen dann mit —M die Untermannigfaltigkeit mit der
entgegen gesetzten Orientierung, d.h. eine Basis {vy, ..., v;} eines Tan-
gentialraumes ist positiv fiir —M, genau dann, wenn sie negativ fiir M
ist.

Bemerkunyg. (1) Wenn M eine zusammenhéngende orientierte Un-
termannigfaltigkeit ist, dann besitzt M genau zwei verschiedene
Orientierungen, ndmlich M und —M.

(2) Wenn M aus k Zusammenhangskomponenten M, ..., M; be-
steht, dann besitzt M genau 2% verschiedene Orientierungen,
welche durch e; My U- - -Ugp My mit g; € {—1,1} firi=1,... k
gegeben sind.

16.9. Integration von Differentialformen II. Es sei M C R” eine
orientierte k—dimensionale Untermannigfaltigkeit. Wir sagen, dass eine
Karte ®: U — V' orientierungserhaltend (oder orientierungstreu) ist,
wenn die lineare Abbildung

®,: T,M — T, (Ey) = R”

fiir alle z € U orientierungserhaltend ist. '** Man kann sich leicht da-
von {iberzeugen, dass eine orientierte Untermannigfaltigkeit einen Atlas
besitzt, welcher nur aus orientierungserhaltenden Karten besteht.'*®

13Genauer gesagt, miisste man schreiben, es sei (M, O) eine orientierte Unter-
mannigfaltigkeit, aber wir unterdriicken ‘O’ in der Notation.

4R bezeichne U: V — U die Umkehrabbildung von ®. Die Karte ® ist dann
orientierungserhaltend genau dann, wenn fiir alle y € V N Ej, gilt:

{W.ler), . Waler)} = {(Dy¥)(en), .-, (DyW)(er)}

ist eine positive Basis von Ty, M.

1457y der Tat, sei {®; : U; = V; }ier ein Atlas, durch einschrinken auf Zusammen-
hangskomponenten von den V; kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass alle V; zusam-
menhéngend sind. Wenn ®: U — V eine Karte ist, so dass V' zusammenhéngend
ist, aber so dass ® nicht orientierungserhaltend ist, dann ist

U — V
(1,22, ) — P(—x1,29,...,%y)
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Es sei w € Ci(M). Wir nehmen zuerst an, dass es eine orientierungs-
erhaltende Karte ®: U — V mit Supp(w) C U gibt. Wir bezeichnen
mit U: V — U die Umkehrabbildung von . Wir definieren nun

/Mw - /VmEk wa) (Ua(er), . 0. (e0) do.

Das folgende Lemma besagt nun, dass diese Definition nicht von der
Wahl der orientierungserhaltenden Karte abhéngt:

Lemma 16.9. Es sei M C R" eine orientierte k—dimensionale Un-
termanm’gfaltz’gkeit und es sei w € Cp(M). Es seien zudem &: U — V

und ®: U — V zwei orientierungserhaltende Karten mat Supp(w) C U.
Wir bezeichnen mit W: V. — U (bzw. UV - U) die Umkehrabbildung
von @ (bzw. ®), dann gilt

/ wq,($)(\ll*(el),...,‘ll*(ek))dx:/~ v (Taler). . W(er) de.
VNE VNE

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass U = U. Wir bezeichnen
mit © den Diffeomorphismus

VNE, — VN E
z — O(U(x)).

Sei y € V N Ey. Dann betrachten wir

v D (w(y) ¥

D
Rk Y T\p(y) < Rk,

beide lineare Abbildungen sind nach Voraussetzung orientierungserhal-
tende Isomorphismen. Andererseits ist dies nach der Kettenregel gerade
die Abbildung

R* 29, ]R’“

welche also ebenfalls orientierungserhaltend is. Es folgt daher, dass
det(D,©) > 0. Es folgt nun aus der Rechnung in Kapitel 16.7, dass

/ wWo(z) (Viler), ..., Vi(ep)) do = /~ W (2) <\If*(el), e \Tl*(ek)) dr.
VﬂEk VﬂEk

l

eine orientierungserhaltende Karte mit dem gleichen Definitionsbereich.
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16.10. Integration von Differentialformen III. Es sei M C R"
wiederum eine orientierte kompakte k-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit. Es sei w € Ci(M) nun eine beliebige stetige Differentialform
k-ter Ordnung w auf M. Wir wollen jetzt [,  w einfithren. Wir werden
dabei ganz analog zu Kapitel 12.6 vorgehen.

Wir wihlen einen endlichen Atlas {®; : U; — V;},=1,» von M, so
dass alle Karten orientierungserhaltend sind. '*6 Wir wihlen zudem
eine stetige Zerlegung z;: M — [0,1], j € 1,..., s der Eins T byl der
offenen Uberdeckung Uy, . .., U,. Wir definieren nun

S
/w::E /zj-w,

wobei die Summanden auf der rechten Seite nach Kapitel 16.9 definiert
sind. Man kann nun ohne gréere Probleme (analog zu Forster, Analysis
IIT Seite 139f) zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Zerlegung der Eins abhéngt.

Fiir das Integral von Differentialformen k—ter Ordnung auf k—dimensionale
Untermannigfaltigkeiten gelten die ‘iiblichen’ Aussagen. Beispielsweise,
gilt fiir alle w,w’ € Cr,(M) und X € R, dass

[ N

Etwas interessanter ist folgender Satz:

Satz 16.10. Es set M C R" eine orientierte kompakte k—dimensionale
Untermannigfaltigkeit und es sei w € Cr,(M). Dann gilt

[

Beweis. Es folgt direkt aus der Definition vom Integral von Differenti-
alform k-ter Ordnung, dass es geniigt den Fall zu betrachten, dass es
eine orientierungserhaltende Karte ®: U — V fiir M mit Supp(w) C U
gibt. Wir betrachten die durch

O(z1, 9, ..., &) == (=21, 22, ...,Tp)

definierte Abbildung. Fiir alle x € V gilt offensichtlich, dass det D,© =
—1. Die Karte ® := © o0 ®: U — V := O(V) ist dann eine orientie-
rungsumkehrende Karte fiir M, oder anders ausgedriickt, eine orientie-
rungserhaltende Karte fiir — M.

14690]ch ein Atlas existiert, dies folgt aus Ubungsblatt 11, Aufgabe 2 und der
Diskussion in Kapitel 16.9.

YWD h. 2y(z) + -+ + zs(z) = 1 fiir alle € M und fiir jedes i € {1,...,s} gibt
esein j € {1,...,7}, so dass Supp(z;) C Uj.
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Wir bezeichnen nun mit ¥: V' — U und U :V — U die Unkehr-
abbildungen von ® und ®. Es folgt nun aus der Rechnung in Kapitel

16.7, dass
/\Tl*w:— / U,
Vv 1%

Es folgt nun aus den Definitionen, dass
/ w:/\fl*w:—/‘ll*w:—/ w.
-M v 1% M
0

Beispiel. Es sei M C R™ eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit
und es sei f: M — R eine stetige Funktion. Dann ist

f-dxy N Ndx,

eine stetige Differentialform n—ter Ordnung auf M. Wir konnen das
Integral mithilfe der Karte ® = id bestimmen. Es folgt aus den Defini-
tionen und aus dem Beispiel in Kapitel 16.3, dass

/ f-d:El/\-~-/\dxn:/ fdxy...dx,.
\M -, \M -,

Integral von n—Form Integral von Funktion

Lemma 16.11. Es sei (N,v) eine orientierte kompakte Hyperfliche
m R™ und es sei F': N — R™ ein stetiges Vektorfeld. Wir bezeichnen
mit w die zu F' zugehdrige Differentialform (n—1)—ter Ordnung auf N.

Dann gilt 14
/ W= / F-v
N N

Beweis. Es folgt aus den Definitionen, dass es geniigt den Fall zu be-
trachten, dass es eine orientierungserhaltende Karte ®: U — V mit
Supp(F') C U gibt. Wir bezeichnen mit W: V' — U die Umkehrabbil-
dung von .

Es seien vy, ...,v,_1 € R". Wir bezeichnen dann mit vy X---Xwv,,_1 €
R” den eindeutig bestimmten Vektor, so dass gilt **°
(16.7)

V1 ..., Unp—1
k-te Koordinate von v; X - -+ X v,_; = (—1)*"det [ wobei k-te Zeile
entfernt

148 Auf der linken Seite betrachten wir also das Integral der Differentialform w,
hierbei betrachten wir N als orientierte Untermannigfaltigkeit mit der durch v
festgelegten Orientierung, siche Kapitel 16.8. Auf der rechten Seite betrachten wir
das Integral der reellwertigen Funktion x — F(z) - v(x).

9B 4ir zwei Vektoren in R? erhalten wir das iibliche Kreuzprodukt.
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Das Kreuzprodukt vy x --- X v,_1 ist auch eindeutig durch folgende
Eigenschaften festgelegt:

(a) vy X -+ X v,_1 steht senkrecht zu vy, ... v, 1,

(b) |Jog X -+ X v,q|| = \/Gram(vl, ey Uno1),

(c) det(vy X -+ X vy_101 ... V1) > 0.
Esseinunz € VNEy. Fiuri = 1,...,n—1schreiben wir v; := (D, V)(e;)
und F: = F(¢(x)) und v = v(¥(z)). Dann gilt >

(16.8) vy X o+ X vy = Gram(vy, ..., v,_1) V.
Wir erhalten, dass

Jvw = Jvap,, 0. o) de
det(Fop ... v, 1)dx
F-(vy XX, 1)dx
fVﬂEn_l F - /Gram(vy, ..., 0, 1)vdz
| V/Gram(vy, ..., v,_1) F - vdz
= fNF -V

Hierbei folgt die dritte Gleichheit aus (16.7) und die vierte Gleichheit
folgt aus (16.8). O

fVﬂEnf 1

fVﬂEn_ 1

16.11. Null-dimensionale Untermannigfaltigkeiten. Wir haben bis-
her nur Untermannigfaltigkeiten der Dimension grofier Null behandelt.
Es sei nun M eine kompakte null-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von R”, d.h. M besteht aus endlich vielen Punkten Pi,..., P,. Eine
Orientierung fiir M besteht aus der Wahl eines Vorzeichens ¢; fiir je-
den Punkt P;.

Es sei nun w € Cy(M) (d.h. w ist eine Funktion M — R). Wir
definieren dann

/Mw = gsif(Pi).

1501 der Tat, beide Vektoren haben offensichtlich die Eigenschaften (a) und (b).
Zudem ist vy,...,v,_1 eine positive Basis von Ty, M, per Definition der Orien-
tierung (siehe Kapitel 16.8 fiir die Orientierung von Hyperflichen) bedeutet das,
dass

det(v vy, ..., vy_1) > 0.
Also haben beide Vektoren auch die Eigenschaft (c).
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17. DER SATZ VON STOKES

Der Satz von Stokes ist die in Kapitel 16.1 versprochene Verallge-
meinerung des Gaufischen Integralsatzes und von Satz 16.2. Die For-
mulierung des Satzes erfordert allerdings, dass wir noch zwei weitere
Begriffe einfithren, namlich

(1) den orientierten Rand einer orientierten Untermannigfaltigkeit,
(2) das Differential einer k—Form.

17.1. Orientierte Untermannigfaltigkeiten mit Rand. Bevor wir
den Satz von Stokes formulieren, miissen wir noch Untermannigfaltig-
keiten mit Rand etwas genauer studieren. Wir werden zuerst genau fest-
legen, was der Tangentialraum fiir Untermannigfaltigkeiten mit Rand
sein soll.

Definition. Es sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand und es sei P € M. Ein Vektor v € R™ heifit Tangentialvektor an
M im Punkt P, wenn es eine stetig differenzierbare Kurve

v:[0,a] — M v:la, 0] — M
te o, T e ),

151 gibt, so dass y(0) = P und /(0) = v. Die Menge aller Tangential-
vektoren am Punkt P wird wiederum mit TpM bezeichnet.

Es sei nun M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand.
Dann kann man zeigen, dass auf M ein Vektorfeld v existiert, so dass
fiir alle P € OM gilt:

(1) v(P) € Tp(M),

(2) v(P) L Tp(OM),
(3) [[v(P)] =1,
(4

) v(P) ‘zeigt nach aulen’ %2,

Das Vektorfeld v wird das &uBere Einheitsnormalenfeld auf OM ge-
nannt. Wenn M volle Dimension hat, d.h. wenn

Dimension von M = Dimension des umgebenden Raumes,

I51WWir miissen hier die Menge der erlaubten Kurven etwas erweitern, damit wir
fiir die Randpunkte weiterhin einen k—dimensionalen Tangentialraum erhalten.

152Dje Bedeutung der Bedingung ‘zeigt nach auen’ ist zwar offensichtlich, eine
mathematisch prazise Formulierung ist allerdings nicht ganz trivial. Die Bedingung
(1a) aus dem Beweis von Satz 14.4 macht keinen Sinn, da M nicht unbedingt volle
Dimension besitzen muss und im Raum gekriimmt sein kann. Andererseits kann
man die Bedingung (la) aus dem Beweis von Satz 14.4 auf die Bilder von v(P)
unter Karten anwenden, und erhélt dann eine sinnvolle Definition von ‘zeigt nach
auBen’. Wir iiberlassen die Aufgabe der Prizisierung als Ubungsaufgabe.
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.
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|

M- am
ABBILDUNG 9. AuBeres Vektorfeld auf M.

dann entspricht dies genau dem dulerem Einheitsnormalenfeld, welches
wir in Kapitel 14.2 eingefiihrt hatten.

Der Begriff einer orientierten Untermannigfaltigkeit iibertrégt sich
problemlos auf Untermannigfaltigkeiten mit Rand. Es sei nun M eine
orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und mit
k > 1. Wir wollen nun zeigen, dass die (k — 1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M ebenfalls orientierbar ist. Es sei v das duflere Ein-
heitsnormalenfeld auf OM. Sei P € M. Wir definieren nun

{v1,..., 051} ist N {v(P),v1,...,0p_1} ist
eine positive Basis von TpOM eine positive Basis von TpM.

Man kann nun zeigen, dass diese Definition von Orientierungen auf
den Tangentialriumen von OM die Stetigkeitsbedingung erfiillt, d.h.
wir haben eine Orientierung auf OM eingefiihrt.

Wenn M eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand ist, dann betrachten wir OM immer als durch die obige Orientie-
rung orientierte (k — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beispiel. Es sei
M = {(z,y) 2" +y* <1}

die Einheitsscheibe im R?. Wir betrachten M als orientierte Unterman-
nigfaltigkeit wobei die Orientierung durch die {iblichen Orientierung
von R? gegeben ist. Die Untermannigfaltigkeit OM, d.h. der Einheits-
kreis, hat dann die Orientierung, welche ‘entgegen dem Uhrzeigersinn
zeigt’.

Sei zum Abschlufl noch M eine zusammenhéngende eindimensionale
orientierte Untermannigfaltigkeit mit Anfangspunkt P und Endpunkt
(), dann definieren wir

oM =QU—P.

D.h. wir betrachten OM als O—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
einer Orientierung.
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ABBILDUNG 10. Orientierung des Randes der Kreis-
scheibe in R2.

17.2. Das Differential von Differentialformen. Essei U C R* eine
offene Teilmenge und w € ;(U). Nach Satz 16.6 bilden die Dachpro-
dukte

eine Basis von A'(RF)*. Wir kénnen also w wie folgt als Linearkombi-
nation betrachten:
Z Jirq dxig, N+ - A day,
i< <y
wobei f;, ; reellwertige C'°°~Funktionen auf U sind. Wir definieren
jetzt das Differential von w (oder auch dufiere Ableitung von w) als

Z dflllz A dl’il A A d.fEil.
i1 <<y
Das Differential dw einer [-Form w ist also eine (I + 1)-Form.
Es gilt folgender Satz:

Satz 17.1. Es sei U C R* eine offene Teilmenge. Es seien w,w’ €
(U) und X € R. Dann gilt

) dw+w') = dw + dw',

) dQAw) = X+ dw,

) die (I4+1)-Form dw ist eine C*-Form,

) es sei f: U — R eine C®°-Funktion, dann gilt 53

d(fw)=df Nw+ f ANdw (Produktregel).

)
(1
(2
(3
(4

153Man kann auf natiirliche Weise auch eine Abbildung
A U) x Q(0)

definieren (siehe Seite Forster, Analysis ITIT Seite 219), dann folgende allgemeinere
Aussage: es sei w € O (U) sowei w’ € Q;(U), dann gilt

dwAw) =dwAhw + (=1)'w A dw',

dies ist die ‘Produktregel’ fiir die Differentiation von Differentialformen.
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Der Beweis folgt aus den Definitionen, der Produktregel fiir reellwer-
tige Funktionen und aus der Tatsache, dass dx; A do; = —dx; A dx;.
Wir verweisen auf Forster, Analysis III Seite 223 fiir Details. Der Satz
besagt also insbesondere, dass d einen Homomorphismus

d - Ql(U) — Ql+1(U)
definiert.
Zudem gilt auch folgender Satz:

Satz 17.2. FEs set1 © : U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen
Teilmengen von R*. Fiir alle w € (V) gilt dann, dass

O (dw) = d(O*w).

Der Satz besagt also, dass folgendes Diagram von Abbildungen kom-

mutiert: 1%
@*

(V) (U)

oo
Ut (V) === Qi (U).
Der Satz wird auf Seite 227 von Forster, Analysis III bewiesen.

Wir wollen nun das Differential von Differentialformen auf Unter-
mannigfaltigkeiten einfiihren. Die Idee, wie iiblich, ist dabei die Be-
trachtung von Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten mithilfe
von Karten auf den oben behandelten Fall von Differentialformen auf
offenen Teilmengen von R* zuriickzufiihren.

Es sei also M eine k—dimensionale kompakte Untermannigfaltigkeit
von R™ und es sei w € ;(M). Nehmen wir zuerst an, dass es eine Karte
$: U — V mit Supp(w) C U gibt. Wir bezeichnen mit ¥: V. — U
die Umkehrabbildung von ®. Dann ist ¥*w eine Differentialform [—ter
Ordnung auf V N Ej, also auf einer offenen Teilmenge von E; = RF.
Wir definieren nun '*°

dw = 0" (d(V'w)) .
Es ist hilfreich folgendes Diagram zu betrachten
QZ(U N M) —_— QZ—I—I(U N M)

(VN E) —2 Q1 (VN E).

154D h. die Verkniipfung der Abbildung oben mit der Abbildung rechts ergibt
die Verkniipfung der Abbildung links und der Abbildung unten.

155Es gilt W o ® = id, inshesondere gilt ®* o U* = (¥ o ®)* = id* = id. Genauso
zeigt man, dass ®* o U* = id, d.h. U* = (¢*)~L.



162 STEFAN FRIEDL

Wir definieren also die obige Abbildung mithilfe der anderen drei Ab-
bildungen. Mithilfe von Satz 17.2 kann man leicht zeigen, dass diese
Definition nicht von der Wahl der Karte ® abhéngt.

Wir wollen die Definition des Differentials nun auch auf beliebige For-
men in (M) erweitern. Es sei also M eine kompakte k—dimensionale
Untermannigfaltigkeit von R™ und es sei w € (M) beliebig. Wir
withlen einen endlichen Atlas {®; : U; — V;}i—q,, von M. Wir wéhlen
zudem eine stetige Zerlegung z;: M — [0,1], j € 1,..., s der Eins bzgl.
der offenen Uberdeckung Uy, ..., U,. Wir definieren nun

dw = Zd(zj ‘W),
j=1

wobei die Summanden auf der rechten Seite schon definiert sind, nach-
dem Supp(z; - w) C U; fur ein ¢ € {1,...,7}. Man kann nun ohne
groflere Probleme zeigen, dass diese Definition nicht von der Wahl der
Zerlegung der Eins abhéngt.

Beispiel. Es sei w € Qy(M), dies bedeutet, dass w eine C*°~Funktion
auf M ist. In diesem Fall ist dw € (M) genau die Differentialform 1.
Ordnung, d.h. die Pfaffsche Form, welche wir in Kapitel 15.2 eingefiihrt
hatten.

Wir betrachten nun noch ein ausfiihrlicheres Beispiel: Es sei M C R™
eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit und F' ein C"*°~Vektorfeld
auf M. Wir hatten in Kapitel 16.4 gesehen, dass F’ eine Differentialform
(n — 1)~ter Ordnung w(F') auf M wie folgt definiert: Wir ordnen P in
M die alternierende (n — 1)-Form

(TpM)nil — R
(Ul,...,Un_l) — det(F(P) V1 ... Un—l)-

Wir wollen nun die n-Form dw(F') auf M bestimmen.

Wir bezeichnen mit F},..., F, die Koordinatenfunktionen von F.
Fir ¢ = 1,...,n bezeichnen wir mit F; auch das Vektorfeld auf M,
welches einem Punkt P € M den Vektor F;(P) - e; zuordnet. Dann gilt
F=F+-+F, und es gilt w(F) = w(F}) + -+ + w(F,). Es folgt



ANALYSIS IIT - WINTERSEMESTER 2011-2012 163

zudem aus der Definition, dass 1°°

W(F) = (1) Fy - dxy A -+~ Adxi—g Adxigy A - A da,.
Es folgt nun, dass
dw(F)
= dW(F) 4+ w(F,))
> (Fi)
S d((=1) T E day Ao Ndrpog Adxiga A - Aday,)
= S (=1)"HE A dml A ANdxiy Ndxiqg A -+ ANdaxy,
o (=) ax Edx;) Ndxy A+ ANdaiy ANz A+ Ady,
S (=D e Aday A - Adwiy Adxigy A A d,
= YL (=)TEE(=) T ey A Aday Ada Adaigy A - A da,

= div(F) -dzy A+ ANday,.

n
g dw

Hierbei haben wir verwendet, dass fiir jede stetig differenzierbare Funk-

tion f gilt *7
5]” of
d +- 4 —dzx
f 3x1 . al'n "
sowie, dass
dz; A\ dz; = 0 und dz; A dx; = —dz; N dx;.
15611y der Tat, denn fiir v; = (Vity .y i)yt =1,...,n— 1 gilt:
Vi1 ... Un—1,1
: : : vy Un—1
W) (v, vp1) = F, vii .. vp_1i | = (1) F;det | mit i -terZeile
. . . entfernt
0 vin ... Unn

= (=17 F - (doy A Adxig Adwigr A Adzg) (1, .., Un1)-

Die letzte Gleichheit folgt dabei sofort aus der Definition von dx; und der Definition
des Dachprodukts.
157Piir eine differenzierbare Funktion f:U — Rgilt
0 0
df = —f T+ -+ —fdxn

n

als Abbildungen R™ — R, in der Tat, fiir v = (v1,...,v,) gilt

0 0 0 0
df(v) =grad f-v = —fvl + -+ —f Uy = (—fdxl + -+ —fdxn) (v1, ..., 0p).
xr1 Tn T T
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Zusammenfassend erhalten wir also, dass wenn w die zum Vektorfeld
F zugehorige (n — 1)—Form ist, dann gilt

(17.2) dw = div F dxy A -+ Ndx,.

Bemerkung. Es sei M eine kompakte k—dimensionale Untermannigfal-

tigkeit von R™ und es sei w € );(M). Dann gilt nach Forster, Analysis
III Seite 223, dass

ddw = 0.
Fiir jedes [ betrachten wir nun
Zi(M) = {weY(M)|dw=0}, und
B(M) = {dw|w e Q_1(M)}.

Nachdem ddw = 0 fiir alle Differentialformen folgt, dass
Bi(M) C Zy(M).
Wir konnen also den Quotientenvektorraum
H'(M) := Z,(M)/Bi(M)

bilden. Der Vektorraum H'(M) ist der Quotient von zwei unendlich (so-
gar iiberabzihlbar) dimensionalen Vektorrdumen. Uberraschenderweise
gilt allerdings, dass H'(M) immer ein endlich dimensionaler Vektor-
raum ist. Der Vektorraum H'(M) wird die [-te de Rham Kohomologie-
gruppe von M genannt, diese spielt eine sehr wichtige Rolle in hoheren
Vorlesungen.

17.3. Formulierung des Satz von Stokes. Der Satz von Stokes lau-
tet nun wie folgt:

Satz 17.3. (Satz von Stokes) Es sei M eine orientierte k—dimensionale
kompakte Untermannigfaltigkeit mit Rand ' und es seiw € Qp_1(M).

Dann gilt
/ dw = / w.
M oM

Unser Ziel war es, eine Verallgemeinerung von Satz 16.2 und vom
GauBschen Integralsatzes zu finden. Es ist offensichtlich '*°, dass der

1585 gilt auch folgende Version des Satzes fiir eine orientierte k—dimensionale
kompakte Untermannigfaltigkeit M mit OM: fiir w € Q1 (M) ist

/ dw = 0.
M

159Hjerbei verwenden wir die Konvention aus Kapitel 17.1 fiir die Orientierung
des Randes einer orientierten 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
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Satz von Stokes im Falle £k = 1 genau der Aussage von Satz 16.2 ent-
spricht. Wir werden nun zeigen, dass wir den Gauf3schen Integralsatzes
aus dem Satz von Stokes herleiten konnen.

Es sei also M C R” eine kompakte n—dimensionale Untermannigfal-
tigkeit mit Rand. Wir bezeichnen mit v das duflere Einheitsnormalen-
feld auf OM. Es sei F': M — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Wir miissen zeigen, dass

/diVF:/ F v
M oM

Wie in Kapitel 16.4 betrachten wir die zu F' zugehorige Differenti-
alform (n — 1)~ter Ordnung w auf M. Zur Erinnerung, fiir P ist w(P)
die alternierende (n — 1)—Form

(TpM)nil —- R
(U1, ..., 0p—1) = det(F(P)vy ... vp_q).

Der Satz von Stokes besagt nun, dass

/dw:/ w.
M oM

Es folgt aus (17.2) und aus Lemma 16.11, dass
fMdiVF = fMdiVF dxy N\ -+ N dx, = fde = faMW = faMF-V.

Wir haben damit bewiesen, dass der Satz von Stokes insbesondere den
GauBlschen Integralsatz impliziert.

17.4. Beweis des Satz von Stokes. Wir wollen jetzt den Satz von
Stokes beweisen. Es sei also M C R" eine orientierte k—dimensionale
Untermannigfaltigkeit mit Rand und es sei w € ;_1(M). Wir miissen

zeigen, dass
/ dw = / w.
M oM

Die Diskussion im vorherigen Kapitel zeigt, dass der Fall £ = n, d.h.
der Fall

dim(Untermannigfaltigkeit) = dim(umgebender Raum)

dquivalent zum Gauflschen Integralsatz ist. Nachdem wir den Gauf-
schen Integralsatz schon bewiesen haben, haben wir den Satz von Sto-
kes schon im Fall £ = n bewiesen.

Es sei nun k£ € {0,...,n} beliebig. Die Idee ist nun den Satz von
Stokes mithilfe von Karten wiederum auf den Fall

dim(Untermannigfaltigkeit) = dim(umgebender Raum)



166 STEFAN FRIEDL

zuriickzufithren. Sei w € Q1 (M). Es folgt aus den Definitionen, dass
es geniigt den Fall zu betrachten, dass w € Supp(®) fiir eine Karte
®: U — V von M, wobei V' C Hy.

Wir bezeichnen mit U: V' — U die Umkehrabbildung von ®. Es folgt

UnM > v
| Q

VN Hy

Supp(¥*w) C V N Hy,

ABBILDUNG 11. Schematisches Bild einer Karte und des
Quaders Q.

aus den Definitionen und aus Satz 17.2, dass 6

Jydw = fUﬂM dw = fVﬂEk U (dw) = fVﬂEk d(Vw),
Jouw = Joromw = f@(BM)mHk Vrw.

Der Satz von Stokes folgt nun also aus folgender Behauptung ange-
wandt auf W = &(M) N H, und n = V*w.

Behauptung. Es sei W C Hj, eine offene Teilmenge und 1 eine C'°°—
Differentialform k—ter Ordnung auf W, so dass Supp(n) C W. Dann

160Hjerbei verwenden wir, dass fiir vy, ..., v, € R¥ = T,(V N Ey) und eine k-
Form n auf M direkt aus den Definitionen folgt, dass

(T*n)(v1, ... oK) = n(Puor, ..., Uog)).
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Fiir den Beweis der Behauptung wéhlen wir nun einen Quader ) C
Hy., welcher W enthélt. Wir setzen 7n auf ganz @) fort, indem wir allen
Punkten in @ \ W die 0-Form zuordnen. Nachdem Supp(w) C W ist
die Fortsetzung von 7 auf ganz () weiterhin eine C'*°-Differentialform.
Es folgt nun, dass

Lo [,
W Q oQ WnNHy

Hierbei folgt die erste und die letzte Gleichheit aus der Tatsache, dass
n auf W\ @ und damit auch auf 9Q \ (W N Hy) verschwindet. Die
mittlere Gleichheit folgt daraus, dass der GauBsche Integralsatz (und
damit auch der Satz von Stokes nach der obigen Diskussion) nach Satz
14.6 fiir Quader gilt. Wir haben damit den Satz von Stokes mithilfe
des GauBschen Integralsatzes bewiesen.

17.5. Der Satz von Stokes fiir Flichen in R3. Es sei nun F =
(Fy, F,, F.) ein C>~-Vektorfeld auf R®. Die Rotation von F ist definiert
als das Vektorfeld

oF,  OFy
8}3:{ 0z
rot : = | —9%= 4 9%
é?}g 0z
Oy _ OF;
ox dy

Bemerkung. Die Definition rot F' kann man sich leicht auf folgende Wei-
se merken. Wir schreiben

0

3

0
Vi=| %

i

0z

Dann gilt

rot ' =V X F|

wobei V x F' das Kreuzprodukt des Operators V mit dem Vektorfeld
F' bezeichnet.

Es sei nun M C R? eine kompakte orientierte Fliche. Wir definieren

Integral der 2-Form, welche fiir P € M gegeben ist durch
/ rot F': = TpM xTpM — R
M (v1,v9) > det(rot F(P) vy vg).

Zudem definieren wir
TpaM — R
v = F(P)-v.

Der klassische Satz von Stokes lautet nun wie folgt:

Integral der 1-Form, welche fiir P € OM gegeben ist durch
F =
I8
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Satz 17.4. (Klassische Satz von Stokes) FEs sei M C R3 eine
kompakte orientierte Fliche und F' = (F,, F,, F,) ein C™-Vektorfeld

auf R®. Dann gilt
/ rot F :/ F.
M oM

Beweis. Wir werden den klassischen Satz von Stokes mithilfe des all-
gemeinen Satz von Stokes beweisen. Es sei M C R? also eine kompakte
orientierte Fliche und F ein C°°Vektorfeld auf R3. Wir bezeichnen
mit w die 1-Form auf M, welche fiir P € M gegeben ist durch

TeM — R
v — F(P)-v.

Der Satz von Stokes besagt nun, dass

/dw:/ w.
M oM

Der klassische Satz von Stokes folgt nun aus den Definitionen und aus
der folgenden Behauptung;:

Behauptung. Wir bezeichnen mit n die 2-Form auf M, welche fiir P €
M gegeben ist durch

TPM X TPM — R
(v1,v9) = det(rot F'(P) vy vg).

Dann gilt n = dw.

Es folgt sofort aus den Definitionen, dass

w=Fydx+ F,dy + F. dy.
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Es folgt nun, dass 1%

dw = d(F,dz+ F,dy+ F.,dy)
= dF, N do +dF, N dy + dF, A\ dz

= <8F”dx—|—6FIdy+aF’”dz)/\dx
—l—(%dm—l—%dy—i—%dz) A dy
—l—(%FZ d:zc—i—an dy—l—an dz) A dz

_ <% - an) doz A dy+ (9= — 25 da A dz + <‘9§ — 8Fy) dy A dz.

Wendet man nun diese 2-Form auf vy = (v14, v1y, V1) und vy = (vay, Vay, V2,)
an, so erhélt man

dw(vi,ve) = (% — BF”) V1,V9y — V1yva,)
(8FZ - an> lev2z UleZx)
<8Fyz - 6Fy) Ulyv2z - UleZy)
881;2 - 68Fzy Vizg V2
= det —% + 881? Uiy  Ugy
6@% - 88};3: V1 U2y
= det(rot F(P) vy vy)
= n(vi,v2).
Wir haben damit die Behauptung bewiesen. 0

161 Hierbei verwenden wir wiederum, dass fiir jede stetig differenzierbare Funkti-

on f gilt
8f of

9o T

df dwna
sowie, dass

dz; Ndx; = 0 und dx; A dej = —dxj A dx;.



