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Aufgabe 1. (35 Punkte) Bei den folgenden Teilaufgaben ist jeweils genau eine Antwort
richtig; diese ist anzukreuzen. Beweise oder Begriindungen sind nicht erforderlich.

Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie 5 Punkte, falsch beantwortete und nicht bearbeitete
Teilaufgaben werden nicht gewertet.

(a) Welcher der folgenden Untervektorraume von M, (C) (versehen mit der iiblichen Lie-
Klammer [A, B] = AB — BA) ist eine Lie-Unteralgebra?
O die symmetrischen Matrizen in M,,(C);
X die Matrizen mit Spur 0 in M, (C);
O die hermiteschen Matrizen in M, (C);

(b) Sei A= ( 8 (1) ) € M>(C). Dann ist exp A := T+ A+ £ A%+ ... € M(C) die Matrix:

0 1 01 11
. . ?
o (00 = (1) (1)
(¢) Welche der folgenden verallgemeinerten Cartan-Matrizen ist vom endlichen Typ?
2 -1 2 -1 2 -1
“(H2) e(Ay) e(5Y)

(d) Sei g eine Lie-Algebra. Ein 2-Kozykel ¢ auf g mit Werten in C ist eine bilineare und
schiefsymmetrische Abbildung ¢ : g x g — C, fiir die zusétzlich gilt:

X (1, [la, l3]) + d(ls, [C1, L2]) + P(La, [l3,61]) = O;
O @b, [, l3]) — (s, [€1, L2]) — (Lo, [€5, 41]) = 05
O ¢(la, [l2,£3]) + o(3, [€3,£2]) + @(£1, [€3,41]) = 07

(e) Die Virasoro-Algebra V hat als Basis die Elemente {L,, | m € Z} U {c}, wobei ¢ ein
zentrales Element ist. Fiir die L,, ist die Lie-Klammer definiert durch

1
[Lm) Ln] = (’I’TL — n)Lm+n + (5m+nygﬁ(m3 — m)C

Welche Aussage ist wahr: Die Virasoro-Algebra ist eine zentrale Erweiterung

X der Witt-Algebra;
O der Heisenberg-Algebra;
O des Ringes der Laurent-Polynome Cl[t, ¢~ 1].

(f) Sei V' = @, Ce; der unendlich-dimensionale Vektorraum mit Basis {e; | i € Z}.
Welches der folgenden unendlichen Dachprodukte ist ein Element im Fock-Raum A (V'):

deiANe_1ANeaANe_gNesNe_gNegNe_gNesNe_sNegNe_gNerNe_7...;
deirANesNegANegNes Aeg ...
XK et AegANe_1ANe_gANe_gNe_gNe_sNe_gN...7

(g) Welche der folgenden Aussagen ist wahr: Die Lie-Algebra gl (C) ist die Lie-Algebra
aller komplexen Z x Z-Matrizen mit der Eigenschaft:

X nur endlich viele Eintrage sind ungleich 0;
[0 unendlich viele Eintréige auflerhalb der Diagonalen sind ungleich 0;

0 nur endlich viele Eintrage auflerhalb der Diagonalen sind gleich 1, und nur endlich
viele Eintrége auf der Diagonalen sind verschieden von 0.
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Aufgabe 2. (25 Punkte) 5/[; und die Heisenberg-Algebra:
Sei sly die affine Lie-Algebra sly(C[t,t71]) @ Cc @ Cd mit der Lie-Klammer

[2t* + Aic+ pad, yt! + Xoc + pod) = [z, y|t" + pjyt! — pokat® + ko, —;Spur (x - y)c.

Die Heisenberg-Algebra H ist die Lie-Algebra mit Vektorraumbasis {a,, | n € Z} U{K}, wobei
K ein zentrales Element ist und ansonsten die Klammerregel [ay,, an] = My, —n K gilt.

i) Sei hg = < é _01 ) € sly(C). Zeigen Sie: der Untervektorraum

H := @) Chot! ® Cc C sl
JEZ

ist eine Lie-Unteralgebra.

ii) Zeigen Sie: die Abbildung H — H, definiert durch t/hg — a; und ¢ — %K , definiert
einen Lie-Algebrenisomorphismus zwischen H und H.

Beweis: Zu i): ¢ ist ein zentrales Element in g[; , also gilt [h, ] = 0 fiir alle h € H. Weiter gilt
geméf der obigen Klammerregel:

[hgtk, hotj] = [ho, ho]thrk + kék’_jSpur (h() . ho)c = 2k5k,_jc € H. (1)

Nach Konstruktion ist H ein Untervektorraum von 5/[\2 . Da die Klammer auf 5/[\2 bilinear ist,
folgt aus der Rechnung in (1): [h, h'] € H fiir alle h, k' € H. Somit ist H eine Lie-Unteralgebra
von 5/[;

Zu i): Die in i) definierte Abbildung ¢ : H — H schickt eine Basis von H auf eine Ba-
sis von H, es ist also ein Vektorraumisomorphismus. Es bleibt zu zeigen, dass es ein Lie-
Algebrahomomorphismus ist.

Das zentrale Element ¢ wird auf das zentrale Element %K geschickt, also

1K) = [6(h), 6(c)] VR € H.

([h, c]) = ¢(0) = 0= [¢(h), 5

Fiir die Klammer der anderen Basiselemente gilt nach (1):
o ([hot®, hot?]) = ¢(2kdk _jc) = kg ;K = [ag, a;] = [p(hot®), d(hot?)].

Die Bilinearitat der Klammer impliziert daher: ¢ ist ein Lie-Algebraisomorphismus.
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Aufgabe 3. (20 Punkte) Orthogonale Lie-Algebra:
Sei 0,(C) € M, (C) der Unterraum der schiefsymmetrischen Matrizen, d.h.

0n(C) i= {A € M,(C) | 'A = —A}.

i) Beweisen Sie: 0,(C) ist eine Lie-Unteralgebra von sl,(C), d.h. 0,(C) C s[,(C) ist ein
Unterraum, und mit A, B € 0,(C) ist auch [A, B] = AB — BA € 0,(C).

ii) Sei 0,(C[t,t71]) := {A € M, ( [t,t 1) | A = —A}. Zeigen Sie: 0, (C[t,t7!]) ist eine
Lie-Unteralgebra von M, (C[t,t!]), und

2 0n(Clt, 1) < 0n(Clt,t71]) = C, (4, B) = Res (SpuI"(%f >)

ist ein 2-Kozykel, d.h., x ist bilinear, schiefsymmetrisch, und geniigt der Jacobi-Identitét.

Beweis: Zu i): 0,(C) ist nach Konstruktion (definiert durch lineare Gleichungen) ein Unter-
vektorraum von M, (C). Die Bedingung ‘A = — A impliziert die Diagonaleintriige von A sind
alle gleich 0, insbesondere gilt Spur A = 0. Somit ist 0,(C) ein Unterraum von sl,(C). Seien
A, B € 0,(C). Dann gilt

‘A, B] =Y(AB) —"(BA) ='B'A - 'B'A = (-B)(—A) — (—A)(~B) = BA— AB = —[A, B].

Aus A, B € 0,(C) folgt [A, B] € 0,(C), und somit: 0, (C) ist eine Lie-Unteralgebra von sl,,(C).
Zu ii): Wie in i), 0,(C[t,t71]) ist nach Konstruktion ein Untervektorraum von M, (C[t,t~1]),

die Schiefsymmetrie der Matrizen impliziert wie oben o, (C[t,t7!]) ist ein Untervektorraum
von sl,(C[t,t71]). Seien A, B € 0,,(C[t,t71]). Dann gilt

"[A,B] ="(AB) —"(BA) ='B'A - 'B'A= BA - AB = —[A, B,
somit ist mit A, B € 0,(C[t,t71]) auch [A, B] € 0,(C[t,t!]). Es folgt: 0, (C[t,t7!]) ist eine

Lie-Unteralgebra von sl,,(C[t,t7!]). In der Vorlesung wurde gezeigt:

0A
k1 sl (C[t,t7)) x sl,(C[t,t7Y]) = C, (A, B) — Res (Spur(atB)>
ist ein 2-Kozykel, d.h., x ist bilinear, schiefsymmetrisch, und geniigt der Jacobi-Identitét.
Die Einschrinkung der Abbildung auf o, (C[t,t']) x 0,(C[t,t7!]) geniigt daher auch diesen
Bedingungen.
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Aufgabe 4. (20 Punkte) Cartan-Unteralgebra:
Sei g die affine Kac-Moody Algebra sls, siehe auch Aufgabe 2 fiir die Notation. Sei

h:=Chy® Cc o Cd.

Beweisen oder widerlegen Sie: b ist eine Cartan-Unteralgebra im {iblichen Sinne, also § ist eine
Lie-Unteralgebra, nilpotent und selbstnormalisierend. Zur Erinnerung: nilpotent bedeutet es
gibt ein ¢ mit

[ha[f%[ ’[hah]“] =0,

14

und selbstnormalisierend bedeutet [g, h] € b fiir alle h € b impliziert g € b.

Beweis: Nach Definition ist § ein Untervektorraum von g@ Aus der Definition der Klammer
(siehe Aufgabe 2) folgt sofort:

[l/lho—l-)\lC—i-Mld, V2h0+)\QC+M2d] = V19 [ho, ho]+u10h0t0—u20h0t0+0(507_08pur (ho-ho)c = 0.

Damit ist ) eine kommutative Lie-Unteralgbra, insbesondere also nilpotent. Es bleibt zu zei-
gen: b ist selbstnormalisierend. Sein nun g € sly so, dass [g, h] € b fiir alle h € . Das Element
g hat eine Zerlegung

g=Ac+ pd+ Zgjtj mit g; € sly(C).
JEZL
Es folgt (siehe Klammerregel in Aufgabe 2):

[97 d] == ngtj'

Da [g,d] € b nach Annahme, muss notwendigerweise gelten: ¢g; = 0 fiir alle j # 0. Sei nun

0 1 00
e-(oo)undf—<10>.
Da wir bereits annehmen kénnen g; = 0 fiir alle j # 0, haben wir eine Zerlegung

g = Ac+ pd + vho + ae + Bf.

Dann gilt [g, ho] = 2ae—25f. Da [g, ho] € h nach Annahme, folgt notwendigerweise a = § = 0.
Aus [g, h] € b fiir alle h € b folgt somit notwendigerweise g € b.
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