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Übungen zu Schleifengruppen

Aufgabe 1. Sei G eine reelle Mannigfaltigkeit und gleichzeitig eine Gruppe, so dass die Grup-
penverknüpfung µ : G × G → G, (g, h) 7→ gh, differenzierbar ist. Zeigen Sie, dass dann bereits
die Inversenabbildung i : G→ G, g 7→ g−1, differenzierbar ist.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass GLn(C) realisiert werden kann als abgeschlossene, reelle Unter-
mannigfaltigkeit eines CN ' R2N versehen mit der üblichen differenzierbaren Struktur.

Aufgabe 3. Sei G eine Lie-Gruppe und bezeichne mit G0 die Zusammenhangskomponente des
neutralen Elements in G. Zeigen Sie, dass G0 ein Normalteiler von G ist.

Aufgabe 4. Wir betrachten den Polynomring in einer Variablen R[ε] und definieren den Ring
der dualen Zahlen R als den Quotienten R := R[ε]/(ε2), wobei (ε2) das von ε2 in R[ε] erzeugte
Ideal bezeichne. Sei f ∈ R[x1, . . . , xN ] ein Polynom und sei 0 ein regulärer Wert von f , das heißt
Dfp ist surjektiv für alle p ∈ RN mit f(p) = 0. Dann ist M :=

{
p ∈ RN

∣∣ f(p) = 0
}
eine reelle

Untermannigfaltigkeit des RN .
Sei p ∈ M . Definiere Vp :=

{
v ∈ RN

∣∣ f(p+ εv) = 0 in R
}
, wobei wir f in natürlicher Weise

als eine Abbildung (R[ε])N → R[ε] auffassen. Zeigen Sie, dass Vp = TpM gilt.

Aufgabe 5. Sei G = Un(C).
(i) Zeigen Sie, dass G eine reelle Lie-Gruppe ist.

(ii) Bestimmen Sie den Tangentialraum an 1 und berechnen Sie die (reelle) Dimension von G.

(iii) Ist G kompakt?

(iv) Ist G zusammenhängend?

(v) Ist G eine komplexe Untermannigfaltigkeit von Cn×n versehen mit der üblichen holomor-
phen Struktur?

Optional noch ein paar „einfache“ Überlegungen ohne Prüfungsrelevanz.
(vii) Ist G einfach zusammenhängend?

(viii) Ist G eine einfache Lie-Gruppe?

(ix) Ist G als Gruppe einfach?

Präsenzaufgabe. Lösen Sie Aufgabe 5 für ihre allerliebste Lie-Gruppe, zum Beispiel S1,GLn(C),
GLn(R), SLn(C), SLn(R), On(C), On(R), SOn(C), SOn(R), Sp2n(C), S̃L2(R) ...

Abgabe am 06. November in der Vorlesung.
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