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Ubungen zu Schleifengruppen

Aufgabe 1. Sei X eine affine Varietat mit Koordinatenring C[X]. Seien a und b Ideale in C[X]
und (a;);er eine beliebige Familie von Idealen in C[X]. Zeigen Sie, dass

(i) aCcb=Vx(a) DVx(b),
(ii) Vx(a) UVx(b) =Vx(anb)=Vx(a-b) und
(it)) Nyer Vx(as) =Vx(Uer @) = Vx (O,er m)
gilt. Dies zeigt, dass Zariski-Topologie auf X tatsédchlich eine Topologie ist.

Aufgabe 2. Sei R eine endlich erzeugte C-Algebra ohne nilpotente Elemente. Seien a und b
Ideale in R und (a;);cs eine beliebige Familie von Idealen in R. Zeigen Sie, dass

(i) aCb= VR(U.) D) VR(b),
(ii) Vr(a) UVR(b) = Vr(aNb) =Vr(a-b) und
(i) Mier Vr(ai) =Vr(Uerai) = VR(Xies %)

gilt. Dies zeigt, dass Zariski-Topologie auf MSpec R tatsédchlich eine Topologie ist.
Aufgabe 3. Bestimmen Sie die abgeschlossenen Mengen der Zariski-Topologie auf C = MSpec C[z].

Aufgabe 4. Sei X ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass die folgenden Eigenschaften dqui-
valent sind.

(i) Fir je zwei abgeschlossene Teilmengen A und B in X mit X = AU B gilt A = X oder
B=X.

(ii) Fiir je zwei offene Teilmengen U und V in X gilt U NV # (.

(iii) Fiir jede nichtleere, offene Teilmenge U in X gilt X = U.

Aufgabe 5. Bezeichne mit C[z]; C C[z] den Untervektorraum der Polynome vom Grad 4 fiir
alle 7 € N.

(i) Zeigen Sie, dass €, Clz]; = Clz].

(ii) Finden Sie eine Beschreibung fir R := [[, .y C[z];. Ist insbesondere R ~ C[z]?

€N



Definition 1. Seien (X;);en topologische Rdume und (p;;)i<; stetige Abbildungen ¢;; : R; —
R; mit der Bedingung ¢;r = @i 0 @5 fiir i < 7 < k. Wir definieren den induktiven Limes
(hgl X, (m;)jen) durch folgende drei Eigenschaften:

(i) lim X ist ein topologischer Raum.

ii) Die 7; : lim X; — X sind stetige Abbildungen, so dass
FAREREN J g

lim X

ein kommutatives Diagramm ist fiir alle j < k.

(iii) Fir jeden anderen topologischen Raum X mit Abbildungen 7;, so dass die Eigenschaften
(i) und (ii) gelten, gibt es eine eindeutige stetige Abbildung ®, so dass

ein kommutatives Diagramm ist fiir alle j < k.
Aufgabe 6. Geben Sie eine explizite Beschreibung von hﬂX,» und der Topologie auf hﬂX,» an.

Abgabe am 20. November in der Vorlesung.



