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Aufgabe 1

Sei f integrierbar bez̈uglich eines Maßesµ auf einerσ-AlgebraF . Definiereν durch νA = µ(1Af),
A ∈ F . Zeigen Sie: Dann gilt

ν+A = µ(1Af+), ν−A = µ(1Af−).

Aufgabe 2

Sei(Ω,F) ein messbarer Raum;F enthalte die Einpunktmengen. Seienµ undν diskrete Maße aufF .

(i) Sindµ undν immerσ-endlich?

(ii) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung für ν � µ.

(iii) Berechnen Sie alleµ-Dichten vonν.

Hinweis: Das Maßµ heißtdiskret, wenn es abz̈ahlbar vieleωi ∈ Ω undpi ∈ R gibt, so dass

µA =
∑

ωi∈A

pi für A ∈ F .

Aufgabe 3

Seienµ undν stetige Maße auf der Borel-AlgebraBn desRn.

(i) Sindµ undν immerσ-endlich?

(ii) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung für ν � µ.

(iii) Berechnen Sie alleµ-Dichten vonν.

Hinweis: Das Maßµ heißtstetig mit Dichtea, wenna : Rn → R Borel-messbar ist mit

µA =
∫

A
a(x)λ(dx), A ∈ F .



Aufgabe 4

Es seienµ ein Maß aufσ-AlgebraF , g µ-integrierbar undν definiert durch

ν(A) :=
∫

A
g dµ, A ∈ F .

(i) Zeigen Sie, dassν dann ein endliches Maß ist, insbesondere alsoν({g 6= 0}) < ∞ gilt.

(ii) Geben Sie ein Beispiel an, bei demµ({g 6= 0}) = ∞ gilt.

(iii) Zeigen Sie, dass esAn ∈ F (n ∈ N) gibt mit
⋃

n∈N
An = {g 6= 0} undµ(An) < ∞ für allen ∈ N.

Aufgabe 5

(i) Seien(Ω,F , µ) ein Maßraum,g eine nicht negative, Borel-messbare Funktion aufΩ undν definiert
durch

ν(A) :=
∫

A

g dµ für A ∈ F .

Seif eine Borel-messbare Funktion aufΩ. Zeigen Sie, dassf genau dannν integrierbar ist, wennfg
µ-integrierbar ist, und dass im Falle der Integrierbarkeit∫

Ω

fdν =
∫

Ω

fg dµ

gilt.

(ii) Für σ-endliche Maßeµ undν gilt µ ∼ ν genau dann, wennµ eine (fasẗuberall) strikt positive, (fast
überall) endlicheν-Dichte besitzt.


