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Aufgabe 46

Seiτ eine Stoppzeit bzgl. der Filtrierung(Ft)t>0. Zeigen Sie:

(i) τ istFτ -messbar.

(ii) Auf {τ = t} gilt Fτ = Ft.

(iii) Sei σ eine weitere(Ft)t>0-Stoppzeit. Dann giltFσ ∩ {σ ≤ τ} ⊂ Fσ∧τ = Fσ ∩ Fτ .

Aufgabe 47

Seien(Ft)t>0 eine Filtrierung im Messraum(Ω,F) und τ : Ω → [0,∞] eine Abbildung.
Zeigen Sie:τ ist genau dann eine schwache Stoppzeit, wennτ eine(F+

t )t>0-Stoppzeit ist.

Aufgabe 48

(i) Seienτn, n ∈ N, Stoppzeiten. Zeigen Sie, dasssup
n∈N

τn dann eine Stoppzeit ist.

(ii) Seienτn, n ∈ N, schwache Stoppzeiten. Zeigen Sie, dassτ := inf
n∈N

τn dann eine schwache

Stoppzeit ist undF+
τ =

⋂
n∈N

F+
τn

gilt.

Aufgabe 49

SeienG ⊂ Rp offen, T : G → Rp injektiv und T−1 : TG → G stetig differenzierbar mit
det ∂T−1 6= 0 auf ganzTG. SeiP ein Wahrscheinlichkeitsmaß aufBp mit Lebesgue-Dichtef ,
die außerhalb vonG verschwinde. Zeigen Sie, dass das BildmaßP T dann eine Dichte besitzt, die
außerhalb vonTG verschwindet und aufTG die Formf ◦ T−1 · |det ∂T−1| hat.

Hinweis: Wenden Sie folgende Version der Substitutionsregel (für T−1 an Stelle vonT ) an: Sei
G ⊂ Rp offen,T : G → Rp injektiv und stetig differenzierbar,det ∂T 6= 0 auf G undh sei eine
integrierbare Funktion aufTG. Dann gilt f̈ur alleA ∈ Bp ∩G:∫

TA

h(y) dy =
∫
A

h(T (x))|det ∂T (x)| dx.



Aufgabe 50

Eine FunktionA : [0,∞) → R heißtHölder der Ordnung a auf dem IntervallI, wenn

sup
s,t∈I,s 6=t

|At −As|
|t− s|a

< ∞.

Zeigen Sie: Die Brownschen Pfade sind f.s. auf allen Intervallen nicht Hölder der Ordnung
a > 1/2.


