
W. Wefelmeyer Wintersemester 2003/04
M. Scḧolpen
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Aufgabe 51

Es seien(Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,Yn, n ∈ −N, und Y−∞ Zufallsvariablen mit
Yn −→

n→−∞
Y−∞ f.s., und es gebe eine ZufallsvariableZ mit EZ < ∞ und |Yn| ≤ Z f.s. für alle

n ∈ −N. Fn ⊆ F , n ∈ −N ∪ {−∞}, seienσ-Algebren mitFn ↓ F−∞. Zeigen Sie, dass dann

E(Yn|Fn) −→
n→−∞

E(Y−∞|F−∞) f.s.

gilt.

Aufgabe 52

SeienXn, n ∈ N, unabḧangige, identisch verteilte Zufallsvariable mitEXn = µ undVar(Xn) =
σ2 < ∞. Zeigen Sie, dass (

n

2

)−1 ∑
1≤i<j≤n

(Xi −Xj)2 −→ 2σ2

gilt.

Aufgabe 53

(Xn)n∈N sei eine Folge{0, 1}-wertiger, vertauschbarer Zufallsvariablen. Folgern Sie direkt aus
der Definition der Vertauschbarkeit, dass

P (X1 = 1, . . . , Xk = 1|Sn = m) =

(
n−k
n−m

)(
n
m

)
gilt (k ≤ m ≤ n, Sn :=

n∑
j=1

Xj).



Aufgabe 54

(i) SeienX1, . . . , Xn ∈ L2(P ) vertauschbar. Zeigen Sie, dass dannCov(X1, X2) ≥ − 1
n−1Var(X1)

gilt.

(ii) Sei (Xn)n∈N vertauschbar mitVar(X1) < ∞. Zeigen Sie:Cov(X1, X2) ≥ 0.

(iii) Zeigen Sie, dass es eine vertauschbare FamilieX1, . . . , Xn gibt, die nicht zu einer ver-
tauschbaren FamilieX1, . . . , Xn+1 fortgesetzt werden kann.

Aufgabe 55

Eine Folge von Zufallvariablen(Xn)n∈N heißtbedingt u.i.v. gegeben G, falls

P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn|G) =
n∏

m=1

P (X1 ≤ xm|G)

gilt. Zeigen Sie:

(i) Ist (Xn)n∈N bedingt u.i.v. gegebenG, so ist(Xn)n∈N vertauschbar.

(ii) Der Grenzwert von(An(ϕ))n∈N (siehe Lemma 17.5) ist messbar bzgl. der terminalen
σ-Algebra.


