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Aufgabe 11

Seien(Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,X eine Zufallsvariable mit VerteilungQ := PX undG ⊆ F
eineσ-Algebra. Zeigen Sie, dassX genau dann vonG unabḧangig ist, wennQ die bedingte Verteilung von
X gegebenG ist, in dem Sinne, dassP (X ∈ A′|G) fast sicher konstant ist.

Aufgabe 12

(i) SeienX und Y unabḧangige Zufallsvariable, wobeiY reell und integrierbar sei. Zeigen Sie, dass
dann

E(Y |X) = E(Y ) P -f.s.

und
E(Y |X = x) = E(Y ) P -f.s.

gelten.

(ii) Geben Sie ein Beispiel für integrierbare ZufallsvariableX undY an, so dassE(Y |X) = E(Y ) gilt,
X undY aber nicht unabḧangig sind.

Aufgabe 13

SeiX eine reelle Zufallsvariable mit Dichtef bez̈uglich einesσ-endlichen Maßesµ überR, das symme-
trisch ist, d.h.µ(−B) = µ(B) für alle Borel-MengenB.

Zeigen Sie: Mitg : R → {Q : Q W-MaßüberR},

g(x) :=

{
f(−x)

f(−x)+f(x)δ−x + f(x)
f(−x)+f(x)δx , falls f(−x) + f(x) 6= 0

Q0 , falls f(−x) + f(x) = 0
,

wobeiδy das Dirac-Maß iny bezeichne undQ0 ein festes Wahrscheinlichkeitsmaß, istg(|X|) eine bedingte
Verteilung vonX gegebenF(|X|).



Aufgabe 14

SeienX1, . . . , Xn unabḧangige, identisch verteilte, reelle Zufallsvariable. SeienY1, . . . , Yn die entspre-
chenden Ordnungsstatistiken, d.h. mito : Rn −→ Rn,

o((x1, . . . , xn)) := (y1, . . . , yn),

wobei
yj := min{xk : 1 ≤ k ≤ n, xk > yi für 1 ≤ i < j}, 1 ≤ j ≤ n,

gilt
(Y1, . . . , Yn) := o((X1, . . . , Xn)).

Geben Sie eine bedingte Verteilung vonX = (X1, . . . , Xn) gegebenF((Y1, . . . , Yn)) an.

Aufgabe 15

Seien(Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum,X ∈ L2(F) undG ⊆ F . Zeigen Sie:E(X|G) ist die beste
L2-Approximation vonX auf den RaumL2(G) derG-messbaren Funktionen inL2(F).


