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Aufgabe 16

SeienYi, i ∈ N, unabḧangige Zufallsvariable mit Erwartungswert0. SetzeXn :=
n∑

i=1

Yi sowieFn :=

F(Y1, . . . , Yn). Zeigen Sie, dass(Xn,Fn)n∈N ein Martingal ist.

Aufgabe 17

SeienYi, i ∈ N, unabḧangige Zufallsvariable mitEYi =: ai 6= 0. SetzeXn :=
n∏

i=1

Yi

ai
,Fn := F(Y1, . . . , Yn).

Zeigen Sie, dass(Xn,Fn)n∈N ein Martingal ist.

Aufgabe 18

Es seienXi für i ∈ N unabḧangige,Zd-wertige Zufallsvariable mitP [Xi = j] = 1
2d für j ∈ Zd mit |j| = 1.

SetzeSn :=
n∑

i=1

Xi, n ∈ N0. Zeigen Sie:

(i) (‖Sn‖2, n ∈ N0) ist ein Submartingal.

(ii) (‖Sn‖2 − n, n ∈ N0) ist ein Martingal.

Aufgabe 19

SeienXn, n ∈ N, definiert wie in Aufgabe 8(ii), alsoX1 gleichverteilt in(0, 1) undXn gegebenX1 =
x1, . . . , Xn−1 = xn−1 gleichverteilt in (0, xn−1). Zeigen Sie, dass(Xn)n∈N ein Supermartingal mit
E(Xn) = 2−n ist. Folgern SieXn → 0 f.s.

Aufgabe 20

Sei(Xn,Fn)n∈N0 ein Supermartingal. DefiniereY0 := X0, Yn := Yn−1 +(Xn−E(Xn|Fn−1)) für n ∈ N
sowieA0 := 0, A1 := X0−E(X1|F0) undAn := An−1 +(Xn−1−E(Xn|Fn−1)) für n > 2. Zeigen Sie:

(i) Es gilt Xn = Yn −An.

(ii) (Yn,Fn)n∈N ist ein Martingal.

(iii) F ür fast alleω ist An(ω) nicht fallend inn.


