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Aufgabe 21

Eine Folge von Zufallsvektore(]X,(LI), . ,XT(L’“))%N heiBt Submartingal bzgl. einer Filtration(F,, ),cn,

falls jede Komponent(aXﬁj),]?,L),LeN, 1 < j <k, ein Submartingal ist.
Zeigen Sie: 19(X,,, Y,,), F(X1, Y1, ..., X5, Y2 ) )nen €in Submartingal, so au€X,,, (X, . .., X)) nen-

Aufgabe 22

SeienY;,i € N, unablangige, identisch verteilte Zufallsvariable niff{{Y; = 1}) = p € (0,1) und
P{Y1 = —-1}) =1 —p =: q. SetzeS,, := > Y; furn € Ny (Sy = 0). (Vergleiche Stochastik |,

=1
Beispiel 1.2.3.) Setz&,, := S,, — n(p — q),n € Ny, sowieF,, := F(Y1,...,Y,),n € N (Fy := {0, Q}).
Zeigen Sie, dasgX,,, F,, )nen, €in Martingal ist.

Aufgabe 23

Betrachte eine absorbierende Irrfahrt 40f..., N} (vgl. Stochastik |, Beispiel 1.2.5). Seiéf, i € N,

die Spiinge der IrrfahrtSy = k& € {0,..., N} der Startwert unds,, = Sp + >_ Y; die Position nach
=1

n Springen. SetzeX,, = (£)° furn € Ny (¢ := 1 —p)undF,, := F(¥1,...,Y,) furn € N

(}—0 = {(2)79})

(i) Zeigen Sie, dasgX,,, F,)nen, €in Martingal ist.
(if) Berechnen SieP({S,, = 0 fureinn € Np}).



Aufgabe 24

SeienY;,: € N, reellwertige, Borel-messbare Funktionen auf dem Messr@uit). Wir betrachten zwei
Wahrscheinlichkeitsmaf¥® und @ auf 7 und setzen voraus, dads,, . . ., Y,,) unterP eine Dichtep,, und
unter@ eine Dichteg, besitzt(n € N). Firn € N setze

n(Yi,....Ys
7;&7“%; falls p, (Yq,...,Y,) >0

X, =
0 sonst

sowieF,, := F(Y1,...,Y,). Zeigen Sie:

() (X, Fn)nen ist ein Supermartingal bzgP.
(i) Esgilt0 < EY, <1furallen € N.

Aufgabe 25

Sei(X,,)nen, €ine Markov-Kette mit akizhlbarem Zustandsrautund Ubergangsmatri® = (p;;); jes-
SetzeF,, := F(Xo,...,X,) furn € Ny. Seiy : S — S ein Rechts-Eigenvektor von P, d.h. es gibt ein
A # 0, so dass

> pi(3) = Mp(i)

jes
fur allei € S gilt. Es gelteE(|¢(X,,)|) < oo fur allen € Ny. Zeigen Sie, dase\ " (X,,), Fn)nen, €N
Martingal ist.



