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Aufgabe 21

Eine Folge von Zufallsvektoren(X(1)
n , . . . , X

(k)
n )n∈N heißtSubmartingal bzgl. einer Filtration(Fn)n∈N,

falls jede Komponente(X(j)
n ,Fn)n∈N, 1 ≤ j ≤ k, ein Submartingal ist.

Zeigen Sie: Ist((Xn, Yn),F(X1, Y1, . . . , Xn, Yn))n∈N ein Submartingal, so auch(Xn,F(X1, . . . , Xn))n∈N.

Aufgabe 22

SeienYi, i ∈ N, unabḧangige, identisch verteilte Zufallsvariable mitP ({Y1 = 1}) = p ∈ (0, 1) und

P ({Y1 = −1}) = 1 − p =: q. SetzeSn :=
n∑

i=1

Yi für n ∈ N0 (S0 ≡ 0). (Vergleiche Stochastik I,

Beispiel 1.2.3.) SetzeXn := Sn − n(p− q), n ∈ N0, sowieFn := F(Y1, . . . , Yn), n ∈ N (F0 := {∅,Ω}).
Zeigen Sie, dass(Xn,Fn)n∈N0 ein Martingal ist.

Aufgabe 23

Betrachte eine absorbierende Irrfahrt auf{0, . . . , N} (vgl. Stochastik I, Beispiel 1.2.5). SeienYi, i ∈ N,

die Spr̈unge der Irrfahrt,S0 ≡ k ∈ {0, . . . , N} der Startwert undSn = S0 +
n∑

i=1

Yi die Position nach

n Spr̈ungen. SetzeXn := ( q
p )Sn für n ∈ N0 (q := 1 − p) und Fn := F(Y1, . . . , Yn) für n ∈ N

(F0 := {∅,Ω}).

(i) Zeigen Sie, dass(Xn,Fn)n∈N0 ein Martingal ist.

(ii) Berechnen SieP ({Sn = 0 für einn ∈ N0}).



Aufgabe 24

SeienYi, i ∈ N, reellwertige, Borel-messbare Funktionen auf dem Messraum(Ω,F). Wir betrachten zwei
WahrscheinlichkeitsmaßeP undQ aufF und setzen voraus, dass(Y1, . . . , Yn) unterP eine Dichtepn und
unterQ eine Dichteqn besitzt(n ∈ N). Für n ∈ N setze

Xn :=


qn(Y1,...,Yn)
pn(Y1,...,Yn) , falls pn(Y1, . . . , Yn) > 0

0 sonst

sowieFn := F(Y1, . . . , Yn). Zeigen Sie:

(i) (Xn,Fn)n∈N ist ein Supermartingal bzgl.P .

(ii) Es gilt 0 ≤ EYn ≤ 1 für allen ∈ N.

Aufgabe 25

Sei(Xn)n∈N0 eine Markov-Kette mit abz̈ahlbarem ZustandsraumS undÜbergangsmatrixP = (pij)i,j∈S .
SetzeFn := F(X0, . . . , Xn) für n ∈ N0. Seiψ : S → S ein Rechts-Eigenvektor vonP , d.h. es gibt ein
λ 6= 0, so dass ∑

j∈S

pijψ(j) = λψ(i)

für allei ∈ S gilt. Es gelteE(|ψ(Xn)|) < ∞ für allen ∈ N0. Zeigen Sie, dass(λ−nψ(Xn),Fn)n∈N0 ein
Martingal ist.


