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Aufgabe 26

Zeigen Sie:

(i) T Stoppzeit⇐⇒ {T = n} ∈ Fn.

(ii) A tritt bis T ein⇐⇒ A ∩ {T = n} ∈ Fn.

(iii) FT ist eineσ-Algebra.

(iv) Eine StoppzeitT istFT -messbar.

(v) Ist T eine Stoppzeit undX eine Zufallsvariable, so istXT 1{T<∞} FT -messbar.

Aufgabe 27

Zeigen Sie:

(i) SindS undT Stoppzeiten, dann auchS ∨ T , S ∧ T undS + T .

(ii) Sind S undT Stoppzeiten mitS ≤ T , dann giltFS ⊂ FT .

(Hinweis: x ∨ y = max{x, y}, x ∧ y = min{x, y}.)

Aufgabe 28

Sie verdoppeln bei jedem Spiel den Einsatz und hören auf, wenn Sie das erste Mal gewinnen. Für ein faires
Spiel gilt:

(i) Am Schluss haben Sie Ihren ersten Einsatz verdoppelt. (Der Satzüber optional sampling gilt also
nicht.)

(ii) Ihr Vermögen ist ein Martingal.

(iii) Die Stoppzeit ist geometrisch verteilt.

(iv) Der Erwartungswert Ihres Einsatzes bis zum letzten Spiel istunendlich.



Aufgabe 29

(Optional switching.) Seien(Xn,Fn) und (Yn,Fn) Martingale undT eine Stoppzeit, und es gelteXT =
YT , wennT < ∞. Definiere

Zn =

{
Xn, n < T

Yn, n ≥ T
.

Dann ist(Zn,Fn) ein Martingal.

Aufgabe 30

Ist (Xn,Fn) ein Submartingal, dann gilt für ε > 0:

εP ( max
1≤j≤n

Xj ≥ ε) ≤ EX+
n ,

εP ( max
1≤j≤n

Xj ≤ −ε) ≤ EX+
n − EX1.

(Hinweis: Diese Ungleichung ist eine Verallgemeinerung der Kolmogorov-Ungleichung. Wie im Beweis
dort betrachten Sie hier den Zeitpunkt, zu demXn zum ersten Malε überschreitet.)


