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Aufgabe 31

Seien0 < pn+1 < 1
2 und paarweise verschiedenean+1 > 0 für n ∈ N gegeben. Wir definieren eine

Markov-Kette(Xn)n∈N durch X1 :≡ 0 und für n ∈ N sei P (Xn+1 = an+1|Xn = 0) = pn+1 =
P (Xn+1 = −an+1|Xn = 0) sowieP (Xn+1 = 0|Xn = 0) = 1 − 2pn+1 und im FalleXn 6= 0 sei
Xn+1 := Xn.

Zeigen Sie:

(i) (Xn)n∈N ist ein Martingal, das punktweise (auf ganzΩ) konvergiert.

(ii) Ist
∞∑

k=1

pk < ∞ und
∞∑

k=1

akpk = ∞, so gilt sup
n∈N

E(|Xn|) = ∞.

Aufgabe 32(Berechnung einer Dichte.)

Sei(Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum undF = σ(
⋃
An), wobeiAn = {An1, An2, . . .} eine Zerle-

gung vonΩ undAn+1 feiner alsAn ist. Seiν ein endliches signiertes Maß mitP -Dichtef . Dann gilt

νAni(ω)

PAni(ω)
−→ f(ω) fast sicher,

wenni(ω) durchω ∈ Ani(ω) definiert ist.

Aufgabe 33

Seien(Fn)n∈N eine Filtration und(Xn)n∈N ein adaptierter stochastischer Prozess. Zeigen Sie:(Xn,Fn)n∈N
ist genau dann ein Martingal, wennEXT = EX1 für jede beschränkte StoppzeitT gilt.
Hinweis: Für die R̈uckrichtung gen̈ugt es, Stoppzeiten zu betrachten, die nur zwei Werte annehmen.

Aufgabe 34

Seien(Xk,Fk)1≤k≤n ein Martingal undT eine Stoppzeit. Zeigen Sie, dass dannE(Xn1{T=k}) = E(Xk1{T=k})
für 1 ≤ k ≤ n gilt.



Aufgabe 35

Seien(Xk,Fk)1≤k≤n und(Yk,Fk)1≤k≤n zwei Martingale mitX1 = Y1 ≡ 0. Zeigen Sie, dass dann

E(XnYn) =
n∑

k=2

E((Xk −Xk−1)(Yk − Yk−1))

gilt und insbesondere

E(X2
n) =

n∑
k=2

E((Xk −Xk−1)2).


