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Übungen zur Stochastik II
Serie 8

(Abgabe: Montag, den 15.12.2003, in derÜbung)

Aufgabe 36

Seien0 < p < ∞ und fn ∈ Lp, n ∈ N0, mit fn
Lp

−→ f0. Zeigen Sie, dass dann{|fn|p : n ∈ N0}
gleichgradig integrierbar ist.

Aufgabe 37

Sei(Yn)n∈N eine Folge unabḧangiger, identisch verteilter, reellwertiger, nicht f.s. konstanter Zufallsvaria-
blen.φ : R → (−∞,+∞] sei definiert durch

φ(u) := log E(exp(uY1)), u ∈ R.

SetzeXn :=
n∑

k=1

Yk für n ∈ N0 (X0 ≡ 0) sowieFn := σ(X0, X1, . . . , Xn) für n ∈ N0. Zeigen Sie:

(i) φ ist strikt konvex.

(ii) {φ < ∞} ist ein Intervall inR mit 0 ∈ {φ < ∞}.

(iii) Mit Zn := exp[uXn − nφ(u)], n ∈ N0, ist (Zn,Fn)n∈N0 für jedesu ∈ R mit φ(u) < ∞ ein
positives Martingal, das in1 startet.

(iv) Ist u ∈ R\{0} mit φ(u) < ∞, so konvergiert(Zn)n∈N0 fast sicher gegen0.

Aufgabe 38

SindX1, X2, . . . Zufallsvariablen, so konvergiert die Folge(Xn(ω))n∈N für fast alleω genau dann, wenn
für alleε > 0 gilt:

P
⋃

j,k≥n

(|Xj −Xk| > ε) −→ 0 für n −→∞.



Aufgabe 39

Seienan ∈ R, n ∈ N, und (Yn)n∈N eine Folge unabḧangiger Zufallsvariablen mitP (Yn = an) =

P (Yn = −an) = 1
2 . Zeigen Sie:

∞∑
n=1

a2
n konvergiert genau dann, wenn

∞∑
u=1

Yn fast sicher konvergiert.

Aufgabe 40

Zeigen Sie:

(i) Die Produkt-σ-AlgebraB⊗[0,∞) auf R[0,∞) besteht aus den messbaren Zylindern mit abzählbarer
Basis.

(ii) Die Menge der stetigen Pfadeω = (ω(t))t>0 in R[0,∞) ist nicht Borel-messbar.


