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1 Exponentielle Familien

Unter den parametrischen Verteilungsfamilien sind exponentielle Familien
im wesentlichen die einzigen, fiir die nichtasymptotisch optimale Schéatzer
existieren. Flr nicht-exponentielle Familien und fiir nichtparametrische
und semiparametrische Modelle lassen sich nur Schéitzer finden, die asymp-
totisch, also mit gegen unendlich wachsendem Stichprobenumfang optimal
sind. (Das geht auch nur dann, wenn solche Modelle in einem geeigneten
Sinne gegen exponentielle Familien konvergieren.)

Gegeben sei ein mebarer Raum (€2, ) und eine Familie Py|F, ¢ € ©,
von Wahrscheinlichkeitsmafien.

Definition. Eine Familie Py, ¥ € ©, heifit ezponentielle Familie in n(1)
und 7', wenn sie beziiglich eines dominierenden Mafles u|F Dichten folgender
Form hat:

fo(x) = e(9) exp(n(¥) ' T(x)),

wobei sowohl 1,11, ...,n4 als auch 1,77, ..., T, linear unabhéngig sind. Sie
heifit kanonisch, wenn n(9) = ¥ gilt. Dann besteht der natirliche Parame-
ter-Raum (das heifit: der maximale Parameter-Raum) aus den ¢ mit

/exp(ﬁTT(:L‘))u(d:L‘) < 0.

Damit sich die Dichten zu 1 integrieren, mufl gelten:

o) = ( [ expan(0) T(a)u(dn))

Niitzlich ist die Struktur einer exponentiellen Familie insbesondere, wenn
die Verteilung von T einfacher als Py ist; zum Beispiel, wenn T eine kleinere
Dimension als x hat.

Gelegentlich wird die affine Unabhangigkeit der n; und der 7} nicht in
die Definition genommen. Dann l&8t sich im allgemeinen die Dimension
reduzieren. Trotzdem ist die Darstellung nicht eindeutig.

Satz 1 Sei Py, ¥ € O, eine exponentielle Familie in ¥ und T, und sei
© offen. Sei h eine Funktion, fir die H(§) = fhexp(ﬁTT)d,u fur & =
(&1,...,&q) mit & = 95 +itj und ¥ € O existiert und endlich ist. Dann
ist H analytisch in jedem §;, und die Ableitungen kénnen unter das Integral
gezogen werden.



Beweis. Schreibe hexp(¢'T) = exp(flTl)hexp(Z;-l:2 &T;). Zerlege das
Produkt aus den letzten beiden Faktoren in Real- und Imaginérteil und
dann jeweils in Positiv- und Negativteil und schlage diese Funktionen zu u.
Dann 148t sich H schreiben als H(§) = [exp(&1T1)d(p — po + i(pg — pa))-
Es reicht also, ein Integral der Form H(§) = [exp((T)dp zu betrachten.
Schreibe den Differenzenquotienten als

H()-H T _ g7
Q-HE© [Tl
¢—¢ ¢—=¢
Fiir |z] <4 gilt
0% 1’ B ‘ 0 Zm—lam’ 65|a\
z N = ml - 6

Fiir |¢ — £] < 6 148t sich also der Integrand abschéitzen durch

-OT

] eleOT — 1’ < Leervam < Ly eaor | o)
¢(—¢ 1) 1

Die rechte Seite ist integrierbar. Mit dem Satz von der dominierten Kon-

vergenz folgt fir ¢ — £

HQ = HE) _ [ oer
C—¢ Jrean

Die hoheren Ableitungen erhélt man durch Induktion.

2 Suffiziente Statistiken

Gegeben sei ein mefibarer Raum (€2, ) und eine Familie Py|F, J € ©, von
Wahrscheinlichkeitsmaflen. Sei T': (Q,F) — (E, &) eine Statistik. Bezei-
chne PﬂT die induzierte Verteilung von T unter Py. Es existiere eine regulére
bedingte Verteilung Py(-|T") gegeben T'. Dann gilt

PyA = /Pﬁ(A|T =t)P](dt), AcF.

Definition. Die Statistik T heifit suffizient fiir ¥, wenn es fiir alle A € F
eine von ¥ unabhéngige Version der bedingten Wahrscheinlichkeit Py(A|T")
gibt.

Wir werden in Kapitel 4 sehen, dafl dann die besten Schatzer Funktionen
von T sein miissen. Das vereinfacht die Suche nach guten Schatzern.



Beispiel. Seien X7,...,X,, unabhangig und Bi p-verteilt. Dann ist T' =
>y X suffizient fiir p.
Setze X = (X1,...,X,). Es gilt
PX=zT=t) p(l-p"" 1

PX =l =0 =g = ot~ ()

Das ist unabhangig von p.

Satz 2 Sei (2, F) = (R¥,B¥) und T suffizient fiir 9. Dann existiert eine
von ¥ unabhdngige requlire bedingte Verteilung P(-|T).

Beweis. Fiir z € QF existiert eine von ¥ unabhiingige Version der bedingten
Wahrscheinlichkeit P(X < z|T"). Dadurch sind die Verteilungsfunktionen
P(X < z|T =t) fur z € R festgelegt und von 9 unabhéngig.

Hauptergebnis dieses Kapitels ist das Faktorisierungskriterium von Ney-
man. Es besagt, dafl fiir dominierte Familien 7" genau dann suffizient ist,
wenn sich die Dichte bis auf einen von ¥ unabhangigen Faktor als Funktion
von T schreiben 1a8t. Wir bendtigen zwei Hilfsresultate. Das erste beweisen
wir nicht.

Definition. Zwei Familien M und N von Mafien auf (2, F) heiflen dquiva-
lent, wenn pA = 0 fiir alle 4 € M genau dann gilt, wenn pA = 0 fiir alle
veN.

Satz 3 (Halmos und Savage) Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen
ist durch ein o-endliches Maf§ dominiert genau dann, wenn sie eine abzdhl-
bare dquivalente Teilfamilie besitzt.

Satz 4 Sei Py, ¥ € ©, dominiert durch ein o-endliches Majf. Sei (Q =
Y on i cn Py, dquivalent zu Py, 9 € ©. Dann ist T suffizient fir 9 genau
dann, wenn eine nichtnegative, £-mefibare Funktion gy existiert mit

dPy = gyoTdQ, € 0.
Beweis. Sei Fq die von T induzierte o-Algebra.

Notwendig. Sei T suffizient fiir . Nach Definition des bedingten Er-
wartungswerts gilt fiir A € F und Ay € Fp):

/ P(A‘T)dpg =PyAU Ay, vVe€O.
Ao
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Weil der Integrand nicht von 9 abhéngt, gilt auch
| PamiQ = Qau 4,
Ao

also P(A|T) = Q(A|T). Nach dem Satz von Radon-Nikodym und dem
Faktorisierungslemma existiert eine Q|Fo-Dichte von Py|Fy der Form gyoT.
Es bleibt zu zeigen, dafl gy o T" auch Q|F-Dichte von Py|F ist. Fir A € F
gilt

PyA = / P(A|T)dP, = / Q(A|T)dP,
= /EQ(Agﬁ o T|T)dQ = / g9 0 TdO.
A

Hinreichend. Gelte dPy = gy o TdQ. Sei A € F. Wir zeigen: Q(A|T) =
Py(A|T) Q-f.s. Definiere dv = 14dPy. Wegen

v _ dv dp)
dQ  dPy dQ
gilt einerseits
dv|Fy
= Py(A|T)gyo T,
1017 0 (AIT)gw
andererseits |
V|Jo
=Eg(AgyoT|T)=Q(A|T)gyo T,

also Q(A|T) = Py(A|T) Py|Fo-f.s. wegen gygoT # 0 Py|Fo-f.s. Das heifit:
T ist suffizient.

Satz 5 (Faktorisierungskriterium von Neyman) Sei Py, ¥ € ©, dominiert
durch ein o-endliches Mafi . Dann ist T suffizient fir 9 genau dann,
wenn eine nichtnegative, £-meflbare Funktion gy und eine nichtnegative, F -
meflbare Funktion h existieren mit

dPy = hgy o TdQ, V€ 0.

Beweis. Notwendig. Nach Satz 3 existiert ein @ = ) ¢, Py, dquivalent zu

Py, ¥ € ©. Wegen
aPy _ dPydQ

dp @ du
folgt die Behauptung mit h = dQ/du aus Satz 4.



Hinreichend. Es gilt nach Voraussetzung:

263 = chdgz" =hY_cngg, 0T,

also
dPy dPydp gooT

AQ  dp dQ  Yengo, 0T
Aus Satz 4 folgt, dal T suffizient ist.

Korollar 1 Bei einer exponentiellen Familie in n(9) und T ist T suffizient
fiir 9.

Beweis. Wir haben Dichten der Form fy(x) = ¢(9) exp(n(9) ' T(z)), also
wie im Satz 5.

Beispiel. Sind Xj,..., X, unabhingig und Bi,-verteilt, so ist Y ;| X;
suffizient fiir p.
Die Zahldichte von X = (X,...,X,,) ist

P(X = z) = pXi=1"(1 — p)n — sz
i=1

Das ist von der Form des Faktorisierungskriteriums.

Eine suffiziente Statistik ist nicht eindeutig. Suffizienz bleibt unter allen
(meBbaren) eineindeutigen Transformationen erhalten.

3 Vollstandige und anzillare Statistiken

Gegeben sei ein mefibarer Raum (€, F) und eine Familie Py|F, ¥ € ©, von
Wahrscheinlichkeitsmafien. Sei T': (2, F) — (E, &) eine Statistik. Wir sind
an moglichst einfachen suffizienten Statistiken interessiert.

Definition. Eine suffiziente Statistik T heifit minimal suffizient, wenn fiir
jede suffiziente Statistik S eine mefbare Funktion h existiert, so dafl T' =
h o SPy-f.s. fir ¢ € O.

Ist (Q,F) = (R¥,B*) und ist Py, ¥ € O, dominiert, so existiert eine
minimale suffiziente Statistik (Bahadur, 1957). Das zeigen wir hier nicht.

Um zu beschreiben, was an einer suffizienten Statistik noch iiberfliissig
ist, verwenden wir folgenden Begriff.



Definition. Eine Statistik 7" heifit anzilldr, wenn ihre Verteilung Pg nicht
von ¢ abhéngt. Sie heifit anzilldr erster Ordnung, wenn ihr Erwartungswert
EyT nicht von 9 abhéngt.

An der Faktorisierung PyA = [ Py(A|T = t)PI(dt) sieht man, daB
anzillar komplementér zu suffizient ist. Eine anzillare Statistik enthélt keine
Information iiber 9. Es ist plausibel, dafl eine suffiziente Statistik minimal
ist, wenn keine nichtkonstante Funktion von ihr anzillar ist, oder auch nur
anzillar erster Ordnung.

Definition. Eine Statistik T" hei8t (beschrdankt) vollstindig fiir 9, wenn fiir
jede (beschriankte) mefbare Funktion g : E — R gilt:

Eyg(T) = 0 fiir ¥ € © impliziert: g ist konstant PJ -f.s. fiir ¥ € ©.

In anderen Worten: Die Familie PﬂT , ¥ € O, ist so reichhaltig, daf} eine
nicht identisch verschwindende Funktion zumindest fiir ein 9 einen nicht
verschwindenden Erwartungswert unter PﬂT hat.

Es gibt sehr grofle Familien, die nicht vollstdndig sind. Zum Beispiel
verschwinden fiir alle um Null symmetrischen Verteilungen die Erwartungs-
werte aller um Null antisymmetrischen Funktionen.

Eine vollstédndige suffiziente Statistik ist minimal (Lehmann und Scheffé
1950, Bahadur 1957). Das zeigen wir hier nicht.

Beispiel. Seien X7, ..., X,, unabhéingig und verteilt nach der Gleichvertei-
lung auf (0,7). Dann ist 7" = max X; vollstdndig und suffizient fiir 9 > 0.
Suffizienz. Die Dichte von (X7i,..., X)) ist

n

1 1
o 11 100 () = Juton (D).
i=1
Also ist T suffizient nach Satz 5.
Vollsténdigkeit. Die Verteilungsfunktion von 7" ist P(T < x) = z" /9"
fiir z € (0,4), die Dichte also nz™~!/9". Sei g eine Funktion mit

9
0 = Epg(T) = 1;1”/0 g(@)a"de, 9> 0.

Das Integral 148t sich auffassen als Verteilungsfunktion eines signierten Ma-
Bes. Dessen Dichte muf} also f.s. verschwinden.

Fiir das folgende schone Ergebnis haben wir zunéchst keine Verwendung.
Es ist aber in der asymptotischen Statistik niitzlich.



Satz 6 (Lemma von Basu) Ist T beschrinkt vollstindig und suffizient, dann
ist jede anzilldre Statistik unabhdangig von T .

Beweis. Sei V anzillar. Setze a(t) = Py(V € A|T = t). Weil T suffizient
ist, héngt a nicht von ¥ ab. Weil V' anzillar ist, hingt Eya(T) = Py(V € A)
nicht von 9 ab. Also gilt Eyg(T) = 0 fiir g(t) = a(t) — P(V € A). Weil T
beschréinkt vollsténdig ist, gilt also a = P(V € A) PJ-f:s. Das heifit: V und
T sind unabhéingig unter Pjy.

Satz 7 Sei Py|F, 9 € ©, eine exponentielle Familie in n(9) und T. Ist das
Innere von n(0©) nichtleer, so ist T vollstindig fir ¥ € ©.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung 7(9) = ¢ und I = (—a,a)? C ©. Sei g
eine Funktion mit Eyg(T") = 0 fiir ¥ € ©. Schreibe

Epg(T) = / o(t) exp(9T H)u (dt).

Es gilt
/ g () exp(dTt)u" (dt) = / g~ () exp(@ )" (dt). (3.1)

Fiir ¥ = 0 erhilt man insbesondere [gTdul = [g~du’. Ohne Ein-
schrankung nehmen wir [ gTdu” = 1 an. Definiere Wahrscheinlichkeits-
maBe dPT = gtdu” und dP~ = g~du”. Dann laBt sich (3.1) schreiben als
[exp(@Tt)PT(t) = [exp(¥"t)P~(t). Fiir & = ¥, +ir; mit J; € (—a,a) sind
die Funktionen H* (&) = [exp(£Tt)PT(t) und H™(¢) = [exp(¢Tt)P~(t)
nach Satz 1 analytisch in jedem &;, stimmen also iiberein. Fiir §; = i0; gilt
also insbesondere [ exp(i)'t)PT(t) = [exp(i9't)P~(t). Nach dem Ein-
deutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen gilt deshalb PT = P~ also
gt =g pl-fs., also g =0 p’-f.s., also PﬁT—f.s. fiir ¥ € ©.

4 Konvexe Verlustfunktionen

Gegeben sei wieder ein mefibarer Raum (2, F) und eine Familie Py|F, ¥ €
O, von Wahrscheinlichkeitsmaflen. Bezeichne X die Identitdt auf €. Sei
s: O — R eine Funktion. Wir beobachten X = x und wollen den Wert s(19)
schatzen.

Definition. Ein Schétzer (fiir s) ist eine mebare Abbildung S : Q — R.
Eine Verlustfunktion ist eine Abbildung L : ® x R — [0,00) mit L(4,)
mefbar und L(¥, s(¥)) = 0 fiir 9 € ©. Die Verlustfunktion heifit (strikt)



konvex, wenn L(¥, ) (strikt) konvex fir jedes ¢ € © ist. Die Verlustfunktion
L(V,5) = (s — 5(19))? heift quadratisch.

Es ist kein realistisches Ziel, S so zu wéhlen, da L(, S(x)) fiir alle ¢
und x minimiert wird. Wie versuchen stattdessen, den mittleren Verlust zu
minimieren.

Definition. Die Risikofunktion von S ist R(9,S) = EyL(9,S(X)).

Satz 8 (Rao und Blackwell) Sei T suffizient fiir ¢, S ein Py-integrierbarer
Schitzer und L eine konvere Verlustfunktion fiir s. Dann gilt R(9,ST) <
R(9,9) fiir ST = E(S|T). Ist die Verlustfunktion strikt konvexr und L(d, S)
Py-integrierbar, so ist die Ungleichung strikt, falls nicht S = ST f.s.

Beweis. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt
L9, E(S|t)) < E(L(9,S)|t) Pl-fs.
Die Ungleichung ist strikt, wenn L(4,-) strikt konvex ist. Die Behauptung
folgt durch Integration nach Pg .
5 Erwartungstreue Schatzer

Die Minimierung von R(¥,S) ist immer noch kein realistisches Ziel, wenn
man keine Finschrankungen an die konkurrierenden Schatzer macht. Zum
Beispiel haben die konstanten Schitzer S(x) = ¢ Risiko Null, falls s(9) = ¢
fiir das wahre 9 gilt. Fiir einen sinnvollen Optimalitatsbegriff muf3 man
solche “voreingenommenen” Schétzer ausschlieflen.

Definition. Ein Schétzer S ist erwartungstreu (fiir s), wenn EyS = s(19)
fiir jedes ¥ € © gilt.

Jede (mefibare) Funktion S ist ein erwartungstreuer Schétzer ihres Er-
wartungswerts (falls er existiert).

Beispiel. Sei X verteilt nach Biy,, p € (0,1), und sei s(p) = 1/p. Ein
Schatzer S ist erwartungstreu fiir s, wenn

>sw())rta-pt =1 v,
k=0
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Fiir p — 0 geht die linke Seite gegen S(0), die rechte gegen unendlich. Also
existiert kein erwartungstreuer Schéatzer.

Es gibt Funktionen s, die sich auf grofien Verteilungsfamilien erwartungs-
treu schatzen lassen.

Beispiel. Seien Xy, ..., X,, unabhéngig und verteilt nach P aus einer Fa-
milie P auf F. Sei f integrierbar fiir P € P. Setze ¥ = P und s(P) = Epf.
Ein erwartungstreuer Schatzer fiir s ist der empirische Schdtzer

%Z C.OF
i=1

Definition. Sei L eine Verlustfunktion fiir s. Ein erwartungstreuer Schéatzer
S fiir s heilt erwartungstreu mit gleichmdflig kleinstem Risiko fir L, wenn
fiir jeden erwartungstreuen Schéatzer S’ gilt:

R(9,5) < R(®,S"), ¥ €.

Ist die Verlustfunktion die quadratische, so heifit S UMVU (uniformly min-
imum variance unbiased).

Definition. Eine Funktion s heiflt erwartungstreu schdtzbar, wenn ein er-
wartungstreuer Schatzer fiir s existiert.

Lemma 1 Sei T vollstindig und suffizient fiir 9 € ©. Ist s erwartungstreu
schatzbar, so existiert (f.s.) genau ein erwartungstreuer Schdtzer, der eine
Funktion von T ist.

Beweis. Existenz. Nach Voraussetzung existiert ein erwartungstreuer Schét-
zer S. Setze ST = Ey(S|T).

Eindeutigkeit. Seien SoT und S’ oT zwei erwartungstreue Schitzer, die
Funktionen von T sind. Dann gilt Ey(SoT — S oT =0 fiir ¥ € ©. Wegen
der Vollstandigkeit folgt SoT = 5" o T Py-f.s. fiir ¥ € O.

Satz 9 Sei T wvollstandig und suffizient fir ¥ € ©. Sei s erwartungstreu
schdtzbar.

a) Es existiert ein erwartungstreuer Schatzer S, der gleichmajig kleinstes
Risiko fiir jede konvexe Verlustfunktion hat.

b) Er ist der eindeutige erwartungstreue Schdétzer, der eine Funktion von
T ist.

c) Ist L(9,-) strikt konver und L(V,S) integrierbar, so ist S der ein-
deutige erwartungstreue Schatzer mit minimalem Risiko.

10



Beweis. a) Sei S erwartungstreu fiir s. Der Schitzer ST = Ey(S|T) ist
ebenfalls erwartungstreu und hat gleichméfig kleineres Risiko nach Satz 8.
b) Obiges Lemma.
c¢) Nach Zusatz zu Satz 8 wird das minimale Risiko nur von S7 angenom-
men.

Wenn wir eine vollstdndige und suffiziente Statistik 7" haben, finden
wir einen gleichméafig besten erwartungstreuen Schéatzer durch Losen von
Ey(S|T) = s(¥), ¥ € ©, nach S. Falls wir schon einen erwartungstreuen
Schitzer S gefunden haben, brauchen wir nur noch ST = Ey(S|T') zu berech-
nen. Das folgende Beispiel zeigt, dal UMV U-Schatzer ziemlich schlecht sein
konnen.

Beispiel. Sei X verteilt nach Py, A > 0. Der (eindeutige) UMVU-Schétzer
fiir exp(—2A\) ist

gT _ 1 X gerade
| =1 X ungerade.

Py, A > 0, ist eine exponentielle Familie in 7' = X. Also ist X vollstandig
nach Satz 7 und dem Korollar zu Satz 5. Nach Satz 9 (Lehmann— Scheffé)
ist der UMV U-Schétzer der (eindeutige) erwartungstreue Schétzer der Form
S o X. Nach der obigen Methode finden wir S, indem wir E)S = exp(—2\)
nach S 16sen. Es gilt

A - )‘k A — k:)‘k
E\S =e~ ZS(k)ﬁ, et => (-1) R
k=0 ' k=0 ’

Die Behauptung folgt durch Koeffizientenvergleich.

6 Cramér—Rao-Ungleichung

Es gilt Ey(S—s(0))? = Ey(S— EyS)?+(EyS—s(9))?. Fiir die quadratische
Verlustfunktion ist das Risiko also die Summe aus der Varianz des Schatzers
und dem Quadrat des Bias EyS — s(¢#). Fiir erwartungstreue Schétzer ver-
schwindet der Bias, und das Risiko ist gleich der Varianz des Schétzers. In
diesem Kapitel geben wir eine untere Schranke dafiir an.

Sei Py|F, ¥ € O, eine Familie dquivalenter Wahrscheinlichkeitsmafle
und s : ©® € R eine Funktion. Der Dichtequotient von P, nach Py ist
Ly, = dP;/dPy. Es gilt EyLy, = 1. Sei ¥ € O fest.

11



Satz 10 (Hammersley—Chapman—Robbins-Ungleichung) Sei S erwartungs-
treu fir s. Dann gilt (mit 0/0 =0)

(s(r) = s(9))?
Va’l“ S > sup —————.
7= 7e8 By(Lg, — 1)2

Beweis. Mit Ey(Ly, — 1) = 0 gilt
s(t) —s(¥) = E;S — EyS = Ey((Lyr —1)5) = Ey((Lyr — 1)(S — s(19)).
Jetzt die Schwarzsche Ungleichung anwenden.

Im folgenden sei ® C R, und ¢ liege im Inneren von ©.

Definition. Ly, heifit im quadratischen Mittel differenzierbar in 7 = mit
Ableitung ¢y € Lo(Py), wenn

(Es(Lgr —1— (7 —9)i9)?)"* = o(r — ).

Wegen Ey(Ly: - 1) =0 gilt Egly = 0. Die Fisher-Information in o ist
Lg = Eﬁé;g = Vaﬁg&g.

Satz 11 (Cramér—Rao-Ungleichung) Sei Ly, im quadratischen Mittel dif-
ferenzierbar in T = 1. Die Fisher-Information in ¢ sei positiv. Sei s dif-
ferenzierbar in O mit Ableitung s'(9), und sei S erwartungstreu fir s. Dann
qgult

51(19)2

VaryS > I,

Beweis. Es gilt nach Voraussetzung

E,g(L“T _01)2 S Byl? =0.

T —

Wegen Iy > 0 folgt die Behauptung.

Die Cramér—Rao-Schranke ist offensichtlich i.a. schlechter als die Ham-
mersley—Chapman—Robbins-Schranke. Insbesondere ist sie i.a. nicht scharf.
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7 Neyman—Pearson-Lemma

Gegeben sei eine Hypothese H C ©. Die Alternative sei K = © \ H. Wir
beobachten X = x und wollen testen, ob H zutrifft oder nicht.

Definition. Ein (randomisierter) Test (fiir H gegen K) ist eine mefibare
Abbildung ¢ : Q@ — [0, 1].

Wird z beobachtet, so entscheiden wir uns mit Wahrscheinlichkeit ()
fiir K. Ist ¢ = 1¢, so heiflt ¢ nichtrandomisiert und C' kritischer Bereich.

Definition. Die Giitefunktion von ¢ ist die Abbildung ¥ — Ey¢p.

Die Alternative beschreibt gewohnlich die riskanteren Entscheidungen.
Eine falschliche Entscheidung dafiir heifit Fehler erster Art; der umgekehrte
Fehler heifit Fehler zweiter Art. Fir ¢ € H ist Fyp die Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler erster Art; fiir ¥ € K ist 1 — Eyep die fiir den Fehler zweiter
Art. Wir konnen nicht beide Wahrscheinlichkeiten gleichzeitig minimieren.
Deshalb beschranken wir die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art
und versuchen einen Test zu finden, der unter dieser Nebenbedingung die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art minimiert, also die Gilite Fyp
fir ¥ € K maximiert.

Definition. Ein Test ¢ hat das Niveau « (fiir H), wenn Eyo < o fiir J € H.

Definition. Ein Test ¢ zum Niveau « (fiir H) heifit bester Test zum Niveau
o gegen ¥ € K, wenn fiir jeden Test ¢ zum Niveau « gilt: Fyy > Eyp. Der
Test ¢ heifit gleichmdfig bester Test zum Niveau « (gegen K), wenn er
optimal gegen alle 1 € K ist.

Das ist im allgemeinen nicht gleichzeitig fiir alle ¥ € K moglich. Zu-
néachst betrachten wir den Fall, dal H und K einfach, ndmlich einpunktig
sind, und schreiben P und @ fiir Hypothese und Alternative und p und ¢ fiir
ihre Dichten beziiglich eines dominierenden Mafles p. Dann 1a8t sich Ege
maximieren. Das a-Quantil einer Verteilung P|B mit Verteilungsfunktion
F(z) = P(—o0, ] ist

F (o) =inf{z: F(z) > a}.

Satz 12 (Neyman—Pearson-Lemma) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ und
Q ein endliches signiertes Mayfs.
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a) Sei ¢ ein Test mit

1 g>cp
¢_{0 q < cp.

Dann gilt fiir jeden Test @:
Eqp < EQY + Ep(p — ).

b) Gilt Epp < Epyp und Egyp = EqQ, so gilt

|1 g>c¢p
S0_{0 q < cp.

¢) Seiaw € (0,1). Seic das (1 — «)-Quantil der Verteilung von q/p unter
P, also

c¢=inf{y: P(q¢ > yp) < a}.

Setze P )
a— >c
o=1 Paa Pla=cw)>0
0 P(qch)zv
und
1 g>cp
=4 a g=cp
0 g<cp

Dann gilt Epip = .

Beweis. a) Es gilt (¢ — cp)(¢ — ) > 0.

b) Nach a) gilt ¢ = 0 oder Epp = Ept, also [(q — cp)(v — ¢)dp = 0.
Da der Integrand nichtnegativ ist, folgt die Behauptung.

c) Es gilt Epy) = P(q > cp) +aP(q = cp) = a.

Die Randomisierung ist notig, wenn die Verteilungsfunktion von ¢/p
unter P in ¢ den Wert 1 —« nicht annimmt. Die Randomisierung ist dieselbe
fir alle z, fiir die ¢(z) = cp(x) gilt.

Ist @« € (0,1) und ¢ der Neyman—Pearson-Test aus Satz 12c, so gilt
Egp < Egvy fiir jeden Test ¢ zum Niveau «. Ist umgekehrt ¢ ein bester
Test zum Niveau «, so ist ¢ nach Satz 12b (P + @Q)-f.s. von der Form

1 g>ocp
SO_{O q < cp.

Also unterscheidet sich ¢ hochstens auf {g = ¢p} von .

14



8 Monotone Dichtequotienten
und gleichmaflig beste Tests
Sei Py|F, ¥ € ©, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien. Wir hatten in

Kapitel 6 Dichtequotienten fiir A&quivalente Mafle eingefiihrt. Im allgemeinen
dominiert Py nicht P;. Fiir y = Py + P; setzen wir dann

ar,
dup’

AP,
-

Pr
Py = Pr , Ly, = ]7191(1)19 > 0) + ool(py = 0,p; > 0).

Im folgenden nehmen wir © C R an.

Definition. Sei T : 2 € R eine Zufallsvariable. Die Familie Py, ¢ € 0O,
hat monotone Dichtequotienten in T, wenn fiir 9,7 € © mit ¢ < 7 eine
nichtfallende Funktion Hy, existiert mit Ly, = Hg, o T (Py + P;)-f.s.

Satz 13 Hat Py, ¥ € ©, monotone Dichtequotienten in T, und ist o €
(0,1), so existiert ein gleichmdfig bester Test zum Niveau « fiir T < 9 gegen
T > 1, namlich

1 T>b
Yv=4¢ a T=b
0 T<b,

wobei a und b bestimmt sind durch Eyy = «.
Fir 7 < 9 minimiert ¢ = 1 das Niveau E.p unter allen Tests ¢ mit
Eyp = a.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 12b wéhle ¢ und b mit Fyy = «. Sei
7 > 9. Nach Vorausetzung hat 1) die Form

b= 1 Ly >c= Hy:(b)
- 0 Ly <C:H19¢(b).

Nach Satz 12a ist ¢ bester Test zum Niveau « fiir ¥ gegen 7. Analog ist
1 — 7 bester Test zum Niveau 1 — « fiir fiir ¥ gegen 7 < ¢/. Insbesondere
gilt fiir 7 < 9:

E(1-4¢)>E(l1-a)=1-a,

also E;¢ < a.
Satz 14 Sei Py, ¥ € O, eine eindimensionale exponentielle Familie in n(1})

und T. Ist n nichtfallend (nichtwachsend), so hat die Familie monotone
Dichtequotienten in T (=T ).
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Beweis. Py hat p-Dichte der Form ¢(9) exp(n(9)T'). Also gilt

(1) (n(r)-
Lo (n(m)—n()T
9T 6(19) €
Ist n nichtfallend und 7 > 9, so gilt n(7) — n(¥) > 0. Also ist
e(7) _(n(r)—n(@))t
Hy.(t) = n()=n
197'( ) 0(19) e

nichtfallend in ¢.

9 Lokal beste Tests

Sei Py|F, ¥ € 0 C R, eine Familie d4quivalenter Wahrscheinlichkeitsmafe.
Sei ¥ im Inneren von ©.

Definition. Ly, ist im Mittel differenzierbar in 7 = 9 mit Ableitung by €
Li(Py), wenn '
Eﬂ‘L’gT —1—(r— 79)&9‘ =o(T — V).

Lemma 2 Sei Ly, im Mittel differenzierbar in 7 = 9. Dann gilt fir jeden
Test o, daff Ere differenzierbar in 7 =19 mit Ableitung Ey(Lyp) ist.

Beweis. Es gilt

Erp— Eyp _ Ey((Lyr —1)p)

- 0 — Ey(Lyp).

Definition. Ein Test ¢ heifit a-dhnlich fiir ¥, wenn Eyp = «. Ein a-
ahnlicher Test 1 heifit lokal bester dhnlicher Test zum Niveau a gegen 7 > 19,
wenn fir jeden a-dhnlichen Test ¢ gilt:

aT:ﬁETw > aT:ﬂETQO-

Satz 15 Sei Ly, im Mittel differenzierbar in T = ¥ mit Ableitung éﬂ. Dann
existiert ein lokal bester ahnlicher Test zum Niveau o gegen T > 19, namlich

1 €19>C
Y=< a ly=c
0 4y <ec,

wobet a und ¢ bestimmt sind durch Eyy = «.

Beweis. Es ist zu zeigen: ¢ = ¢ maximiert Eﬁ(éqg(p) unter den a-ahnlichen
Tests. Dazu wenden wir Satz 12a (Neyman-Pearson-Lemma) an fiir P = Py,
dQ = LydPy und pu = Py.

16



10 Konfidenzbereiche

Sei Py|F, ¥ € © C R, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien. Bezeich-
ne X die Identitat auf 2 und B die Menge der Teilmengen von R.

Definition. Ein Konfidenzbereich (fir 1) ist eine Abbildung B : Q@ — P
mit {z € Q:9 € B(z)} € B fiir 9 € R.

Wird X = x beobachtet, so nehmen wir an, dafl der wahre Parameter
in B(z) liegt. Manchmal akzeptieren wir auch zu grofie (oder zu kleine)
Parameter. Das entspricht den Hypothesen 7 < ¢ (oder 7 > ¥) statt {9}.
Allgemein bezeichne Hy die Menge der akzeptablen Parameter, wenn ¢ wahr
ist.

Definition. Ein Konfidenzbereich B hat das Niveau 1 — « (fiir ¥ und H),
wenn

P{reQ:9eB(x)} >1—a, 7€HyveO.

Definition. Ein Konfidenzbereich B* zum Niveau 1 — « heif3t gleichmdfig
bester Konfidenzbereich zum Niveau 1 — o, wenn fiir jeden Konfidenzbereich
B zum Niveau 1 — « gilt:

P.(We B*) < P, (Y€B), 7¢HyVecO.

Satz 16 a) Hat der Konfidenzbereich B das Niveau 1 — « fiir H, so hat fir
jedes ¥ der kritische Bereich Cy = {x € Q : ¥ ¢ B(x)} das Niveau o fiir
Hy. Ist B gleichmdfsig bester Konfidenzbereich, so ist Cy gleichmdafig bester
kritischer Bereich fir jedes ¥.

b) Hat Cy das Niveau o fiir Hy, so hat der Konfidenzbereich B(z) =
{0 : 2z & Cy} das Niveau 1 — « fir H. Ist Cy gleichmdfig bester kritischer
Bereich fiir jedes ¥, so ist B gleichmdf$ig bester Konfidenzbereich.

Beweis. Es gilt P,Cy = P, (9 ¢ B(x)).

11 M-Schatzer und Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel. Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, B) mit
endlicher Varianz. Seien Xj,..., X, unabhingig mit Verteilung P € P.
Ein Schétzer fiir den Erwartungswert s(P) = Ep(X) = PX ist das Stich-
probenmittel 13" | X;. Sei P, = 237 | 6y, die empirische Verteilung.

n

17



Hier bezeichnet 9, das Dirac-Mafl in z. Das Stichprobenmittel 148t sich
schreiben als s(IP,,). Ist s geeignet stetig, so ist s(PP,) konsistent; ist s
geeignet differenzierbar, so ist n'/2(s(P,) — s(P)) asymptotisch normal. In
diesem Beispiel wissen wir das schon:

n?(s(P,) — s(P)) =n~/? fj(xi - PX).
i=1

Der Erwartungswert ist das Minimum von P(X —s)? in s, denn P(X —5)? =
P(X — PX)? 4+ (PX — s)%. Entsprechend ist das Stichprobenmittel s(PP,,)
das Minimum der stochastischen Version P(X — s)2. Ein solcher Schitzer
heifit M-Schétzer. Fir s(P) mufl gelten:

Ds—s(pyP(X — ) =0.
Ebenso muf fiir s(P,,) gelten:
Os—s(p,)Pn(X — 5)? =0.
In unserem Beispiel wissen wir das schon:
P(X —s(P)=0, P,(X—s(P,))=0.
Das 148t sich verallgemeinern.

Satz 17 Sei P|F ein Wahrscheinlichkeitsmaf, © C R und 9 im Inneren
von ©. Fir T in einer Umgebung von ¥ sei ¢, eine d-dimensionale meflbare
Funktion und ¥, (x) stetig differenzierbar. Fir die Matriz der partiellen
Ableitungen gelte Wﬁ\ < H fiir ein P-integrierbares H, und Epzh,l set in-
vertierbar. Sei ) = 9+ op(1) eine (konsistente) Losung der Schitzgleichung
S - (X;) = op(n'/?). Dann gilt

n'2() — 9) = —(Pig)” 1/2211119 ) + op(1).
Beweis. Mit einer Taylorentwicklung erhalten wir

1
o () = () (r — 0) + /O (Bosar_0) (@) — Do(@))ds(r — 0).
Sei ' .
ha@) = sup [$+(2) — da(z)].

[T—9|<a
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Weil v, (x) stetig in 7 = ¥ ist, gilt h, | 0 punktweise fiir a | 0. Also gilt mit
dem Satz von der dominierten Konvergenz Ph, | 0 fiir a | 0, also mit dem
Schwachen Gesetz der groflen Zahl

1< 1<
lim sup — E ha, (X;) < limsup — E ha(X;) = Phg + op(1).
n n - n n
i=1 i=1

Daraus folgt 2 -7 | h,, (X;) = op(1) fiir a | 0. Mit der Taylorentwicklung
gilt also

n n

op(1) = = 375X = = 0a(X0) + 3 do(Xi) + op(1)(D ~ 9).
i=1

=1 i=1

Die Behauptung folgt durch Auflésen nach J—19 und nochmalige Anwendung
des Schwachen Gesetzes der grofien Zahl.

Da %2?21 Yy (Xi) = Py + op(1), kénnen wir
5N ~1/2
-~ Z¢§(Xi) =op(n~ /%)

i=1

nur erwarten, wenn Pty = 0. Unter dieser Bedingung (und recht starken
weiteren technischen Bedingungen) 148t sich die Existenz konsistenter Lo-
sungen der Schatzgleichung zeigen; das behandeln wir hier aber nicht. Im
folgenden wenden wir Satz 17 auf eine parametrische Familie an.

Die Dichte von X7, ..., X, ist [[I"; fo(X;). Der Mazimum-Likelihood-
Schitzer ) maximiert diese Dichte. Insbesondere gilt 50 g log fa(X;) = 0.
Wir zeigen, daf3 die asymptotische Kovarianzmatrix dieses Schétzers gleich
der Inversen der Fisher-Information ist.

Definition. Sei Py, ¥ € © C R?, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
und ¥ im Inneren von ©. Die Familie ist Cramér-reguldr bei ¥, wenn P fiir
7 in einer Umgebung von 9 eine positive p-Dichte f; hat und fr und £, =
log f, zweimal stetig differenzierbar sind mit |f;| < A und |f;| < H fiir p-
integrierbares A und Py-integrierbares H, und wenn die Informationsmatrix
Iy = Eﬁéﬁé;g positiv definit ist.

Lemma 3 Fir bei v Cramér-requldre Familien gilt ETéT =0 und ETZT =
—1I; fiir T in einer Umgebung von ¥.
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Beweis. Wir skizzieren den Beweis nur. Die Argumente sind dhnlich wie in
Satz 17. Es gilt pf; =1, also

1 .
0=p(fr = fr)= (7" - 7—)/0 fT+S(T’—T)dS

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz konvergiert das Integral fiir
7' — 7 gegen fr. Also gilt E-f; = ufy = 0. Mit demselben Argument gilt
ufT = 0. Wegen f = Ef gilt f = Ef +€fT = Ef +€€Tf, insbesondere also
Bl + E 0] =0.

Satz 18 Sei Py, 9 € © C RY, Cramér-reguldr. Sei 9 =19+ op(1) eine
Lésung der Schitzgleichung 31, £-(X;) = op(n~Y/2). Dann gilt

n2() —9) = I n 1/22&9 i) +op(1).

Insbesondere ist 0 asymptotisch normal mit Kovarianz-Matriz 1—79—1.
Beweis. Wende Satz 17 fur ¢ = ¢ und P = Py an. Nach Lemma 3 ist
Eyly = —1y.

12 Empirische Schatzer und lineare Regression

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (2, ), und Xy,..., X,
seien unabhéngig mit Verteilung P. Fiir A € F gilt nach dem Gesetz der
groflen Zahl

1 n
:—ZlA(Xl)HPA f.S.
n <=

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt
nt/%(P,A — PA) —1/22 14(X;) — PA) = N(0, PA(1 — PA)).

Wir sagen (etwas mifiverstandlich): P, A ist asymptotisch normal mit Va-
rianz PA(1 — PA). Sei f : R — R* mit Pf? = Epf? = [ f2dP < oo fiir
r=1,...,k. Der empirische Schatzer fur Pf ist

1 n
:ng;f(x
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Wieder gilt
P.,f — Pf fs.

und

n2(P,f — Pf) = —1/22 — Pf)= N(0,%)

mit Kovarianzmatrix ¥ = (o,5) und

Ors = P(fr _Pfr)(fs _Pfs) = Pfrfs _Pfrpfs-

Bemerkung. Ist t : R¥ — R™ stetig differenzierbar mit m x k-Matrix T' =
(t%),4 von partiellen Ableitungen, so erhiilt man durch Taylor-Entwicklung

t(Pof) = t(Pf) + T(Buf — Pf) +op(n~'/?).

Also ist t(P,, f) asymptotisch normal mit Kovarianzmatrix TXT .

Beispiel. (Lineare Einschrinkung.) Sei h :  — R™ mefbar mit Ph2 < oo
fir r =1,...,m. Fir P € P gelte die lineare Einschrankung Ph = 0. Sei
f: Q2 — R¥ meBbar mit Pf2 < oo fiir s = 1,...,k. AuBer dem empirischen
Schétzer P, f finden wir dann noch andere erwartungstreue Schatzer fiir Pf:
Fiir jede k x m-Matrix A ergibt sich der erwartungstreue Schétzer
1 n
Pof — APyh =~ ;(f(xa — Ah(X;)).
Seine asymptotische Kovarianzmatrix is P(f — Pf — Ah)(f — Pf — Ah)".
Nach der Schwarzschen Ungleichung wird die Kovarianzmatrix minimiert
durch
= PfhT (Phh")7t

Das hangt vom unbekannten P ab. Wir schitzen A*, indem wir die Er-
wartungswerte durch empirische Schétzer ersetzen:

A=P,fhT (Pohh )" Zf Xi)<zn:h(X,-)hT(Xi)>_l.
=1

Mit dem Gesetz der groBen Zahl gilt A = A + op(1). Also ist der Schétzer
P, f — AP,h asymptotisch aquivalent zu P, f — A*P,h. Aus dem zentralen
Crenzwertsatz und Ph = 0 ergibt sich n'/2P,h = Op(1), also

n2(P,f — AP h — Pf) = n'/?(P,f — A*Pp,h — Pf
=n'2(P,f — A*Pyh — Pf

(A — A n'?P,h
+op(1).

) -
)
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Insbesondere hat P, f — AP, h—P f dieselbe asymptotische Kovarianzmatrix
wie P, f — A*P,h — Pf, ndmlich

PffT —PfPfT — Pfn" (Phh")1PhfT.

Man kann zeigen, daf3 P, f — AP, h — P f asymptotisch nicht zu tibertreffen
ist, es sei denn, man weifl mehr iiber P.

Problem. Es gelte die Einschrankung Phy = 0 mit unbekanntem d-dimen-
sionalen Parameter . Gesucht werden asymptotisch optimale Schéatzer fiir
¥ (das ist i.w. bekannt) und fiir Pf. Zusatz: Was schitzen diese Schétzer,
wenn Phy = 0 nicht gilt, und schétzen sie es optimal?

Beispiel. (Lineare Regression.) Sei X eine k-dimensionale Zufallsvariable
und Y eine reelle Zufallsvariable. Wir vermuten einen linearen Zusammen-
hang und schreiben Y = 9" X +¢. Sei P die Verteilung von (X,Y). Es
gelte P|X|* < oo und PY* < oo, und PXX' sei positiv definit. Das
Kleinste-Quadrate- Funktional ¥(P) minimiert P(Y — 97 X)? in ¢. Durch
Differenzieren erhalten wir PX (Y — 9" (P)X) = 0, also

I(P) = (PXX")'PXY.

Der Kleinste-Quadrate-Schitzer fiir 9(P) ist

I(B,) = (zn:Xin)_l i X,Y;.
=1 =1

Wir erhalten ihn natiirlich auch als Losung der empirischen Version von
PX(Y —9T(P)X) = 0, also als Losung der Schitzgleichung P, X (Y —
9T X) = 0. Da sich das nach ¥ auflésen liBt, brauchen wir die Theorie
der M-Schétzer nicht zu bemiihen. Der Kleinste-Quadrate-Schétzer ist eine
Funktion zweier empirischer Schatzer. Wir konnten deshalb die asymptoti-
sche Verteilung von ¥(IP,,) aus der obigen Bemerkung herleiten. Hier geht
es aber einfacher. Schreibe

nV2(9(B,) — 9(P)) = (% Zn: XZ-XiT>71n_1/2 zn: X,(Yi — 9(P)TX,).
=1 =1

Die zweite Summe ist zentriert. Mit dem Gesetz der groflen Zahl erhalten
wir

W 2B — 9(P)) = (PXXT) '3 Xu(Yi — 0(P)TX0) + 0p(1)
=1
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Also ist ¥(P) asymptotisch normal mit Kovarianzmatrix
(PXX)'PIXXT(Y —9'X)?)|(PXX )L,

Bis jetzt haben wir keine Modellannahmen gemacht. Nehmen wir nun
an, dal ein linearer Zusammenhang Y = 9" X + ¢ existiert in dem (sehr
schwachen) Sinn, da8 E(¢|X) = 0 gilt; anders gesagt, da E(Y|X) =9 X
gilt. Dann gilt E(XY|X) = (XX )9, also ¥ = 9(P). Lat sich dann der
Kleinste-Quadrate-Schéatzer verbessern? Die Modellannahme bedeutet, daf3
fiir alle (quadratintegrierbaren) k-dimensionalen Zufallsvektoren W (X)) gilt:

PW(X)(Y —9"X)=0.

Wir erhalten also M-Schétzer als Losungen dyy von P, W (X)) (Y =91 X)) = 0,
also

G = @V OXT) 2 0Y = (S wxT) T S Wy
=1 =1

Solche Schétzer heiflen gewichtete Kleinste-Quadrate-Schatzer. Wie oben

erhalt man
n

Dy — 9 = (En: W(Xi)XiT) o > WX (Y -9 X)),
1=1

i=1
Also ist 1§W asymptotisch normal mit Kovarianzmatrix
P(W(X)X )" P(W(X)W(X)Tp*(X))P(XW(X) ")™Y,
wobei p?(X) die bedingte Varianz von € gegeben X ist. Nach der Schwarz-
schen Ungleichung wird die Kovarianzmatrix minimiert durch
W*(X) =p 3(X)X.

Das hangt vom unbekannten P ab. Wir miissen p durch einen geeigneten
Schatzer p ersetzen. Solche Schatzer werden wir erst spater kennenlernen.
Wir erhalten
) n 1.n
Uy = (Zﬁ_Q(Xi)XiXiT) > X)X,
i=1 i=1

mit asymptotischer Kovarianzmatrix (Pp~2(X)XX ")~1.

Problem. Es gelte die Einschriankung E(hy(X,Y)|X) = 0 mit unbekann-
tem d-dimensionalen Parameter 9. (Oben hatten wir hy(X,Y) =Y -9 X.)
Gesucht werden asymptotisch optimale Schétzer fiir 9 (das ist i.w. bekannt)
und fiir Pf. Zusatz: Was schitzen diese Schétzer, wenn die Einschrankung
nicht gilt, und schétzen sie es optimal?
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13 Stichprobenquantile

Seien Xi,..., X, unabhingig mit stetiger Verteilungsfunktion F. Dann
heift R; = > ; 1(X; < Xj) der Rang von X;. Die der Gréfie (dem Rang)
nach geordneten Beobachtungen Xi., < --- < X,,.,, heilen Ordnungsstati-
stiken. Das p-Quantil ist £, = F~1(p) = inf{x : F(x) > p}. Die empirische
Verteilungsfunktion ist

znjl(Xigt):i{i:Xigt}].

=1

F(t) = Pp(—o00,t] =

S|

Das Stichproben-p-Quantil ist ép =TF.(p).

Satz 19 Sei &, eindeutig und k = np + o(n). Dann gilt X, — & in
Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Sei p. = F(§, + ). Dann gilt p. > p. Schreibe

P(Xpn <& +¢) = P( YUK < & +2) 2 k)
=1
:P<%Z]—(Xi §€p+5)_ps Z%_ps))-
=1

Das konvergiert gegen 1 nach dem Gesetz der grofien Zahl. Analog fiir £, —¢
statt &, + €.

Satz 20 Es habe F' eine Dichte f, die in &, stetig und positiv ist. Sei
k =np+o(n=12). Dann gilt

n2(Xpm — &) = N(0,p(1 — p)/ f2(&))-

Beweis.

P} (Xpy — &) <t) = P(Xpp < & +n7V21)



mit
Ym’ = 1(Xi < Ep + n_l/Qt) - F(gp + n_l/Qt)a
Up =n"V2(k — nF (& + n~12t)).

Die Zufallsvariable Y;,; nimmt den Wert 1 — F'(§, + n~1/2t) mit Wahrschein-
lichkeit F(&, +n~/?t) an, und den Wert —F (&, +n~/?t) mit Wahrschein-
lichkeit 1 — F(&, +n~/2t). Es gilt EY,; = 0, EY,2 — p(1 — p) und u, —
—tf(&). Nach einer Version des Zentralen Grenzwertsatzes fiir Dreiecks-
schemata gilt also

P(n 2 3 Yok 2 ) = B2 )/ (01 = P

Hier ist ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung N (0, 1).

14 Punktweise Konvergenz von Kernschatzern

Seien X1,..., X, unabhingig mit Dichte f. Ein Kernschdtzer fiir f(x) ist
1 n
f(z) = - Z;Kb(x - Xi)
1=

mit Kp(t) = K(¢/)/b, Kern K und Bandweite b. Der mittlere quadratische
Fehler (MSE) von f(x) ist

E(f(x) = f(2))* = Var f(z) + (Ef(x) = f(2))?,

die Summe aus Varianz und Quadrat des Bias. Fir r = 0,1,2,... sei
Lip, (L) die Klasse der Funktionen, die beschrinkt und r-mal differen-
zierbar sind und deren r-te Ableitungen in z Lipschitz der Ordnung o mit
Konstante L sind:

[f (@) = f ()| < Lz —y|*.

Sei K die Klasse der Funktionen, die beschrankt sind mit
/ K(t)dt =1,
/th(t)dt:O, j=1,...,1Vvr,

/ K (1) di < oo
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Satz 21 Ist f € Lip, (L) und K € Ky q, so gilt fiirb | 0:

B(f(@) ~ f@) < o f@) [ K20 de+ 20 ([ ko))

Also wird die optimale Rate n=2rte)/Q0r+e)+1) erzielt wenn b proportional
zu Y/ @rta)+l) o

Beweis. Schreibe Varianz und Bias als
n 1
Var f(z) = —Var K(z — X)
n

= %(EKI?(I‘ - X) — (EKy(z — X))?)

Fir m = 1,2 gilt

/KZ)”(:C ) f(u) du = bm/Km(fC

= pmHl / K™(t)f(x — bt) dt.

Also

Var f(x /K2 f(z —bt) t—— /K x—bt)dt).
b

Fiir m = 1, 2 gilt mit Beschranktheit von K:

/ K™(0)]1f(x — bt) — f(x)|dt < Lb* / K™ ()|t d,

also

Var f(z) = %f(x) /K2(t) dt + %01,(1).

Fiir r = 0 gilt
\Ef(z) — f(z)] = ‘/K Fla — bt) x))dt) < baL/|K(t)ta|dt.
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Fir r =1 gilt

Bf(@) - f@)] = | [ K60 3

( )

(1(z) = £ (@))) d]

L
< oo / |K(t)t’“+a|dt.
T

Der integrierte mittlere quadratische Fehler (MISE) von f ist E [(f(z)—
f(z))? dz. Eine Schranke dafiir 18t sich nicht einfach aus aus Satz 21 gewin-
nen, es sei denn, wir wiiten, dafl die Dichte f auf einer beschriankten Menge
lebt.

15 Konvergenz von Kernschatzern in L

Sei A\ das Lebesgue-Maf3 auf R. Wir setzen L = yund [ f= [ f(x
Die L;-Norm einer Funktion f ist ||f|li = [ |f]. er benétigen einige Be—

griffe und Ergebnisse aus der reellen Analysis. Die Translation von f um y
ist definiert durch f,(z) = f(z —y). Fir f € Ly gilt || fyll1 = || f]]1-

Lemma 4 (L;-Stetigkeit der Translation) Fir f € Ly ist y — f, gleich-
mafig Li-stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wahle g stetig mit Tréger in [—A, A] und || f — g1 < e.
Dann ist g gleichméfig stetig. Also existiert 6 > 0 mit |g(y) —g(z)| < e/(3A4)
fir |y — 2| < 0. Fir |y — 2| < 6 gilt also ||gy — gz]1 < (244 0)e/(34) <&,

also
Ify = oAt < M fy — g:zlli + Mlgy — 92111 + llg= — f2lla

=lf —glli + llgy — g-1l1 + lg — fll1 < 3e.

Lemma 5 Fir h € Ly gilt
/ lg(x — bu) — g(z)||h(vw)| dudz — 0, b— 0.

Beweis. Es gilt ||g, — g[l1 < 2|/g||i. Nach Lemma 4 ist y — g, Lq-stetig.
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz also

/ 9z — bu) — g()] dal(u)| du = / g — glla[h(w) du— 0, b — 0.
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Eine Funktion f : R — R heifit absolutstetig auf dem endlichen Intervall
[a,b], wenn fiir alle ¢ > 0 ein 0 > 0 existiert, so dafl fiir alle endlichen
Familien von disjunkten Intervallen (a;, b;] C (a,b] mit >, (b; —a;) < 6 gilt:
>_;1f(bj) = f(a;)] <e. Die Funktion heiit absolutstetig, wenn sie auf allen
endlichen Intervallen absolutstetig ist.

Fiir eine Funktion g : R — R ist die Totalvariation auf einem Intervall

[a, b] definiert als
sup Y | f(t;) = f(tj-1)],
t)

wobei sich das Supremum iiber alle endlichen Partitionen a = tp < -+ <
t = b erstreckt. Eine auf [a, b] absolutstetige Funktion hat endliche Total-
variation auf [a, b].

Wir benétigen den Fundamentalsatz fiir Lebesgue-Integrale: Ist f abso-
lutstetig auf [a, b], so existiert f.s. die Ableitung f’ und ist in Lq, und

= /w f'(t)dt, =€ la,b].

Fir r = 0,1,... sei £, die Klasse der Funktionen f, die (r — 1)-mal
differenzierbar sind mit f("=1) absolutstetig und f() € L;. Fir 0 < a <1
sei L, o die Klasse der Funktionen f € L, p, fiir die y — fzsr) L+-Lipschitz
der Ordnung « ist: Fir ein L > 0 gilt

1A = fOU < Liyl*, yeR.

Die Fultung f * g zweier Funktionen f,g € L ist definiert durch
frg@) = [ 1a =g

1 *glh < /!fw—u W)l dudz = ||])1 ]

Den Erwartungswert eines Kernschéitzers konnen wir wie folgt schreiben:

Es gilt

Ef(x) = EKy(z — X)
/Kbm— (y)dy = [ * Kp(x /fx—bu (u) du.
Es gilt || Kpl[1 = || K1, also

IEfIL = 11F * Kslls < 11Kl = 1K
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Satz 22 Ist f € Lo und K € K,., so gilt
[1f * Ky = flln = o(b").
Ist0<a<lund f€Lyq, K€K, q, sogilt
If * Kb — fllh = O@0"").

Beweis. Durch Taylor-Entwicklung:

flx—bu) = flz) =

Jj+1

Mit [/ K(u)du=0,j=1,...,r, gilt

_h\T 1
Fofite) = 5oy = S [0 = )~ plon K dude.

Fir o = 0 wenden wir Lemma 5 und den Satz von der dominierten Konver-
genz fiile das dt-Integral an. Fiir a > 0 verwenden wir

/|f(r)(x —tbu) — f(x) dz < L [ul”.
Satz 23 Hat f endliches zweites Moment und ist K € L1 1, so gilt
E|lf = f* Kyl = O((nb)"'/?),

Beweis. Sei V(z) = (1 + |z|)%2. Mit der Schwarzschen Ungleichung gilt fiir
jedes mef3bare g:

VY292
lol = ([ it < IV Ve,

und ||V 1|1 ist endlich. Es gilt also
Bl = f |7 < [VTHREIVS = £+ K) [l
. 2 |-
= IVRIBVS = £ o)l < VRV - f o+ K

Es gilt V(z 4+ y) < V(x)W(y) fiir W(y) =1+ 2|y[(1 + |y|) und

frria) =g [ K50 iy = [ £ - )k ) duds,
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also
V- feK2 =+ /Va:+bu F@) K2 (u) du da

b/ () f( dx/Wbqu)d

Weil K beschrankt ist, ist das letzte Integral endlich.

| /\

Der erwartete Li-Fehler von f ist £ [ |f — f]. Es gilt

E/|f—f| _ E|f — flh < EIf — f * Kyl + | * Ko — fll.

Ist f € L, mit endlichem zweiten Moment und K € K, , mit o = 1, falls
r =1, so gilt nach den Satzen 22 und 23:

E / 1~ f] = 0@ + O((nb)~172).

Die optimale Bandweite und Konvergenzrate sind also dieselben wie fiir die
Konvergenz der Wurzel des punktweisen mittleren quadratischen Fehlers,
Satz 21.

Wir erwarten, daB (nb)'/2(f(x) — f(x)) asymptotisch normal mit Mit-
telwert O ist, solange b schneller als die optimale Bandweite gegen 0 geht,
denn dann ist der Bias vernachlassigbar. Fiir die optimale Bandweite b wird
(nb)'/2(f(z) — f(x)) unter geeigneten Annahmen immer noch normal sein,
aber der Mittelwert der Grenzverteilung wird nicht 0 sein.

16 Plug-in-Schatzer fur Faltungsdichten

Setzt man den Dichteschéatzer in ein “glattes Funktional” der Dichte ein, so
erhélt man i.a. eine schnellere Rate; sie kann sogar die “parametrische” Rate

n~1/2 sein Das einfachste Funktional ist ein lineares Funktional Fg(X) =
[ g(z)f(x)dz. Der “Plug-in-Schitzer” dafiir ist

[s@i@ar= [ o) gmx _x



Der standardisierte Fehler dieses Schéatzers ist ein geglattetes Funktional des
empirischen Prozesses A = n'/?(F — F):

w2 ([ g@)f(w)ds - Bg(x)) = [ [ g+ wdd @) do
Wir erwarten die Rate n~1/2
fensichtliches Beispiel.
Seien Xi,..., X, unabhéingig und identisch verteilt. Fir m > 2 seien
Ul, ..., Un reellwertige Funktionen, so daf8 u;(.X;) Dichte f; hat. Wir wollen
die Dichte g der Summe u;(X7) + - - - + upm (X,y,) schitzen. Es gilt

g) = fix-* fim(y)

. Im folgenden behandeln wir ein weniger of-

— [ [ A= =y o) )
Also ist g ein (glattes) Funktional von f1, ..., f;,. Einen Plug-in-Schdtzer fir
g erhdlt man, indem man Schétzer fir fi,..., f,, einsetzt. Wir verwenden
Kernschatzer .
A 1
fi= > Ky, (y — ui(X;))
i=1

mit Kernen K, Bandweiten b;, und Kj; (y) = K;(y/b;)/b;. Es gilt

Efj = fj * Kjbj-

Sei A die Klasse der Funktionen f € Ly, fiir die f' € L; existiert mit
fl@)=["_ f'(t)dt fir z € R.
Das folgende Lemma beweisen wir nicht.

Lemma 6 (Satz von Fréchet-Kolmogorov) Eine abgeschlossene Teilmenge
von Ly ist kompakt genau dann, wenn

sup [|hf[1 < oo,
heH

lim sup sup / |h(z —t) — h(z)|dx =0,
610 ¢|<s heH

lim sup / Ih(z)| dz = 0.
cloo heH |z|>c

Sei g; die Dichte von

ur(X1) + -+ o1 (Xjo1) + wi (X)) + -+ un (X))
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Setze
Haj(y) =1~ (95(y — ui (X)) — 9(y))
i=1

=n""2Y (gi(y — ui(X0)) — Eg;(y — ui(X))).
=1

Definition. Eine Familie von Zufallselementen Hi, Ho,... in Ly ist straff,
wenn fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge K C L; existiert mit

PH,eK)>1—¢, n=12,....
Wir zeigen, dafl H;, Hy;, ... straff in L; ist. Dazu schreiben wir H,; als
Gléttung n'/2(F; —F}j)*g; des empirischen Prozesses der u;(X1), ..., u;(Xy)

und verwenden die Straffheit des empirischen Prozesses.

Lemma 7 Hat f; endliches (2 + €)-Moment fiir ein € > 0 und ist g; € A,
so ist Hy;, Haj, ... straff in Ly.

Beweis. Sei F); die Verteilungsfunktion von f; und F; die empirische Vertei-
lungsfunktion von uj(X1), ..., u;(X,). Setze A; = n'/2(F; — F}). Dann gilt

ElAlL = /E(n”z\IFj — Fyl)do
< (BE(1(uj(X) < ) — Fj(x))?)Y/?
= /F-l/z(a:)(l ~ F}?(x)) dz < o0,

J

Also gilt Aj € Ly (f.s.). Ebenso gilt fiir ¢ — oo:
E Aj(z)| da < / F2(2)(1 - F*(2)) — 0.
|z>c |z|>c

Wir kénnen H,; wie folgt schreiben:

Hoyj(y) = / 93 (y — u)d; (u).

Mit partieller Integration und Variablentransformation:
Hn;(y) = / Aj(u)g;(y —u) du = Aj * gj(y).
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Also gilt
[Hnglle < 1411 llg5 01,

SUP/!Hnj(l’—t) — Hypj(2)| dz < Sup/lgj(l’—t) — g;(@)| dz| A1,
[t]<é |t|<é

[ Hu@des [ ia@ldelgl+ [ lg@ldelaglh.
ja] >2¢ jal>c jal>c

Weil ¢’ integrierbar ist, folgt aus Lemma 4 fir § | 0:

sup / lgj(x —t) — gj(x)| dz — 0.
[t|<é

Die Behauptung folgt jetzt aus Lemma 6.
Satz 24 FEs habe fi,..., fm endliches (2 + ¢)-Moment, und es gelte
g€ Lry10, 915---s9m €A, Ki,...,Kp €K1
Gilt n(min b;)? — oo and n(max bj)Q(H'l) — 0, dann gilt
In'/2(9 = g) = (Hur + - + Hym) 1 = 0p(1).
Beweis. Nach Satz 23 gilt
E|lf; = Efjllh = O((nbj)~'/?),

also
1f; — Efjlly = Op((nb;)~"/).

Setzeg:Efl*---*Efm:fl*---*fm*Klbl*---*Kmbm = g x K, mit
Ky = Ky, * -+ % Kpp,,,. Wie in Satz 22 gilt
lg = glly = O((maxb;)™*).

Fir A C {1,...,m} setze y4 = *jeA(fj — Ef]) * *jQAEfj mit v9 = E§ und
Y(1,.my = x5y (fj — Efj). Es gilt

g=+fj =« (Efi+ f; = Ef}) =) _7a=)_T»
A r=0
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mit ', = Z|A|=7’ v4. Insbesondere haben wir I'y = vy = E¢ und I'y

Z;L(fj — Efj) % gj mit g; = % ,;Ef; = gj * %;2;Ka,. Wegen ||a # |y
lall1]|b|]1 gilt fir A C {1,...,m} mit mindestens zwei Elementen j, k:

Ivals < 15 = Eflul s = Efeln T] W= BRI T IESL

1€ A\{j,k} i€cA

Also gilt mit obiger Darstellung fiir g:

|

3-3- > (F=Ef) g, < 3Tl = Op((nmint;) ™).
j=1 r=2

Es gilt R X
nl/Z(fj — Ef]) * g = Hnj * K.
Also bleibt zu zeigen:
[l # K = Hinjl[1 = 0p(1).

Dazu schétzen wir ab:
By K~ Bl = [ | [ (B = ) — By (2)) K. () d do

< sup /|Hnj(x—u) —Hnj(x)\dx/ K. ()| du
|u|<d |u|<d

2 sl / K. (w)] du
|u|>6

< sup /|Hnj(x—u) — Hipj ()| dz|| Ki|[1

|u|<d

+ 2| Hpy 167 / K. (u)] du.

IN

Mit der Abschétzung aus dem Beweis von Lemma 7 folgt die Behauptung.

Fiir einen Zentralen Grenzwertsatz iiber § benttigen wir einen Zentralen
Grenzwertsatz fiir Banachraum-wertige Zufallselemente. Wir geben hier

ohne Beweis eine Version fiir L.

Lemma 8 Sei Hy, Ho,... eine straffe Folge Li-wertiger Zufallselemente.
Sei [ @(x)Hy(x)dx asymptotisch normal fir alle stetigen ¢ mit kompaktem
Trager. Dann konvergiert H,, schwach in L1 gegen einen Gaujf$schen Prozefs.
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Korollar 2 Unter den Voraussetzungen von Satz 24 konvergiert n'/? (g—9)
schwach in L1 gegen einen zentrierten Gauflschen ProzefS mit Kovarianz-
funktion

(@.9) = Y Efgile —ui(X)) — g(2)) (g;(z — u;(X)) — g(x)).

ij=1

Fir m = 2 gilt g1 = fo und go = f1. Die Voraussetzungen von Satz
24 implizieren also, daf} fi, fo differenzierbar sind. Setzen wir r = 1, so ist
nach Kapitel 14 die optimale Bandweite fiir fj von der Ordnung n=/3. In
Satz 24 lassen wir Bandweiten n~'/? < b < n~'/* zu. Wir brauchen also
weder zu iiberglatten noch zu unterglatten.

17 Nichtparametrische Regression
und Nadaraya—Watson-Schatzer

Sei (X,Y) eien zweidimensionale Zufallsvariable. Die Regressionsfunktion
von Y auf X ist der bedingte Erwartungswert

9(X) = E(Y[X).

Wir beobachten unabhéngige Realisationen (X;,Y;), ¢ = 1,...,n. Der
Nadaraya—Watson-Schditzer fur g(z) ist

> i1 Ko(z — Xi)Y;
i Ko(z — Xi)
Hier ist K ein Kern und b eine Bandweite.
Sei f(z,y) die Dichte von (X,Y’), und f(x) = [ f(z,y)dy die Dichte von
X. Dann ist f(x,y)/f(z) die bedingte Dichte von Y gegeben X = z, also

9(z) = [yf(z,y)dy/f(z). Ist f stetig, so konvergiert 1 >" | Ky(z — X;)
gegen f(x); siehe Kapitel 14. Fiir den Zahler von g(x) haben wir unter
geeigneten Annahmen

ERy(o - X)Y = [[ Koo~ 2)uf o) d dy
= //K(U)f(x — bu, y)y dudy
— /K(U) dU/yf(:c,y)dy = /yf(%y) dy.

Konvergenzraten erhalt man wie bei Dichteschatzern.
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18 Lokale polynomiale Glatter

Wir bleiben beim Schétzen der Regressionsfunktion g. Ist g ein (unbekann-
tes) Polynom mit (bekanntem) Grad r, so konnen wir g schitzen, indem wir
die Beobachtungen (X;,Y;) durch ein Polynom vom Grad r approximieren,
das den mittleren quadratischen Fehler

> (- o)

=1

minimiert. Durch Differentiation erhalten wir
n T N
Soxk(vi- S oxt) =o,
i=1 k=0
also
R n 71 n
i= (> 227) " Yo,
i=1 i=1

mit Z; = (X?,...,X7)T. Der Schitzer g(z) = 3 j_o Iz’ ist ein Kleinste-
Quadrate-Schéatzer; wir nennen ihn polynomialen Gldtter.
_ Fir das Lageparameter-Modell Y = ¢ + ¢ mit Ee = 0 ist g(z) = ¥ und
U= % 2 Ya

Fir das lineare Regressionsmodell mit Interzept ¥g, Y = 99 + X + ¢
mit F(e|X) =0, ist g(X) = Yo + 91X und

+ (1 X
ZZ_(XXZ.

Fiir das lineare Regressionsmodell ohne Interzept, Y = X 4+¢e mit E(e|X) =
0, ist g(X) = ¥X. Wir konnen also den Index 0 weglassen und erhalten

)= (ixf)lixm.
=1 =1

Das hatten wir in Kapitel 12 schon allgemeiner hergeleitet, ndmlich fiir Y =
9" X + ¢ mit Kovariablenvektor X.

Ist die Funktion g kein Polynom der Ordnung r, aber r-mal differen-
zierbar, so kénnen wir g lokal durch ein Polynom approximieren und obige
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Methode lokal anwenden. Sei z fest. Eine Taylor-Entwicklung liefert fiir z

nahe x:
Z ~ E

Den Koeffizienten (0, ...,,) entsprechen (g(x), ¢ (x),..., 9" (z)/r!). Wir
minimieren den mittleren quadratischen Fehler

g(’“

)
> € k,( ) (x, - x)k)ZKb(Xi _a).

=1

Sei Q = (ij) jk=0,...,r die Matrix mit Elementen

n

Qi = Y _(Xi — 2y TF K (X — @),

i=1

und sei W = (Wo,...,W,) " der Vektor mit Elementen

We = S (X; — 2) Ky (X, - 2)Yi.
=1

Wir erhalten also einen Schétzer fiir g(z), ¢'(z), ..., ¢\ (x), den lokalen poly-
nomialen Gldtter, durch

(301,50, E) =

7!

Fiir r = 0 ergibt sich der Nadaraya—Watson-Schéatzer

Wo _ Yo Kp(Xs —2)Y;
Qo > Kp(Xi — )

Dieser lokal konstante Glétter fiir eine Regressionsfunktion entspricht dem
Kernschéitzer f(z) = 13" | K(X; — z) fiir eine Dichte.

9(x) =

19 Kontiguitat
Wir wissen schon, dafl wir glatte Funktionale einer unbekannten Verteilung

mit der Rate n~/2 schiitzen konnen, wobei n der Stichprobenumfang ist.
Das gilt fiir parametrische Modelle (Maximum-Likelihood-Schétzer) und
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nichtparametrische Modelle (M-Schétzer, empirische Schétzer). Fiir para-
metrische Modelle bedeutet das insbesondere, dafl wir zwei Parameter mit
Sicherheit asymptotisch unterscheiden konnen, wenn ihr Abstand langsamer
als n~1/2 schrumpft. Interessant sind also die Abst”ande der Ordnung n~/2.
Wir zeigen im folgenden, daf n~1/2 tatsichlich die beste Konvergenzrate
fiir Schétzer glatter Funktionale ist. Dazu brauchen wir nur eine wie n~/2
schrumpfende Umgebung eines Parameters zu betrachten. Das sieht man
auch heuristisch, wenn man den Likelihoodquotienten ansieht. Ist fy die
Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafles Py, ist © eine offene Teilmenge von
R, und sind n unabhéingige Beobachtungen Xi,...,X,, aus einem der Py
gegeben, so ist der Log-Likelihoodquotient

dPn n

n—1/2
log %(Xl, o Xn) =) (g2 (Xa) — L9( X))
9 i=1

~tn 123 g (X0) + 22 S (X

mit £y = log fyg; Ly, {9 den Ableitungen nach ¢; und Iy = Eﬂl% der Fisher-
Information wie in Kapitel 11. Also hat log dP!'/dPj genau dann eine nicht
ausgeartete Verteilung, wenn 7 — ¢ von der Ordnung n~1/2 ist. Dann sind
P und P “benachbart”. Fir 7 =9 + n~1/2t ist die Grenzverteilung eine
Normalverteilung mit Mittelwert —%tQjﬁ und Varianz t?Iy. Wir sagen dann,
wir haben “lokale asymptotische Normalitat” (LAN). Daraus werden wir
im folgenden schlieBen, daB n~'/2 die otimale Konvergenzrate fiir Schétzer
glatter Funktionale von 9 ist. Genauer werden wir zeigen, dafl es keinen
“regularen” Schatzer gibt, der eine bessere asymptotische Varianz als Iy !
hat. Das ist die asymptotische Varianz des Maximum-Likelihood-Schétzers.

Fir eine Normalverteilung N7 ; mit Lageparameter t1 gilt

(X —t1)? X2 1,

o7 +ﬁ—tX—§tI.
Asymptotisch ist der obige Log-Likelihoodquotient von dieser Form. Also
reduziert sich das urspriingliche Schatzproblem asymptotisch auf diesen Fall.

Definition. Eine Folge reeller Zufallsvariablen V,, heifit gleichmafig inte-
grierbar unter P,, wenn

sup P, (|Vo|1(|Vy] > ¢)) — 0, ¢ — oo.
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Die folgenden Lemmas zitieren wir ohne Beweis.

Lemma 9 Die Folge V,, ist gleichmdflig integrierbar genau dann, wenn
P,|Vy| beschrdnkt ist und

P,|\V,|Ap — 0, wenn  P,A, — 0.

Lemma 10 Gelte V,, = V. Dann ist V,, ist gleichmdf$ig integrierbar genau
dann, wenn P,|V,,| beschrdnkt ist und

PlV| < oo wund P,|V,| — P|V|.

Lemma 11 Gilt V,, = V, so auch liminf, P,|V,| > P|V|.

Gegeben seien WahrscheinlichkeitsmaBie P,, @, auf (Q,,F,). Wie in
Kapitel 8 definieren wir mit p,, = dP,,/d(P,,+Qy) und ¢, = dQ,,/d(P,+Qx)
den Dichtequotienten

= dQn _ dny
ar, DPn

L, (pn, > 0) + c01(pp, = 0,q, = 0).

Definition. @, ist zu P,, benachbart (Q, < P,), wenn fiir A,, € F,, gilt:
P,A, — 0 impliziert Q,A, — 0.

Lemma 12 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(1) Qn < Py
(2) Ly, ist straff unter P,, und wenn L, = L fir eine Teilfolge, dann
gilt PL=1.
(8) Ly, ist gleichmdfSig integrierbar unter P,, und Q,(L, = c0) — 0.
(4) Ly, ist straff unter Q.

Beweis. (3) und (1) sind dquivalent: Schreibe

— PuLnAn+ Qul(Ln = 0) Ay (19.1)

Hier haben wir 1(L, < oo) weglassen konnen, weil P, (L, = co) = 0, also
P,(L, < ) =1.

(3) impliziert (1): Seien A, € F, mit P,A, — 0. Es gilt P,L,A, — 0
nach Lemma 9 “=" fir V,, = L,,. Nach Voraussetzung gilt Q, (L, = c0) —
0, also @,1(L,, = 0)A, — 0, also @, A, — 0 nach (19.1).
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(1) impliziert (3): Seien A, € F, mit P, A, — 0. Nach Voraussetzung
gilt Q@ A, — 0, also @Q,1(L,, = o)A, — 0. Nach (19.1) gilt P,L,A, — 0.
Auflerdem gilt P, L,, = Qn(L, < 00) < 1. Nach Lemma 9 “«<” fir V,, = L,
ist L, gleichméfig integrierbar unter P,. Auflerdem gilt P,(L, = o0) = 0,
also Qy (L, = 00) — 0.

(2) impliziert (3): Es geniigt zu zeigen: Jede Teilfolge hat eine Teilfolge
mit (3). Nach dem Satz von Prohorov besitzt jede Teilfolge eine konver-
gente Teilfolge mit L,, = L. Mit Lemma 11 gilt liminf, P,L,, > PL = 1.
Anderseits ist P,L, = Qn(L, < o) < 1. Also gilt P,L, — PL und
Qn(Ly, < 00) — 1. Also ist L,, gleichméfig integrierbar unter P, nach
Lemma 10 “<=” und Qn(L, = 0) =1 — Qn(L, < o0) — 1.

(3) impliziert (2): Ist P, gleichméBig integrierbar unter P,, so auch
straff, denn fir ¢ > 0 gilt

1
P,(L, > c¢) < =P,L,1(Ly, > ¢).
c

Gelte nun L,, = L fiir eine Teilfolge. Dann gilt P,L,, — PL nach Lemma
10 “=”. Auflerdem gilt

PyLy, = Qn(Ln < OO) =1 _Qn(Ln = OO) — 1,

also PL =1.
(3) impliziert (4): Wegen

Qn(Ln > ¢) = PaLp1(Ln > ¢) + Qn(Ln = 00).
(4) impliziert (1): Wegen

QnAn = Qn(Ln < C)An + Qn(Ln > C)
< PnLn1<Ln < C)An + Qn(Ln > C)
< cP, A, + Qn(Ly > ¢).

Lemma 13 (Drittes Lemma von Le Cam) Gilt Q, < P, und (L,,V,) =
(L, V) unter P,, dann auch (Ly,Vy) = (L,V) unter Q,, und dQQ = LdP.

Beweis. Sei f :[0,00] x R — R stetig und beschréankt. Schreibe

Der zweite Term geht gegen 0, weil @, (L, = co) — 0 nach Lemma 9 “(1)
= (3)”. Schreibe den ersten Term als

Po(Ln A ) f(Ln, Vi) + Po(Ly — ¢) T f(Ln, V).
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Der linke Summand konvergiert gegen P(L Ac)f(L,V); fir grole ¢ geht das
gegen PLf(L,V). Der rechte Summand ist klein fiir groles ¢ nach Lemma
9 “(1) = (3)” mit Qun(Lyp — )" < QnLn(Ly > c).

Fiir den Beweis des néchsten Lemmas erinnern wir daran ,daf} die charak-
teristische Funktion einer mehrdimensionlaen Normalverteilung N, s die
Form ¢(t) = exp(ip't — 3t $t) hat.

Lemma 14 Gelte Q,, < P,. Setze A,, = log L,,. Seien V,, Zufallsvariablen
mit (Ap, Vi) = (A, V) unter P,, wo (A,V) einer zweidimensionalen Nor-
malverteilung folgt mit Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix

(i) e (25)

Dann gilt (A, V) = N unter Q,, wo N eine zweidimensionale Normalver-
teilung mit derselben Kovarianzmatriz ist wie (A, V), und mit Mittelwertvek-

tor
ta
b+c |-

Beweis. Unter P,, hat die charakteristische Funktion der Grenzverteilung
die Form ¢(s,t) = Pexp(isA + itV). Nach Lemma 13 hat die charakteri-
stische Funktion der Grenzverteilung unter @), die Form

PLexp(isA +itV) = Pexp((is + 1)A +itV) = p(s —i,1).
Es gilt
1 1
(s, t) = exp ( - iisa + ith — §(S2a + t2d + 28t6)>.
Also ist die charakteristische Funktion unter ), von der Form

1 1 1
o(s —i,t) = exp < — §isa — 50 + ith — 5(32(1 — 2isa — a + t*d + 2stc — 2itc)>

= exp <%z’sa +it(b+c) — %(sza + t2d + 2stc)>.
20 Faltungssatz

Sei f stetig und f, — f punktweise. Im “reguldren” Fall, fiir “gutartige”
fn, wird die Konvergenz sogar stetig sein:

falzn) — f(z), wenn =z, — z.
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Fiir die Verteilungen der Schéatzerfolgen werden wir nur eine abgeschwachte
Version der stetigen Konvegenz annehmen:

nt2(9 — (0 +n"%)) =V unter Py 1 tER

Solche Schétzer werden wir reguldr nennen. Fiir sie werden wir eine (scharfe)
untere Schranke fiir die asymptotische Varianz angeben. Fiir Anwendungen
auf nichtparametrische Modelle ist es von Vorteil, alle folgenden Aussagen
zundchst fiir lokale Modelle zu formulieren, also fiir Py statt Py /20
fiir V, statt n'/2(d — 9).

Setze Ly = dPy/dP,, und Ay = log Ly;.

und

Definition. Die Familie P,;¢, t € R, heifit asymptotisch normal, wenn

1
Apt = tS, — 51t2J +o0p, (1), teER,
S, = JY2N,

wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable und J eine positive
Zahl ist.

Lemma 15 Ist Py, t € R, asymptotisch normal, so sind Pps und Py fir
alle s und t benachbart.

Beweis. Weil < transitiv ist, genigt es, ¢ = 0 zu betrachten. Es gilt
P,s < Py nach Lemma 12 “(4) = (1)”. Es gilt P,o < P,s nach Lemma 12
“(2) = (1)”. wenn dort die Rollen von P, und @,, vertauscht werden.

Definition. V, heif3t reguldr mit Limes V, wenn
V,—t=V unter P, tecR.

Satz 25 (Faltungssatz von Hdjek und Le Cam) Ist P,y asymptotisch normal
und V,, requldr, so gilt

(J71Sn, Vi —J71S,) = (JTV2N,U)  unter P,
fur eine Zufallsvariable U, die unabhdngig von N ist.

Beweis. Da (S, V,,) straff unter P, ist, gilt (S,,V;) = (J~Y2N,V) unter
P, fir eine Teilfolge. Nach Lemma 15 sind P,s und P,; benachbart. Nach
Lemma 13 gilt fiir jedes stetige und beschrankte f:

Pf(V) = Psexp(As — As) f(V).
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Insbesondere gilt
1 1
Prexp(iu(V —1)) = Pyexp (iuV —iut + 712N = 512 — TN + 532J>.

Da V,, regulér ist, hdngt die linke Seite nicht von ¢ ab. Die rechte Seite ist
analytisch in ¢. Ersetze ¢ durch s —iJ lu:

1
Pexp(iuV) = exp ( - §u2J71>PS exp(iu(V — J7V/2N)).

Also hiingt die Verteilung von V — J~'/2N unter P nicht von s ab. Nach
Satz 6 ist also V — J~Y2N unabhéngig von N. Da S, und Vj, in Verteilung
konvergieren, hiingt die Grenzverteilung von V — J~1/2N nicht von der Teil-
folge ab.

Insbesondere ist V,, = J~18,, +V,, — J~1S,, asymptotisch wie die Faltung
J~Y2N 4+ U verteilt. Daher der Name “Faltungssatz”. Ist M unabhiingig
von N, so gilt

P(—a<N+M<a)<P(-a<N<a), a>0.

Also ist Vj, bestenfalls asymptotisch wie J~/2N in symmetrischen Inter-
vallen um 0 konzentriert. V,, ist asymptotisch optimal genau dann, wenn U
nach dg verteilt ist. Genau dann gilt V,, = J~1S,, +op, (1).

21 Lokale asymptotische Normalitat
fir unabhangige Beobachtungen

Gegeben sei eine Familie von aquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaflen Py,
¥ € O, mit © C R offen. Sei ¢ fest.

Definition. P; heifit Hellinger-differenzierbar in 7 = o mit Ableitung ly €
L3 o(Py), wenn

Wegen PyL,y = P;QQ=1und z—1= 2(1‘1/2 -1+ (x1/2 —1)? gilt

1 .
L —1-5(r - 19)&9”2 = o(r — V).

1
Py(Lrg = 1) = =5 Py(Lry — 1)%. (21.1)
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Bezeichne Iy = Pyl? die Fisher-Information. Setze

dpP" _1/2
Ly = %7 Apy = log Ly

Satz 26 Ist P, Hellinger-differenzierbar in T = ¥ mit Ableitung g, so gilt
=1itn" 1/22519 — 7t2fqg+0p19(1)

_1/22&9 1/2

Wir sagen dann: Py ist lokal asymptotisch normal (LAN) in 9.

Beweis. Schreibe logz = 2log(1 + z/2 — 1). Wir verwenden die Taylor-
Entwicklung log(1 + z) = # — 12 + r(z). Fiir Z = dP,,,, 1/2,/dPy ergibt
sich
log Z = 2log(1+ 212 —1) =2(ZY2 — 1) — (Z'/2 = 1)? 4+ 2r(Z2"/? — 1)
2(Z2Y% —1— Py(ZY? — 1)) — 2Py(Z"/% —1)?
+2r(ZV% = 1) — (2% = 1)? - Py(2/? — 1)?).

Mit Z; = Z(X;) und (21.1) also

Ay = ZlogZ —22 7% 12— Py(7]? = 1)?) —2nPy(Z}? — 1)

n

+ 22 D S (AR Ve A}

i=1

Der erste Term ist tn~ /237"  f9(X;) bis auf op,(1). Der zweite Term
konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen _,pMQ = —7t2I19 Fiir den dritten
Term haben wir

nPy(|Z2 1] > ) < = Py(Z2 —1)21(|2"/* — 1| > <)
6

== 2‘13,95191(%\ > 2t7'n'/2e) + 0(1) — 0.

44



Das gilt auch fiir eine Folge &, — 0. Mit |r(z)| < 2|z[® fiir |z| < 2 und dem
Gesetz der groflen Zahl gilt

n n
D2 0127 1l <en) <2003 (27 1)

i=1 i=1
5nZ€ﬂ i) +op, (1) =op,(1).
Der vierte Term ist % S (3(X;) — Pyl3) bis auf op,(1), also von der
Ordnung op, (1) nach dem Gesetz der grofien Zahl.

22 Effiziente Schatzer fiir parametrische Familien

Gegeben sei eine Familie von aquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaflen Py,
¥ € O, mit © C R offen. Sei ¢ fest. Seien X1,..., X, nach Py verteilt.

Definition. Ein Schitzer 9 heifit requldr in ¥ mit Limes V, wenn
2 — (9 +n"Y%)) =V unter Py p-1/2, tER

Definition. Ein Schiitzer J heifit asymptotisch linear in ¥ mit FinflufSfunk-
tion h, wenn h € Ly o(Py) und

n'/2( — *1/22h ) +op,(1).

Ein solcher Schitzer ist asymptotisch normal mit Varianz Eh%(X).

Satz 27 Sei P- Hellinger—dijj‘erenzz;erbar in 9 und asymptotisch linear in
¥ mit Einfluffunktion h. Dann ist ¥ requldr genau dann, wenn h — Iﬂ_l&g il

&9 unter Py.

Beweis. Es ist (tn~ /23" £y(X;),n /23" | h(X;)) asymptotisch nor-
mal mit Kovarianz tPlg&gh. Nach Satz 26 und Lemma 14 gilt

n 29 — (9 +n7V2t)) = t(Pyh®)Y2N + tPylyh —t unter Py, 1.
Es ist also ¥ reguldr genau dann, wenn Pglyh = 1, das heifit

Py(h — Iy p)ly = Pylyh — 1 = 0.
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Satz 28 Sei P, Hellinger-differenzierbar in 9 und ) requldr mit Limes V.
Dann gilt V = Il;l/QN + U in Verteilung fiir eine Zufallsvariable U, die
unabhdngig von N ist.

Ist U verteilt nach &, so ist 0 asymptotisch linear in ¥ mit Einflufifunk-
tion Iq;lég.

Beweis. Der erste Teil folgt aus Satz 25 mit V,, = J~1S, +V,, — J 15, Ist
U verteilt nach dg, so folgt aus Satz 25, dal V,, — J~1S,, = &y. Das ist der
zweite Teil der Behauptung.

Wenn man sich auf asymptotisch lineare Schétzer beschrankt, braucht
man den Faltungssatz nicht. Ist 9 asymptot1sch linear in ¥ mit Einfluifunk-
tion h € Ly op,) und regular, dann gilt h — Iy 14y L £y unter Py nach Satz

27. Weil ¥ asymptotisch linear ist, ist ] asymptotisch normal mit Varianz
|h||3. Es gilt mit Pythagoras:

1Rll3 = 115 0o + h = I3 o 13 = I3 + |lh — Iy 3 > 15

Insbesondere ist J nicht nur in allen symmetrischen, sondern sogar in allen
0 enthaltenden Intervallen asymptotisch héchstens wie I, 2N konzentriert.

23 Effiziente Schatzer fiir nichtparametrische
Familien

Sei P eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBlen auf (2, F). Sei P € P
fest. Seien X1,...,X,, nach P verteilt.
Sei Uy C Lo o(P). Fiir u € Uy existiere P, dquivalent zu P mit

e e
Uy heifit Tangentialraum von P in P. Nach Satz 26 gilt LAN in P:
apry, =172
log—2r = Z IUHQ +op(1),  (23.1)

n
2y u(X) = lull2N.
1=1

Definition. Ein Funktional 7 : P — R heifit differenzierbar in P mit Gra-
dient g, wenn g € Lo o(P) und

nl/Z(T(Pnu) —7(P)) — Pgu, u € U,.
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Die Projektion gy von g in Uy heifit kanonischer Gradient.

Das lokale Modell P, 4y, t € R, heifit ungiinstigstes eindimensionales
lokales Modell durch P. Es ist gg die Richtung des steilsten Anstiegs von
7. Eine gegebene Anderung von 7 in dieser Richtung bedeutet die geringste
Verdanderung von P, also die schlechteste statistische Unterscheidbarkeit.

Definition. Ein Schétzer T heifit reguldr (fir 7) in P mit Limes V, wenn

n1/2(T —7(Ppy)) =V unter P, u € U.

Definition. Ein Schitzer T heifit asymptotisch linear (fir 7) in P mit Fin-
fluBfunktion h, wenn h € Lo und

n3(T — 7(P)) = n~1/? zn: h(X;) + op(1).
=1

Ein solcher Schitzer ist asymptotisch normal mit Varianz Eh?(X) = ||h|3.

Satz 29 Sei P LAN in P, 7 differenzierbar in P mit Gradient g und T
asymptotisch linear mit EinflufSfunktion h. Dann ist T requldr genau dann,
wenn h — gog L Uy unter P.

Beweis. Sei u € Up. Esist (n /230 u(X;),n /23" | h(X;)) asympto-
tisch normal mit Kovarianz Puh. Nach (23.1) und Lemma 14 gilt

nY2(T — 7(Po,)) = ||h||2N + Puh — Pgou unter P, u € Up.
Also ist T reguldr genau dann, wenn P(h — go)u = 0 fiir alle u € U.

Satz 30 Sei P LAN in P, 7 differnzierbar in P mit Gradient g und T
requldr mit Limes V. Dann gilt V. = ||go||2N + U in Verteilung fir eine
Zufallsvariable U, die unabhdngig von V ist.

Ist U werteilt nach &g, so ist T asymptotisch linear in P mit Finflufs-
funktion go.

Beweis. Wende Satz 28 fiir das ungiinstigste eindimensionale lokale Modell
Py tg,, t € R, an.

Wir haben Regularitdt von 7" nur in der ungiinstigsten Richtung ge-
braucht. Satz 28 sagt uns aber insbesondere, dafl wir in Satz 30 keine bessere
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(also kleinere) Varianzschranke als ||go||3 bekommen, wenn wir Regularitit
abschwachen zu

n/2(T — T(Phig)) =V unter P, 4, teR.

Sei P die Familie aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (§2, F), das nicht-
parametrische Modell. Fir u € Lo o(P) setze

Up = ul(\u| < %nl/‘L),
Uy, = Up — Py,
P (dz) = P(dz)(1 +n~Y2u,(x)).
Das folgende Lemma beweisen wir nicht.
Lemma 16 P, ist Hellinger-differenzierbar in P mit Ableitung .

Der Tangentialraum des nichtparametrischen Modells ist also L o(P).

Satz 31 Sei h € Lo(P). Im nichtparametrischen Modell ist der empirische
Schitzer T = L 3" | h(X;) effizient fir 7(P) = Ph.

Beweis. Mit Lemma 16 und Satz 26 gilt (23.1) fiir u € Loo(P). Nach
Konstruktion von P, gilt

nl/Q(th — Ph) — Puh = Pu(h — Ph), wu € Lao(P).

Also ist h — Ph der kanonische Gradient. Fiir den empirischen Schétzer gilt

n'2(T — Ph) = n~1/2 Zn:(h(Xi) — Ph).
=1

Also ist T' (exakt) linear mit Einfluifunktion h — Ph, also effizient.

Fir nichtparametrische Modelle wird der Effizienzbegriff trivial, wenn
man sich auf asymptotisch lineare regulare Schéatzer beschrankt. Der Tan-
gentialraum ist Lo o(P). Ist 7 ein differenzierbares Funktional mit Gradient
g € Ly o(P), so ist g eindeutig bestimmt und kanonisch. Ist T" ein Schétzer
fiir 7, der reguldr und asymptotisch linear mit EinfluSfunktion A ist, so gilt
h = g nach Satz 29. Alle reguldaren asymptotisch linearen Schéatzer haben
also dieselbe Einfluifunktion, namlich den kanonischen Gradienten, und sind
deshalb effizient.
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