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Seien Xi, i ∈ N, i.i.d. mit Verteilungsfunktion F . Sei g(X1, . . . , Xm) inte-
grierbar und symmetrisch in den Argumenten. Die zu X1, . . . , Xn mit n ≥ m
gehörige U-Statistik ist

Un =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1,...,im≤n

g(Xi1 , . . . , Xim).

51. Es gilt Un = E(g(X1, . . . , Xm)|X1:n, . . . , Xn:n).

52. Die Folge Un, n ≥ m, ist ein Rückwärtsmartingal.

53. Setze ϑ(F ) = Eg(X1, . . . , Xm). Sei m ≥ n und S(X1, . . . , Xn) ein er-
wartungstreuer Schätzer für ϑ(F ). Die Symmetrisierung von Sn(X1, . . . , Xn)
ist die U-Statistik

Un =
1

n!

∑
Sn(Xi1 , . . . , Xin),

wobei sich die Summe über alle Permutationen von (1, . . . , n) erstreckt.
Zeigen Sie: VarUn ≤ VarSn.

54. Setze gj(x1, . . . , xj) = E(x1, . . . , xj, Xj+1, . . . , Xm), j = 1, . . . ,m− 1,
und gm = g. Dann gilt

gj(xs, . . . , xj) = E(g(X1, . . . , Xm)|X1 = x1, . . . , Xj = xj),

gj(x1, . . . , xj) = Egj+1(x1, . . . , xj, Xj+1).



55. Setze ḡ = g − ϑ(F ) und ḡj = gj − ϑ(F ). Definiere

h1(x1) = ḡ1(x1),

h2(x1, x2) = ḡ2(x1, x2)− h1(x1)− h1(x2),

h3(x1, x2, x3) = ḡ3(x1, x2, x3)−
3∑

i=1

h1(xi)−
∑

1≤i1<i2≤3

h2(xi1 , xi2),

. . .

hm(x1, . . . , xm) = ḡm(x1, . . . , xm)−
m∑

i=1

h1(xi)−
∑

1≤i1<i2≤m

h2(xi1 , xi2)

− · · · −
∑

1≤i1<...im−1≤m

hm−1(xi1 , . . . , xim−1).

Definiere die zugehörigen (zentrierten) U-Statistiken

Ujn =
∑

1≤i1<...ij≤n

hj(Xi1 , . . . , Xij).

Dann gilt

Un − ϑ(F ) =
m∑

j=1

(
m

j

)(
n

j

)−1

Ujn.


