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1 Exponentielle Familien

Unter den parametrischen Verteilungsfamilien sind exponentielle Familien
im wesentlichen die einzigen, fiir die nichtasymptotisch optimale Schéatzer
existieren. Fiir nicht-exponentielle Familien und fiir nichtparametrische
und semiparametrische Modelle lassen sich nur Schétzer finden, die asymp-
totisch, also mit gegen unendlich wachsendem Stichprobenumfang optimal
sind. (Das geht auch nur dann, wenn solche Modelle in einem geeigneten
Sinne gegen exponentielle Familien konvergieren.)

Gegeben sei ein meibarer Raum (€2, F) und eine Familie Py|F, ¢ € ©,
von Wahrscheinlichkeitsmaflen.

Definition. Eine Familie Py, ¢ € ©, heifit exponentielle Familie in n(1)
und 7', wenn sie beziiglich eines dominierenden Mafles u|F Dichten folgender
Form hat:

fo(x) = c(9) exp(n(v) ' T(x)),

wobei sowohl 1,7,...,7n4 als auch 1,71, ...,T, linear unabhéngig sind. Sie
heifit kanonisch, wenn n(9) = ¢ gilt. Dann besteht der natirliche Parame-
ter-Raum (das heifit: der maximale Parameter-Raum) aus den ¢ mit

/exp(ﬁTT(x))u(d:c) < 0.

Damit sich die Dichten zu 1 integrieren, muf} gelten:

() = ( / exp(n(d) TT(x)u(dr)) .

Niitzlich ist die Struktur einer exponentiellen Familie insbesondere, wenn
die Verteilung von T einfacher als Py ist; zum Beispiel, wenn 7' eine kleinere
Dimension als x hat.

Gelegentlich wird die affine Unabhangigkeit der n; und der 7} nicht in
die Definition genommen. Dann I8t sich im allgemeinen die Dimension
reduzieren. Trotzdem ist die Darstellung nicht eindeutig.

Bemerkung. In der Darstellung fiir fy(x) darf auch ein Faktor h(x) vor-
kommen: Hat Py die v-Dichte gy(x) = h(x)fy(x), so hat Py die pu-Dichte
fo(x) fiir p(dx) = h(z)v(dr).



Beispiel. Die Binomialverteilungen Biy, p, p € (0,1), haben in k =0,...,n
die Zahldichte

o) = ()= = ()1 = " expli s/ (1 = )
Das ist eine exponentielle Familie in n(p) = log(p/(1 — p)) und T'(k) = k.

Beispiel. Die Normalverteilungen N, ;2, p € R, o2 > 0, haben in z € R
die Lebesgue-Dichte

f o2 (.CL') = 1 e_($_,u)2/(202) — ;e—uz/(&r%exu/02_$2/(20_2).
- 2ro o

Das ist eine exponentielle Familie in 1(u, 02) = (p/0?,1/(202)) und T'(x) =
(z, —2?).

Beispiel. Fiir eine Verteilung P|B? ist die um 9 € R? verschobene Vertei-
lung durch Py(A) = P(A — 1), A € B, definiert. Die Familie Py, ¥ € R?,
heifit von P erzeugte Lageparameter-Familie.

Fiir die Verteilung P|B mit Lebesgue-Dichte f(x) = C exp(—xz*) hat die
um ¢ € R verschobene Verteilung die Dichte

f(il] _ 19) _ Cfe—(ac—ﬂ)‘1 _ Ce—x46—19464x319—6:c2192+4x193.

Das ist eine exponentielle Familie mit n(d) = (49, —69%,93) und T(z) =
(23,22 x). Hier ist n ein Pfad in R3.

Exponentielle Familien, bei denen ¥ durch 7 in einen héherdimensionalen
Raum eingebettet wird, heiflen gekrimmdt.

Satz 1 Sei Py, ¥ € O, eine exponentielle Familie in ¥ und T, und sei
© offen. Sei h eine Funktion, fir die H(§) = fhexp(fTT)d,u fur € =
(&1,...,&) mit & = 0 +it; und ¥ € © emistiert und endlich ist. Dann
ist H analytisch in jedem &;, und die Ableitungen kénnen unter das Integral
gezogen werden.

Beweis. Schreibe hexp(¢éTT) = exp(ngl)heXp(Z;l:2 §T;). Zerlege das
Produkt aus den letzten beiden Faktoren in Real- und Imaginérteil und
dann jeweils in Positiv- und Negativteil und schlage diese Funktionen zu pu.
Dann la8t sich H schreiben als H(&) = [exp(&1Th)d(pn — po + i(ps — pa)).
Es reicht also, ein Integral der Form H(§) = [exp(¢T)dp zu betrachten.
Schreibe den Differenzenquotienten als

H(¢) - H(E) T — et

c—e ) o=



Wir zeigen, dafl wir unter dem Integral differenzieren diirfen. Fiir |z| < ¢
gilt

0% m—1,m edlal

-1 Eaigpy
z m! 1)
m=1

Fiir |¢ — €| < § 148t sich also der Integrand abschétzen durch

¢—¢
Die rechte Seite ist integrierbar. Mit dem Satz von der dominierten Kon-
vergenz folgt fiir ( — &

e&T‘ ‘ < %eéﬂalﬂ < %‘e(nga)T +e&oT],

HQO~HE) | [ per
o e

Die hoheren Ableitungen erhélt man durch Induktion.

2 Suffiziente Statistiken

Gegeben sei ein mefibarer Raum (€2, ) und eine Familie Py|F, ¥ € O, von
Wahrscheinlichkeitsmafien. Sei T': (Q,F) — (FE, &) eine Statistik. Bezeich-
ne PﬂT die induzierte Verteilung von 71" unter Py. Es existiere eine regulére
bedingte Verteilung Py(-|T") gegeben T'. Dann gilt

PyA = /Pg(A]T =t)Pl(dt), AcF.

Definition. Die Statistik 7" heifit suffizient fiir ¥, wenn es fur alle A € F
eine von ¥ unabhéngige Version der bedingten Wahrscheinlichkeit Py(A|T)
gibt.

Wir werden in Kapitel 4 sehen, dafl dann die besten Schétzer Funktionen
von T sein miissen. Das vereinfacht die Suche nach guten Schéatzern.

Beispiel. Seien X7, ..., X, unabhangig und Bi p-verteilt. Dann ist T' =

Z?Zl X, suffizient fur p.
Setze X = (X1,...,X,). Es gilt

P(X =z|T =t)=

PX=xT=t) pt(l —p)nt 1
P(T=t)  (Hptt-prt (})

Das ist unabhangig von p.



Satz 2 Sei (Q,F) = (R¥, B¥) und T suffizient fiir 9. Dann existiert eine
von ¥ unabhdngige regulire bedingte Verteilung P(-|T).

Beweis. Fiir z € Q" existiert eine von ¥ unabhéngige Version der bedingten
Wahrscheinlichkeit P(X < z|T"). Dadurch sind die Verteilungsfunktionen
P(X < z|T =1t) fur x € R festgelegt und von ¥ unabhéngig. Es seien
P(-|T =t) die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmafie. Sei £ das System der
Mengen B, fiir die P(B|T) eine bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben
T ist. Aus der Linearitdt und der monotonen Konvergenz bedingter Er-
wartungswerte folgt, dafl £ ein A-System ist. Es enthélt das m-System der
Mengen (—oo,z], € QF, welches BF erzeugt. Nach dem m-\-Satz von
Dynkin gilt also £ = B¥.

Hauptergebnis dieses Kapitels ist das Faktorisierungskriterium von Ney-
man. Es besagt, dafl fiir dominierte Familien 7' genau dann suffizient ist,
wenn sich die Dichte bis auf einen von ¢ unabhéngigen Faktor als Funktion
von T schreiben 1at. Wir bendtigen zwei Hilfsresultate. Das erste beweisen
wir nicht.

Definition. Zwei Familien M und A von MaBen auf (2, F) heiflen dgquiva-
lent, wenn pA = 0 fiir alle p € M genau dann gilt, wenn vA = 0 fiir alle
ve~N.

Satz 3 (Halmos und Savage) Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen
ist durch ein o-endliches Mafl dominiert genau dann, wenn sie eine abzdhl-
bare dquivalente Teilfamilie besitzt.

Satz 4 Sei Py, ¥ € O, dominiert durch ein o-endliches Majff. Sei Q =
Yool en Py, dquivalent zu Py, O € ©. Dann ist T suffizient fir 9 genau
dann, wenn eine nichinegative, £-mefbare Funktion gy existiert mit

dPy = gy oTdQ, € 6.

Beweis. Sei Fy die von T induzierte o-Algebra.
Notwendig. Sei T' suffizient fiir ¢. Nach Definition des bedingten Er-
wartungswerts gilt fiir A € F und Ag € Fo:
/ P(A|T)dPy = PyAN Ay, v€O.
Ag
WEeil der Integrand nicht von ¥ abhéngt, gilt auch

[ paimiQ-qana,
Ao
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also P(A|T) = Q(A|T). Nach dem Satz von Radon—Nikodym und dem
Faktorisierungslemma existiert eine Q| Fy-Dichte von Py|Fy der Form gyoT.
Es bleibt zu zeigen, dafl gy o T' auch Q|F-Dichte von Py|F ist. Weil Q(A|T)
Fo-meB3bar ist, gilt fir A € F:

PoA= [ PP, = [ QuAT)aR = [ QAITgy o TaQ
_/EQ(lAQﬁOTT)dQ_/gﬁOTdQ-
A

Hinreichend. Gelte dPy = gy o TdQ. Sei A € F. Wir zeigen: Q(A|T) =
Py(A|T) Q-f.s. Definiere dv = 14dPy. Schreibe

b _dvdp, | o
dQ ~ dby dg _ AP
Fir Ay € Fy gilt einerseits
dv dPﬁ
/AOdQQ o AaQ 19 [, At
=/ Pﬁ(A!T)dPﬁ=/ Py(A|T)gg o TdQ,
Ao AO
also |
V|0
= Py(A|T T;
Q1% 9(AlT)gy o T
andererseits
dv
/ —dQ@Q = 1ag9 0 TdQ —/ Eg(lagy o T|T)dQ,
A() dQ A() AO
also |
V|Jo
= Fp(1 T|T) = Q(A|T T.

Also gilt Q(A|T) = Py(A|T) Py|Fo-f.s. wegen gy oT # 0 Py|Fo-f.s. Das
heifit: 7" ist suffizient.

Satz 5 (Faktorisierungskriterium von Neyman) Sei Py, ¥ € ©, dominiert
durch ein c-endliches Mafi p. Dann ist T suffizient fir 9 genau dann,
wenn eine nichtnegative, £-meflbare Funktion gy und eine nichtnegative, F -
mefSbare Funktion h existieren mit

dPy = hgy o Tdu, 9 € 0O.



Beweis. Notwendig. Seit T suffizient fiir ©¥. Nach Satz 3 existiert ein
Q = > ¢, Py, dquivalent zu Py, ¥ € ©. Wegen

aPy _ dQdp
dp  dp dQ

folgt die Behauptung mit h = dQ/du aus Satz 4.
Hinreichend. Es gilt nach Voraussetzung:

=Y e =Y e, o T,

@ _ didpﬂ B ggoT
dQ B dQ d:u B chg’ﬁn OT'
Aus Satz 4 folgt, dal T suffizient ist.

also

Korollar 1 Bei einer exponentiellen Familie in n(¥) und T ist T suffizient

fir 9.

Beweis. Wir haben Dichten der Form fy(x) = c(9) exp(n(9) ' T(z)), also
wie im Satz 5.

Beispiel. Sind Xi,..., X, unabhéngig und Bij p-verteilt, so ist > ;" | X;
suffizient fiir p.
Die Zahldichte von X = (X3,...,X,,) ist

P(X = z) = pXi=1%i(] — p)"~Li=1 %
Das ist von der Form des Faktorisierungskriteriums.

FEine suffiziente Statistik ist nicht eindeutig. Suffizienz bleibt unter allen
(meBbaren) eineindeutigen Transformationen erhalten.

3 Vollstandige und anzillare Statistiken

Gegeben sei ein mefibarer Raum (€2, ) und eine Familie Py|F, J € O, von
Wahrscheinlichkeitsmaflen. Sei T': (2, F) — (E, &) eine Statistik. Wir sind
an moglichst einfachen suffizienten Statistiken interessiert.

Definition. Eine suffiziente Statistik T heifit minimal suffizient, wenn fiir
jede suffiziente Statistik .S eine me3bare Funktion h existiert, so dal T' = hoS
Py-f.s. fiir 9 € ©.



Ist (2,F) = (R¥,B*) und ist Py, ¥ € O, durch ein o-endliches Maf
dominiert, so existiert eine minimale suffiziente Statistik (Bahadur, 1957).
Das zeigen wir hier nicht.

Um zu beschreiben, was an einer suffizienten Statistik noch iiberfliissig
ist, verwenden wir folgenden Begriff.

Definition. Eine Statistik 7" heiflt anzilldr, wenn ihre Verteilung Pg nicht
von ¢ abhéangt. Sie heif3t anzillar erster Ordnung, wenn ihr Erwartungswert
EyT nicht von ¢ abhangt.

An der Faktorisierung PyA = [ Py(A|T = t)Pl(dt) sieht man, daf
anzillar komplementéar zu suffizient ist. Eine anzillare Statistik enthilt keine
Information iiber ). Es ist plausibel, dafl eine suffiziente Statistik minimal
ist, wenn keine nichtkonstante Funktion von ihr anzilldr ist, oder auch nur
anzillar erster Ordnung.

Definition. Eine Statistik 7" heiit (beschrankt) vollstindig fiir 9, wenn fiir
jede (beschrankte) meBbare Funktion g : E — R gilt:

Eyg(T) = 0 fiir 9 € © impliziert: g = 0 P} -f.s. fiir ¥ € ©.

In anderen Worten: Die Familie PﬁT , ¥ € O, ist so reichhaltig, daf} eine
nicht identisch verschwindende Funktion zumindest flir ein 9 einen nicht
verschwindenden Erwartungswert unter PﬂT hat.

Es gibt sehr grofle Familien, die nicht vollstandig sind. Zum Beispiel
verschwinden fiir alle um Null symmetrischen Verteilungen die Erwartungs-
werte aller um Null antisymmetrischen Funktionen.

Eine vollstidndige suffiziente Statistik ist minimal (Lehmann und Scheffé
1950, Bahadur 1957). Das zeigen wir hier nicht.

Beispiel. Seien X, ..., X,, unabhéingig und verteilt nach der Gleichvertei-
lung auf (0,). Dann ist T = max X; vollstdndig und suffizient fir 9 > 0.

Suffizienz. Die Dichte von (X7y,..., X)) ist

11 1

o I tow (X = g L) (T)-

i=1
Also ist T suffizient nach Satz 5.

Vollstéandigkeit. Die Verteilungsfunktion von T ist P(T' < x) = 2™ /9"
fiir € (0,4), die Dichte also nx™~!/9™. Sei g eine Funktion mit

9
0 = Eyg(T) = 1;1”/0 g(@)a" e, 9> 0.
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Das Integral 148t sich auffassen als Verteilungsfunktion eines signierten Ma-
Bes. Dessen Dichte muf} also f.s. verschwinden.

Fiir das folgende schone Ergebnis haben wir zunéchst keine Verwendung.
Es ist aber in der asymptotischen Statistik niitzlich.

Satz 6 (Lemma von Basu) Ist T beschrankt vollstindig und suffizient, dann
ist jede anzilldre Statistik unabhdngig von T .

Beweis. Sei V' anzilldr. Setze a(t) = Py(V € A|T = t). Weil T suffizient
ist, hingt a nicht von ¥ ab. Weil V' anzillar ist, hingt Eya(T) = Py(V € A)
nicht von ¥ ab. Also gilt Eyg(T) = 0 fiir g(t) = a(t) — P(V € A). Weil T
beschriinkt vollsténdig ist, gilt also a = P(V € A) P!-fs. Das heifit: V und
T sind unabhéngig unter Py.

Satz 7 Sei Py|F, ¥ € ©, eine exponentielle Familie in n(9) und T. Ist das
Innere von n(0©) nichtleer, so ist T vollstindig fir 9 € ©.

Beweis. Sei ohne Einschrinkung 7(9) = ¢ und I = (—a,a)? C ©. Sei g
eine Funktion mit Eyg(T) = 0 fiir 9 € ©. Schreibe

Eyg(T) = / o(t) exp(9T )" (dt).

Es gilt
[ ot e ou" @) = [ g @expo @, @)

Fiir ¥ = 0 erhélt man insbesondere [g¢gTdu” = [g~du’. Ohne Ein-
schrankung nehmen wir [ gtdu” = 1 an. Definiere Wahrscheinlichkeits-
maBe dPt = gtdu’ und dP~ = g~du’. Dann liBt sich (3.1) schreiben
als [exp(¥ )Pt (dt) = [exp(9't)P~(dt). Fiir & = 9, + ir; mit 9J; €
(—a, a) sind die Funktionen [ exp(¢7t)PT(dt) und = [exp(¢'t)P~(dt) nach
Satz 1 analytisch in jedem ¢;, stimmen also iiberein. Fir & = i; gilt
also insbesondere [ exp(iv )P+ (dt) = [exp(id't)P~(dt). Nach dem Ein-
deutigkeitssatz fiir charakteristische Funktionen gilt deshalb PT = P~ also
gt =g pl-fs., also g =0 pT-f.s., also Pg—f.s. fiir 9 € ©.

4 Konvexe Verlustfunktionen

Gegeben sei wieder ein mefibarer Raum (2, F) und eine Familie Py|F, ¥ €
O, von Wahrscheinlichkeitsmaflen. Bezeichne X die Identitdt auf €. Sei



s: O — R eine Funktion. Wir beobachten X = x und wollen den Wert s(1)
schétzen.

Definition. Ein Schétzer (fiir s) ist eine mebare Abbildung S : Q — R.
Eine Verlustfunktion ist eine Abbildung L : ©® x R — [0,00) mit L(¥,-)
mefbar und L(¥, s(¥)) = 0 fiir 9 € ©. Die Verlustfunktion heifit (strikt)
konvez, wenn L(1, -) (strikt) konvex fiir jedes ¢ € © ist. Die Verlustfunktion
L(¥,s) = (s — 5(19))? heiBt quadratisch.

Es ist kein realistisches Ziel, S so zu wihlen, dal L(¢, S(x)) fiir alle ¢
und z minimiert wird. Wie versuchen stattdessen, den mittleren Verlust zu
minimieren.

Definition. Die Risikofunktion von S ist R(9,S) = EyL(9,S(X)).

Satz 8 (Rao und Blackwell) Sei T suffizient fiir 9, S ein Py-integrierbarer
Schitzer und L eine konvexe Verlustfunktion fir s. Dann gilt R(9,ST) <
R(9,8) fir ST = E(S|T). Ist die Verlustfunktion strikt konvex und L(1,S)
Py-integrierbar, so ist die Ungleichung strikt, falls nicht S = ST f.s.

Beweis. Nach der Jensenschen Ungleichung gilt
L(9, E(S|t)) < E(L(¥,S)|t) Pl-fs.

Die Ungleichung ist strikt, wenn L(1,-) strikt konvex ist. Die Behauptung
folgt durch Integration nach PﬂT .

5 Erwartungstreue Schatzer

Die Minimierung von R(¥,S) ist immer noch kein realistisches Ziel, wenn
man keine Einschrénkungen an die konkurrierenden Schitzer macht. Zum
Beispiel haben die konstanten Schitzer S(x) = ¢ Risiko Null, falls s(9) = ¢
fir das wahre 9 gilt. Fiir einen sinnvollen Optimalitatsbegriff mufl man
solche “voreingenommenen” Schétzer ausschlielen.

Definition. Ein Schétzer S ist erwartungstreu (fiir s), wenn EyS = s(19)
fiir jedes ¥ € O gilt.

Jede (mefbare) Funktion S ist ein erwartungstreuer Schétzer ihres Er-
wartungswerts (falls er existiert).
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Beispiel. Sei X verteilt nach Biy,, p € (0,1), und sei s(p) = 1/p. Ein
Schatzer S ist erwartungstreu fiir s, wenn

> sw())rta-pt =1 pe.
k=0

Fiir p — 0 geht die linke Seite gegen S(0), die rechte gegen unendlich. Also
existiert kein erwartungstreuer Schéatzer.

Es gibt Funktionen s, die sich auf grofien Verteilungsfamilien erwartungs-
treu schétzen lassen.

Beispiel. Seien Xi,..., X,, unabhingig und verteilt nach P aus einer Fa-
milie P auf F. Sei f integrierbar fiir P € P. Setze 9 = P und s(P) = Epf.
Ein erwartungstreuer Schatzer fiir s ist der empirische Schdtzer

%Z f(X5).
i=1

Definition. Sei L eine Verlustfunktion fiir s. Ein erwartungstreuer Schéatzer
S fiir s heiflt erwartungstreu mit gleichmdflig kleinstem Risiko fiir L, wenn
fiir jeden erwartungstreuen Schatzer S’ gilt:

R(9,5) < R(®,S'), ¥e€0.

Ist die Verlustfunktion die quadratische, so heifit S UMVU (uniformly min-
imum variance unbiased).

Definition. Eine Funktion s heifit erwartungstreu schdtzbar, wenn ein er-
wartungstreuer Schétzer fiir s existiert.

Lemma 1 Sei T wvollstindig und suffizient fur 9 € ©. Ist s erwartungstreu
schétzbar, so existiert (f.s.) genau ein erwartungstreuer Schdtzer, der eine
Funktion von T ist.

Beweis. Existenz. Nach Voraussetzung gibt es einen erwartungstreuen
Schiitzer S. Setze ST = Ey(S|T).

Eindeutigkeit. Seien SoT und S’ oT zwei erwartungstreue Schitzer, die
Funktionen von T sind. Dann gilt Ey(SoT — S oT) =0 fir ¥ € ©. Wegen
der Vollstandigkeit folgt SoT = S’ o T Py-f.s. fiir ¥ € ©.

11



Satz 9 Sei T wvollstindig und suffizient fir 9 € ©. Sei s erwartungstreu
schatzbar.

a) Es existiert ein erwartungstreuer Schdtzer S, der gleichmafig kleinstes
Risiko fiir jede konvexe Verlustfunktion hat.

b) Er ist der eindeutige erwartungstreue Schatzer, der eine Funktion von
T ist.

c) Ist L(9,-) strikt konvex und L(¥,S) integrierbar, so ist S der ein-
deutige erwartungstreue Schatzer mit minimalem Risiko.

Beweis. a) Sei S erwartungstreu fiir s. Der Schiitzer ST = Ey(S|T) ist
ebenfalls erwartungstreu und hat gleichméflig kleineres Risiko nach Satz 8.
b) Obiges Lemma.
¢) Nach Zusatz zu Satz 8 wird das minimale Risiko nur von S7 angenom-
men.

Wenn wir eine vollstdndige und suffiziente Statistik 7" haben, finden wir
einen gleichméBig besten erwartungstreuen Schitzer durch Losen von Ey(So
T) = s(9), ¥ € ©, nach S. Falls wir schon einen erwartungstreuen Schétzer
S gefunden haben, brauchen wir nur noch ST = Ey(S|T) zu berechnen. Das
folgende Beispiel zeigt, dafl UMV U-Schétzer ziemlich schlecht sein konnen.

Beispiel. Sei X verteilt nach Py, A > 0. Der (eindeutige) UMV U-Schétzer
fiir exp(—2\) ist
g_ { 1 X gerade
—1 X ungerade.

Py, A > 0, ist eine exponentielle Familie in T' = X. Also ist X vollstdndig
nach Satz 7 und dem Korollar zu Satz 5. Nach Satz 9 (Lehmann—Scheffé)
ist der UMV U-Schétzer der (eindeutige) erwartungstreue Schétzer der Form
S o X. Nach der obigen Methode finden wir S, indem wir E)\S = exp(—2\)
nach S losen. Es gilt

A > )‘k A > k)‘k
E\S =e” ZS(k)ﬂ, e =) (-1 K
k=0 k=0

Die Behauptung folgt durch Koeffizientenvergleich.

6 Cramér—Rao-Ungleichung

Es gilt Ey(S—s(9))? = Ey(S— EyS)?+ (EyS —s(19))?%. Fiir die quadratische
Verlustfunktion ist das Risiko also die Summe aus der Varianz des Schétzers

12



und dem Quadrat des Bias FyS — s(v). Fiir erwartungstreue Schitzer ver-
schwindet der Bias, und das Risiko ist gleich der Varianz des Schétzers. In
diesem Kapitel geben wir eine untere Schranke dafiir an.

Sei Py|F, ¥ € O, eine Familie dquivalenter Wahrscheinlichkeitsmafle
und s : ® — R eine Funktion. Der Dichtequotient von P, nach Py ist
Ly; = dP;/dPy. Es gilt EyLy, = 1. Sei 9 € O fest.

Satz 10 (Hammersley—Chapman—Robbins-Ungleichung) Sei S erwartungs-
treu fir s. Dann gilt (mit 0/0=10)

(s(1) = 5(9))?
Var S > sup —————.
= Teg Eﬂ(LﬁT - 1)2

Beweis. Mit Ey(Lyg, — 1) = 0 gilt
S(7) — 5(0) = EvS — EyS = Ey(Lyr — 1)8) = Ey((Lyr — 1)(S — 5(9).
Jetzt die Schwarzsche Ungleichung anwenden.
Im folgenden sei ©® C R, und 9 liege im Inneren von O.

Definition. Ly, heifit im quadratischen Mittel differenzierbar in 7 = 1 mit
Ableitung £y € La(Py), wenn

(Esg(Lgr —1— (= 0)ig)®)"* = o(r — ).

Wegen Ey(Lyg, — 1) = 0 gilt Eyly = 0, denn

o = (B8] < (s () e

Die Fisher-Information in 9 ist Iy = Egl2 = Vargly.

Satz 11 (Cramér—Rao-Ungleichung) Sei Ly, im quadratischen Mittel dif-
ferenzierbar in T = 9. Die Fisher-Information in ¥ sei positiv. Sei s dif-
ferenzierbar in 9 mit Ableitung s'(9), und sei S erwartungstreu fir s. Dann
gilt
! 2
VamS > i (79) .
Iy
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Beweis. Es gilt nach Voraussetzung fiir 7 — 19,

(B ()" )] < (o (Bt 00)) "~

Wegen Eﬂ[?g = Iy > 0 folgt die Behauptung aus Satz 10.

Die Cramér—Rao-Schranke ist offensichtlich i.a. schlechter als die Ham-
mersley—Chapman—Robbins-Schranke. Insbesondere ist sie i.a. nicht scharf.

7 Neyman—Pearson-Lemma

Gegeben sei eine Hypothese H C ©. Die Alternative sei K = O\ H. Wir
beobachten X = z und wollen testen, ob H zutrifft oder nicht.

Definition. Ein (randomisierter) Test (fir H gegen K) ist eine mefbare
Abbildung ¢ : @ — [0, 1].

Wird z beobachtet, so entscheiden wir uns mit Wahrscheinlichkeit ()
fiir K. Ist ¢ = 1¢, so heifit ¢ nichtrandomisiert und C' kritischer Bereich.

Definition. Die Giitefunktion von ¢ ist die Abbildung ¥ — Eyp.

Die Alternative beschreibt gewohnlich die riskanteren Entscheidungen.
Eine falschliche Entscheidung dafiir heifit Fehler erster Art; der umgekehrte
Fehler heifit Fehler zweiter Art. Fir ¢ € H ist Fyp die Wahrscheinlichkeit
fiir den Fehler erster Art; fiir ¢ € K ist 1 — Eyep die fiir den Fehler zweiter
Art. Wir kénnen nicht beide Wahrscheinlichkeiten gleichzeitig minimieren.
Deshalb beschranken wir die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art
und versuchen einen Test zu finden, der unter dieser Nebenbedingung die
Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art minimiert, also die Giite Fyp
fir ¥ € K maximiert.

Definition. Ein Test ¢ hat das Niveau « (fiir H), wenn Eyp < « fiir v € H.

Definition. Ein Test ¢ zum Niveau « (fiir H) heifit bester Test zum Niveau
a gegen ¥ € K, wenn fiir jeden Test ¢ zum Niveau « gilt: Eyy > Eyp. Der
Test 1 heiit gleichmafig bester Test zum Niveau a (gegen K), wenn er
optimal gegen alle ¥ € K ist.

Das ist im allgemeinen nicht gleichzeitig fiir alle ¥ € K moglich. Zu-
néchst betrachten wir den Fall, dal H und K einfach, ndmlich einpunktig
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sind, und schreiben P und @ fiir Hypothese und Alternative und p und ¢ fiir
ihre Dichten beziiglich eines dominierenden Mafles p. Dann 148t sich Ege
maximieren. Das a-Quantil einer Verteilung P|B mit Verteilungsfunktion
F(x) = P(—o0,z] ist

F~ (o) =inf{z: F(z) > a}.

Satz 12 (Neyman—Pearson-Lemma) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs. Sei
Q ein endliches signiertes Mayfs.
a) Sei 1 ein Test mit

1 g>cp
0 q<ecp.

Dann gilt fur jeden Test p:
Egp < Egy + cEp(¢ — ).

b) Gilt Epp < Ept und Egyp > Egi, so gilt

1 g>oep
(’0_{0 q < cp.

c) Seia € (0,1). Seic das (1 — «)-Quantil der Verteilung von q/p unter
P, also

c=inf{y : P(¢ > yp) < a}.

Setze
—P(g>cp) _
o[ D Pa=a) >0
0 P(g=cp) =0,
und
1 g>cp
Yv=4q a g=cp
0 g<cp.

Dann gilt Epy = «.

Beweis. a) Es gilt (¢ — cp)(¢ — ) > 0.

b) Nach a) gilt 0 < [(g—cp)(v—¢)dn = Eq—Eqp—c(Epyy—Epyp) < 0.
Da der Integrand nichtnegativ ist, folgt die Behauptung.
c¢) Es gilt Epy) = P(q > ¢p) + aP(q = cp) = a.
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Die Randomisierung ist notig, wenn die Verteilungsfunktion von ¢/p
unter P in ¢ den Wert 1 —« nicht annimmt. Die Randomisierung ist dieselbe
fir alle z, fiir die ¢(z) = cp(x) gilt.

Ist « € (0,1) und ¢ der Neyman—Pearson-Test aus Satz 12c, so gilt
Egp < Egvy fiir jeden Test ¢ zum Niveau «. Ist umgekehrt ¢ ein bester
Test zum Niveau «, so ist ¢ nach Satz 12b (P + @)-f.s. von der Form

|1 g>cp
S0_{0 q < cp.

Also unterscheidet sich ¢ hochstens auf {g = ¢p} von 9.

8 Monotone Dichtequotienten
und gleichmaflig beste Tests

Sei Py|F, ¥ € ©, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaien. Wir hatten in
Kapitel 6 Dichtequotienten fiir Aquivalente Mafe eingefiihrt. Im allgemeinen
dominiert Py nicht P;. Fir y = Py + P, setzen wir dann

apy _dP;
d//(, 9 pT - d/_,[, )

Im folgenden nehmen wir © C R an.

pr
Py = Lmzpfﬁl(m>0)+ool(m=0,pf > 0).

Definition. Sei T : 2 € R eine Zufallsvariable. Die Familie Py, ¢ € O,
hat monotone Dichtequotienten in T, wenn fiir J,7 € © mit ¥ < 7 eine
nichtfallende Funktion Hy, existiert mit Ly, = Hy, o T (Py + P;)-f.s.

Satz 13 Hat Py, ¥ € O, monotone Dichtequotienten in T, und ist a €
(0,1), so existiert ein gleichmdfig bester Test zum Niveau o fiir T < 19 gegen
T > 9, ndmlich

1 T>0b
Y=< a T=5b
0 T <b,

wobei a und b bestimmt sind durch Eyy = .
Fir 7 < 9 minimiert ¢ = ¢ das Niveau FE.p unter allen Tests @ mit
Eyp = a.

Beweis. Wie im Beweis von Satz 12b wéhle a und b mit Fyyp = «a. Sei
7 > 9. Nach Vorausetzung hat ¢ die Form

w_ 1 Ly, >C:H797—(b)
- 0 Ly, <c= HgT(b).
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Nach Satz 12a ist 1 bester Test zum Niveau « fiir ¥ gegen 7. Analog ist
1 — 9 bester Test zum Niveau 1 — « fiir ¥ gegen 7 < ¢). Insbesondere gilt
fir 7 < 9:

E(1-¢)>E(1-a)=1-a,

also Er¢ < a.

Satz 14 Sei Py, ¥ € O, eine eindimensionale exponentielle Familie in n(1})
und T. Ist n nichtfallend (nichtwachsend), so hat die Familie monotone
Dichtequotienten in T (—T).

Beweis. Py hat p-Dichte der Form ¢(¢) exp(n(¢#)T). Also gilt

Ly = S w—non,

c(9)

Ist 1 nichtfallend und 7 > ¥, so gilt n(7) — n(¥) > 0. Also ist

C —
Hyo () = cégge(nm n())t

nichtfallend in ¢.

Beispiel. Seien Xi,..., X, unabhangig mit Bernoulliverteilung Biy p, p €
(0,1). Nach Kapitel 1 ist Bii,, p € (0,1), eine exponentielle Familie in
n(p) = log(p/(1 — p)) und T(X) = X. Also ist Bif,, p € (0,1), eine
exponentielle Familie in 7(p) und T'(X1,...,X,) = > i X;. Die Funktion
p — log(p/(1—p)) ist nichtfallend. Nach Satz 14 hat also (Bi1,)", p € (0,1),
monotone Dichtequotienten in | X;. Nach Satz 13 ist dann ein gleichméaBig
bester Test zum Niveau « fiir ¢ < p gegen q > p gegeben durch

1 ZXl>b
b={ a SX;=b
0 ZXi<b,

wobei a und b bestimmt sind durch Epp = a. Unter (Bij,)" ist > X;
verteilt wie Biy, . Also ergeben sich a und b aus

Bin,p{b +1,... ,TL} + aBimp{b} = a.
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9 Lokal beste Tests

Sei Py|F, ¥ € © C R, eine Familie dquivalenter Wahrscheinlichkeitsmafe.
Sei ¥ im Inneren von O.

Definition. Ly, ist im Mittel differenzierbar in 7 = 9 mit Ableitung by €
Li(Py), wenn
Eg’LgT —1—(r— 19)5,9‘ =o(T — V).

Lemma 2 Sei Ly, im Mittel differenzierbar in 7 = . Dann gilt fir jeden
Test o, daff Ere differenzierbar in 7 =9 mit Ableitung Ey(Lyyp) ist.

Beweis. Es gilt

Erp— Eyp _ Ey((Lor — 1)9)

p— — — Ey(Lyp).

Definition. Ein Test ¢ heiit a-dhnlich fir ¥, wenn Eyp = a. Ein o-
ahnlicher Test 1 heifit lokal bester dhnlicher Test zum Niveau a gegen 7 > 19,
wenn fir jeden a-dhnlichen Test ¢ gilt:

aTZ'ﬂETw > aT:ﬂET(P-

Satz 15 Sei Ly, itm Mittel differenzierbar in T = ¥ mit Ableitung é,g. Dann
existiert ein lokal bester dhnlicher Test zum Niveau o gegen T > 9, ndmlich

1 éﬂ>c
Y=< a ly=c
0 4y <ec,

wobei a und ¢ bestimmt sind durch Eyy = a.
Beweis. Es ist zu zeigen: ¢ = ¢ maximiert Ey(fyp) unter den a-ahnlichen

Tests. Dazu wenden wir Satz 12a (Neyman—Pearson-Lemma) an fiir P = Py,
dQ = fﬁdpﬂ und n = Pg.

10 Konfidenzbereiche

Sei Py|F, ¥ € © C R, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien. Bezeich-
ne X die Identitat auf 2 und P die Menge der Teilmengen von R.
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Definition. Ein Konfidenzbereich (fur 9) ist eine Abbildung B : @ — P
mit {z € Q:9 € B(z)} € F fur v € R.

Wird X = x beobachtet, so nehmen wir an, dafl der wahre Parameter
in B(z) liegt. Manchmal akzeptieren wir auch zu grofie (oder zu kleine)
Parameter. Das entspricht den Hypothesen 7 < ¢ (oder 7 > ) statt {9}.
Allgemein bezeichne Hy die Menge der akzeptablen Parameter, wenn ¢ wahr
ist.

Definition. Ein Konfidenzbereich B hat das Niveau 1 — « (fiir 9 und H),
wenn

P{xeQ:9eB(x)}>1—a, 7€HyJecO.

Definition. Ein Konfidenzbereich B* zum Niveau 1 — « heifit gleichmdfig
bester Konfidenzbereich zum Niveau 1 — o, wenn fiir jeden Konfidenzbereich
B zum Niveau 1 — « gilt:

P. (9 e B")<P.(WeB), T¢HyveO.

Satz 16 a) Hat der Konfidenzbereich B das Niveau 1 — « fiir H, so hat fir
jedes ¥ der kritische Bereich Cy = {x € Q : ¥ & B(x)} das Niveau o fir
Hy. Ist B gleichmdfig bester Konfidenzbereich, so ist Cy gleichmdjig bester
kritischer Bereich fir jedes ©.

b) Hat Cy das Niveau o fiir Hy, so hat der Konfidenzbereich B(zx) =
{9 :x & Cy} das Niveau 1 — « fiir H. Ist Cy gleichmajig bester kritischer
Bereich fiir jedes 9, so ist B gleichmdafig bester Konfidenzbereich.

Beweis. Es gilt P,Cy = P;(9 ¢ B(x)).

11 M-Schatzer und
Maximum-Likelihood-Schatzer

Beispiel. Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (R, B) mit
endlicher Varianz. Seien Xj,..., X, unabhingig mit Verteilung P € P.
Ein Schétzer fiir den Erwartungswert s(P) = Ep(X) = PX ist das Stich-
probenmittel 13" | X;. Sei P, = 237 | 6y, die empirische Verteilung.

Hier bezeichnet 6, das Dirac-Maf§ in x. Das Stichprobenmittel 148t sich
schreiben als s(P,,). Ist s geeignet stetig, so ist s(P,) konsistent; ist s
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geeignet differenzierbar, so ist n'/?(s(P,) — s(P)) asymptotisch normal. In
diesem Beispiel wissen wir das schon:

n?(s(P,) — s(P)) = n~/? Zn:(xl- - PX).
i=1

Der Erwartungswert ist das Minimum von P(X —s)? in s, denn P(X —5)% =
P(X — PX)? 4+ (PX — 5)%. Entsprechend ist das Stichprobenmittel s(IP,,)
das Minimum der stochastischen Version P(X — s)2. Ein solcher Schitzer
heifit M-Schétzer. Fir s(P) mufl gelten:

Ds—s(p)P(X — 5)* = 0.
Ebenso muf fiir s(IP,,) gelten:
Ds—s(p)Pr(X — 5)* = 0.
In unserem Beispiel wissen wir das schon:
P(X —s(P)=0, P,(X-—s(P,))=0.
Das 148t sich verallgemeinern.

Definition. Sei © # () und 1y meBbar fir 4 € ©. Fir P € P habe
T — P,(X) ein eindeutiges Minimum s(P) in ©. Dann heifit s : P — ©
M-Funktional. Ist s fortgesetzt auf P, so heifit s(P,,) M-Schdtzer.

Bemerkung. Sei © C R? und s(P) im Inneren von ©. Ist 7 — P, (X)
differenzierbar unter dem Integral in 7 = s(P), so gilt

af:s(P)PwT(X) = Pws(P) (X) = 0.

Hier ist ¢, der Vektor der partiellen Ableitungen von v, nach den Kompo-
nenten von 7. Dann bestimmt man den M-Schétzer als Losung 7 = ¢ der
Schdtzgleichung

B, (X) = 3" (X)) =0
=1

Es macht asymptotisch i.a. keinen Unterschied und ist einfacher, stattdessen
nur einen asymptotischen M-Schitzer zu nehmen, d.h. eine Losung der
Schéatzgleichung

3 (X)) = opn )
=1
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Bemerkung. Sei (Q, F) = (R?, BY). Die von einer Verteilung P|F erzeugte
Lageparameter-Familie P,, a € R, ist definiert durch P,B = P(B —a). Eine
Familie P heifit Lage-abgeschlossen, wenn P, € P fiir a € Rund P € P. Ein
Funktional s : P € R? heiit Lage-Funktional, wenn s(P,) = s(P) + a.

Ist ¥-(z) = ¢¥(x — 7), so ist das zugehorige M-Funktional ein Lage-
Funktional, denn

Pap(X —7) = Pp(X — (7 — a)).

Fiir d = 1 und ¥ (x) = 22 ergibt sich das M-Funktional s(P) = PX aus dem
obigen Beispiel.

Satz 17 Sei P|F ein Wahrscheinlichkeitsmafl, © C R? und ¥ im Inneren
von ©. Fir 7 in einer Umgebung von ¥ sei - eine d-dimensionale mefbare
Funktion und wT( ) stetig differenzierbar in 7. Fir die Matriz wT der par-
tiellen Ableitungen von Uy gelte [r(z)| < H(z) fiir ein P-integrierbares H
und Pty sei mvertzerbar Sei 0 =19+ op(1) eine (konsistente) Losung der
Schitzgleichung L 3", Ur(X;) = op(n=/2). Dann gilt

n2(0 —9) = —(Pyy)~'n~ 12 Zw )+ op(1).
Beweis. Mit einer Taylorentwicklung erhalten wir
2(0) = Ga(e) + BN = 0) + [ oratrane) — o) ds (9,
Aus der Stetigkeit von 7 — wT(:c) folgt

ha(z) = sup [ihr(z) —dy(2)] L0, alO.

[T—9|<a

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz also Ph, | 0 fiir a | 0. Fiir
an < a gilt mit dem starken Gesetz der grofien Zahl

hmbup Zhan <hmsup Zh = Ph, fs.,

also (1/n) Y7 | ha, (X;) — 0 f.s. Nach Voraussetzung gibt es a,, | 0, so daB
P(|9 — Y| > ayn) — 0. Mit der Taylorentwicklung fiir 7 = ¢ gilt also

op(n~'7?) Z% *Z%( ( ZW i) +op( ))(19—19)-
i—1
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Die Behauptung folgt durch Auflésen nach 9 — 9 und Anwendung des schwa-
chen Gesetzes der groflien Zahl.

Im folgenden geben wir Bedingungen an, unter denen M-Schitzer stark
konsistent sind.

Lemma 3 Sei P|F ein Wahrscheinlichkeitsmafi und © C R? offen. Sei 1),
stetig in T und mefbar in x mit v, > H fir alle T und ein P-integrierbares
H. Dann gilt fiur jedes kompakte K C O:

li f inf — (X;) > fPT P-f.s.
1mnln Tngnzw 1n 1 f.s

Beweis. Sei K C © kompakt. Es gilt

a = inf Py, > PH > —o0.
TeK

Fir e > 0 und 7 € K setze

Ure(x) = inf ().

teK:|t—7|<e

Dann ist ¢, meBbar und ;. > H, und es gilt ¥..(z) T - (z) fir € | 0.
Mit ¢, — H > 0 folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, daf3

P(wﬂ's - H) T P(w’r - H)a also PwTe T Pwr'

Sei b < a. Fir 7 € K existiert e > 0, so daf§ Py,.. > b. Die offenen
Kugeln S; = {t € K : |t — 7| < e,} tberdecken K. Da K kompakt ist,
existiert eine endliche Teiliiberdeckung S-,,..., S, . Also gilt

f — ) > —
inf — Z Ur(Xi) > min -~ Z Yrje,, (X
Aus dem starken Gesetz der grofien Zahl folgt

liminf inf — ) > min P b.
3 TeKnZwT nin P, >

Da b < a beliebig war, folgt die Behauptung.

Lemma 4 Seien die Voraussetzungen von Lemma 8 erfillt, und ¥ sei das
eindeutige Minimum von 7 — P, tber ©. Dann gilt fiir jedes kompakte
KCcOmitd¢g K:

inf Py, > Py.

TEK
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Beweis. Mit dem Lemma von Fatou folgt
lim inf Py, = PH + lim inf P(¢y — H) > Pi);.

Das heifit: 7 — P, ist unterhalbstetig. Fiir jedes kompakte K nimmt
Pt das Minimum iiber K an. Da das Minimum von P, iber © eindeutig
angenommen wird, folgt die Behauptung.

Satz 18 Sei P|F ein Wahrscheinlichkeitsmafl und © C R? offen. Sei 1),
stetig in T und mefbar in x mit v, > H fir alle T und ein P-integrierbares
H. Sei? das eindeutige Minimum von 7 — P, uber ©. Fir eine kompakte
Umgebung K C © von ¥ gelte

(C) lim inf 1nf — 27’[}7 ) > Pty P-f.s.

Erfille O, die Ungleichung

*Z% <¢2£>52¢H "

Dann gilt T — P-f.s.

Bewelis. Sei
A= {nmsup W — 9] >0, lim~ f:%(xi) - P%}.
" [

Zu zeigen ist PA = 0. Sei w = (ml,l'QA, ...) € A. Dann existiert ein ¢ > 0
und eine wachsende Teilfolge, so da} ¥, (w) — Y| > € fir n € N. Also gilt

f T e A ) < — . —_—,
Ir l%|>€ My ;ﬂ) wz = mn ;1/1,9mn(w) (ﬂj‘z) = mn ;1/%9(1‘1) + -

also

T.(w) = liminf inf Z@DT x;) < Py,

no|r—=9>e N

das heifit w € B, = {TI. < Piy}. Also gllt A C .o Be, und wegen B. 1
fiir € | geniigt zu zeigen, dafl PB. = 0. Lemmas 3 und 4 implizieren

lim inf f f Py > P P-fs.
it 30 e Pl P
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Nach Voraussetzung gilt

. . 1
lim inf inf —
n  7¢K,|T—9|>e N

ZwT(XZ-) > Py P-fs.
=1

Also gilt PB. = 0.

Bemerkung. Hinreichend fiir (C) ist die Existenz einer kompakten Umge-
bung K C © von ¥ mit

P inf > Pay.
7}21(1/}7— W

Im folgenden wenden wir Satz 17 auf eine parametrische Familie an.

Sei P = {Py : ¥ € O} mit © C R? eine parametrische Familie mit
p-Dichten fy fiir Py. Die Dichte von Xi,..., X, ist [[;~; fo(X;i). Der
Mazimum-Likelihood-Schitzer U maximiert diese Dichte. Insbesondere gilt
> 0y_plog fy(X;) = 0. Wir zeigen, daf die asymptotische Kovarianzmatrix
dieses Schétzers gleich der Inversen der Fisher-Information ist.

Definition. Sei Py, ¥ € © C RY, eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
und ¥ im Inneren von ©. Die Familie ist Cramér-reguldr bei 9, wenn Py fiir 7
in einer Umgebung von 9 eine positive p-Dichte fr hat und f; und ¢; = log f;
zweimal stetig differenzierbar in 7 sind mit |fr| < A und |¢;| < H fiir p-
integrierbares A und Py-integrierbares H, und wenn die Informationsmatriz
Iy = P@é@l@ positiv definit ist.

Lemma 5 Fiir bei ¥ Cramér-regulare Familien gilt PTET =0 und PTET =
—1I; fir T in einer Umgebung von 9.

Beweis. Die Bedingungen an die zweiten Ableitungen implizieren dhnliche
Bedingungen an die ersten Ableitungen. Insbesondere gilt

. . 1 ..
- /0 Fosur—ydu(r —9),

also sind f} durch eine p-integrierbare Funktion dominiert. Es gilt pf; =1,
also

. 1 . .
0=u(fe — fr) =nfrt—7)+ /0 1 fryst—r) — fr)ds(t — ).
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Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz konvergiert das Integral fiir
t — 7 gegen 0. Also gilt P, ET = p fr = 0. Mit demselben Argument gilt
ufT = 0. Wegen f=0fgilt f=0f+0fT =0f + 00T f, insbesondere also
Pl + Pl ] = 0.

Satz 19 Sei Py, ¥ € © C RY, Cramér-reguldr bei . Sei 0 =19+0p(1) eine
Lésung der Schitzgleichung (1/n) 31, £-(X;) = op(n~Y/2). Dann gilt

n'2() —9) = I;'n —1/22519 )+ op(1).
=1

Insbesondere ist 0 asymptotisch normal mit Kovarianz-Matriz Iﬂ_l.

Beweis. Wende Satz 17 fir w = —/ und P = Py an. Nach Lemma 5 ist
Pgﬂg = —1Iy.

12 Empirische Schatzer und lineare Regression

Sei P eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (2, ), und X1,..., X,
seien unabhéngig mit Verteilung P. Fir A € F gilt nach dem Gesetz der
groflen Zahl

1 n
==Y 1a(X;) = PA fs.
n =

Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt

n'?(PnA — PA) =n"12Y "(14(X;) — PA) = N(0, PA(1 - PA)).
i=1
Wir sagen (etwas miBverstiandlich): P, A ist asymptotisch normal mit Va-
rianz PA(1 — PA). Sei f: R — R*¥ mit Pf? = Epf? = [ f2dP < oo fiir
r=1,...,k. Der empirische Schatzer fir Pf ist

1 n
== ; F(X0)
Wieder gilt
P,.f — Pf fs.
und
n2(P, f — Pf) —n—1/2z — Pf)= N(0,%)
i=1
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mit Kovarianzmatrix ¥ = (o,5) und

Ors :P(fr _PfT)(fs_Pfs) :Pfrfs _Pfrpfs-

Bemerkung. Ist ¢ : RF — R™ stetig differenzierbar mit m x k-Matrix Dt =
(t2)4 von partiellen Ableitungen, so erhiilt man durch Taylor-Entwicklung

1
HPof) = H(PF) + /0 DHPS + u(Buf — Pf)) du(Pof — PJ)
= t(Pf)+ Dt(Pf) (Puf — Pf) +0p(n~'/?).

Also ist t(P,f) asymptotisch normal mit Kovarianzmatrix TST T, wobei
T = Dt(Pf).

Beispiel. (Lineare Einschrinkung.) Sei h : Q — R™ meBbar mit Phh"
positiv definit. Fiir P € P gelte die lineare Einschrénkung Ph = 0. Sei
f: Q — R* meBbar mit P f? < oo fiir s = 1,..., k. AuBer dem empirischen
Schatzer P, f finden wir dann noch andere erwartungstreue Schétzer fiir Pf:
Fiir jede k x m-Matrix A ergibt sich der erwartungstreue Schétzer

1 n
Puf = APyh= = (F(X:) = A(Xy).
i=1
Seine asymptotische Kovarianzmatrix ist

S(A) = P(f — Pf — Ah)(f — Pf — Ah)".

Fir k& x k-Matrizen A und B schreiben wir A < B, wenn B — A pos-
itiv semidefinit ist. Dadurch wird eine partielle Ordnung auf Matrizen
eingefiihrt. Die Kovarianzmatrix 3(A) wird in dieser Ordnung minimiert
durch

A* = Pfh"(PhhT)7L

Denn wegen Ph = 0 ist A*h die Projektion von f — Pf auf den von h
erzeugten linearen Raum:

P(f—Pf—A*R)h" = P(f—A*R)h" = PfhT —Pfh" (PhhT) "' PhhT = 0.
Wir haben die orthogonale Zerlegung

f—Pf—Ah=f—Pf— A*h— (A— A*)h,
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also

$(A) — 2(A*) = (A— A*)Phh" (A — A%)T
Die Matrix ¥(A*) héngt vom unbekannten P ab. Wir schétzen A*, indem
wir die Erwartungswerte durch empirische Schitzer ersetzen:

A=P,fnT (PyhhT)~ Zf Xi)<i:h(Xi)hT(Xi)>_l.

Mit dem Gesetz der groBen Zahl gilt A = A* + 0p(1). Also ist der Schétzer
P, f — AP,h asymptotisch aquivalent zu P, f — A*P,h. Aus dem zentralen
Crenzwertsatz und Ph = 0 ergibt sich n'/2P,h = Op(1), also

2P, f — AP h — Pf) = n'?(P,f — A*Pyh — Pf) — (A — An'/?P,h

=n2(P,f — AP,k — Pf) +op(1).
Insbesondere hat P, f — AP, h—P f dieselbe asymptotische Kovarianzmatrix
wie P, f — A*P,h — Pf, namlich

P(f—Pf—A*h)(f—Pf—A*h)T = PffT—PfPf"—Pfh" (Phh")"*PhfT.

Man kann zeigen, daB P, f — AP, h asymptotisch nicht zu iibertreffen ist, es
sei denn, man weifl mehr tiber P.

Problem. Es gelte die Einschrankung Phy = 0 mit unbekanntem d-dimen-
sionalen Parameter ¢. Wir kénnen dann die obige Verbesserung des em-
pirischen Schétzers fiir Pf vornehmen, miissen aber den unbekannten Pa-
rameter ¥ durch einen Schétzer ersetzen, zum Beispiel einen M-Schétzer.
Was ist die asymptotische Verteilung des resultierenden Schétzers fiir Pf?
Man kann wiederum zeigen, dafl er asymptotisch nicht zu tibertreffen ist, es
sei denn, man weifl mehr iiber P.

Beispiel. (Lineare Regression.) Sei X eine k-dimensionale Zufallsvariable
und Y eine reelle Zufallsvariable. Sei P die Verteilung von (X,Y). Es
gelte P|X|* < oo und PY* < oo, und PXXT sei positiv definit. Das
Kleinste- Quadrate-Funktional ¥(P) minimiert P(Y — 97 X)? in ¢. Durch
Differenzieren erhalten wir PX(Y — 9" (P)X) = 0, also

J(P) = (PXX ") 1PXY.
Der Kleinste-Quadrate-Schdatzer fiir 9(P) ist

n 1 n
- (X xx!) Y v
=1 i=1
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Wir erhalten ihn natiirlich auch als Losung der empirischen Version von
PX(Y — 9T (P)X) = 0, also als Losung der Schitzgleichung P, X (Y —
9T X) = 0. Da sich das nach 9 auflésen laBt, brauchen wir die Theorie
der M-Schétzer nicht zu bemiihen. Der Kleinste-Quadrate-Schétzer ist eine
Funktion zweier empirischer Schétzer. Wir kénnten deshalb die asymptoti-
sche Verteilung von ¥(IP,,) aus der obigen Bemerkung herleiten. Hier geht
es aber einfacher. Schreibe

W20(E,) — 0(P) = (230 X)X - (P T,
=1 =1

Die zweite Summe ist zentriert. Mit dem Gesetz der grofien Zahl erhalten
wir

n'2(W(P,) —9(P)) = (PXX ") 'n™12Y " X,(Y; — 9(P)TX;) + 0,(1)
=1
Also ist ¥(IP) asymptotisch normal mit Kovarianzmatrix
(PXX)TIPIXXT(Y —9(P)T X)) (PXX ).

Bis jetzt haben wir keine Modellannahmen gemacht. Nehmen wir nun
an, daf8 ein linearer Zusammenhang Y = 9" X 4 ¢ existiert in dem (sehr
schwachen) Sinn, da8 F(¢|X) = 0 gilt; anders gesagt, da E(Y|X) = 97X
gilt. Dann gilt PXY = PXX 'Y + PXe und PXe = PE(Xe|X) =
PXE(|X) =0, also ¥ = (PXX")"'PXY = 9(P). LaBt sich dann der
Kleinste-Quadrate-Schéatzer verbessern? Die Modellannahme bedeutet, daf
fiir alle (quadratintegrierbaren) k-dimensionalen Zufallsvektoren W (X) gilt:

PW(X)(Y —9'X)=0.

Wir erhalten also M-Schétzer als Losungen dyy von P, W (X)(Y —9 ' X) = 0,
also

G = W COXT) B W OY = (S wenxT) T Wiy
=1 i=1

Solche Schétzer heiflen gewichtete Kleinste-Quadrate-Schiatzer. Wie oben
erhalt man

n 2Dy — ) = (% Zn: W(Xi)XlT)_lnﬂ/z Zn: W(X)(Y; — 97 X;)
=1 =1

=23 g (X0, Vi) + 0p(1)
=1
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mit
gw(X,Y) = (PW(X)X ) 'W(X)(Y —9" X).

Also ist 1§W asymptotisch normal mit Kovarianzmatrix

(W) = Pgwgyy
= PW(X)X)T'P(W(X)W(X) p*(X)P(XW(X)"),

wobei p?(X) die bedingte Varianz von e gegeben X ist. Ahnlich wie im
vorigen Beispiel rechnen wir nach, dafl mit W*(X) = p~2(X)X gilt:

P(gw — gw~) gy

= P((PW(X)XT)"'W(X) - (Po (X)X XT) 0 2(X)X)
27 2(X)X T (Po (X)X X )™

= (I — 1) (Pe (X)X XT) ' = 0;

hier bezeichnet I; die k-dimensionale Einheitsmatrix. Also gilt wegen

awaw — 9w = (gw — gw=)(gw — gw~)
+ (gw — gw) g + gw+(gw — gw+) "

)

daf
S(W) — S(W*) = Plgw — gw+)(gw — gw+) "

positiv semidefinit ist. Also wird die Kovarianzmatrix X(W) minimiert
durch W = W*. Das hangt vom unbekannten P ab. Wir miissen p durch
einen geeigneten Schétzer p ersetzen. Solche Schétzer werden wir erst spéter
kennenlernen. Wir erhalten

n n

J, = (Zﬁ_2(Xi)XiXiT) - Z,ﬁ_2(Xi)XiYi'

i=1 i=1
Unter geeigneten Voraussetzungen hat dieser Schéatzer die asymptotische

Kovarianzmatrix X(W*) = (Pp~2(X)X X ")~!. Man kann zeigen, daf} dieser
Schatzer asymptotisch nicht verbesserbar ist.

Problem. Es gelte die Einschriankung E(hy(X,Y)|X) = 0 mit unbekann-
tem d-dimensionalen Parameter 9. (Oben hatten wir hy(X,Y) =Y —97 X.)
Gesucht werden asymptotisch optimale Schétzer fiir 9 (das ist i.w. bekannt)
und fiir Pf. Zusatz: Was schitzen diese Schétzer, wenn die Einschrankung
nicht gilt, und schétzen sie es optimal?
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Bemerkung. Haufig wird im Regressionsmodell zusétzlich angenommen,
daBl X und € unabhéngig sind. Dann reduziert sich die Bedingung E(e|X) =
0 auf Fe = 0. Die bedingte Varianz ¢*(X) = E(¢?|X) ist dann gleich der
Varianz E<?. Die optimale Gewichtsfunktion ist also proportional zu X. Die
Konstante hat keinen Einflufl auf den Schétzer. Also ist der (ungewichtete)
Kleinste-Quadrate-Schatzer asymptotisch dquivalent zum optimalen gewich-
teten Kleinste-Quadrate-Schatzer. Allerdings lassen sich jetzt beide verbes-
sern, indem man die Unabhangigkeit von € und X ausniitzt. Das behandeln
wir in dieser Vorlesung nicht.

13 Ordnungsstatistiken und Stichprobenquantile

Seien Xi,...,X,, unabhangig mit stetiger Verteilungsfunktion F. Dann
heifit R; = > ; 1(X; < Xj) der Rang von X;. Die der Gréfie (dem Rang)
nach geordneten Beobachtungen X;., < --- < X,,.,, heilen Ordnungsstati-
stiken. Das p-Quantil ist £, = F~1(p) = inf{x : F(x) > p}. Die empirische
Verteilungsfunktion ist

- 1
DX <t) = H‘{i P X <t}
i=1

Fp(t) =P,(—o0,t] =

SRS

Das Stichproben-p-Quantil ist ép =T, (p).

Satz 20 Sei &, der einzige Wert, der durch F' auf p abgebildet wird. Sei
k =np+ o(n). Dann gilt Xj., — &, in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Sei p. = F(§, +¢). Dann gilt p. > p. Schreibe

P(Xpn <& +¢) = P(DUXi <& +¢) 2 k)
i=1

1 k
- P(n;uxi <&+ —p =~ —p).
Das konvergiert gegen 1 nach dem Gesetz der grofien Zahl. Analog fiir £, —¢
statt &, + €.

Satz 21 Es habe F' eine Dichte f, die in §, stetig und positiv ist. Sei
k =np+ o(n'/?). Dann gilt

nl/Q(Xk;n — &)= N(0,p(1 - p)/f2(fp)>'
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Beweis.

P(nY?(Xpen — &) < 1) = P(Xpn < & +n1%)

P(Z 1(X; < & +n~ V%) > k:)

=1

= P<n_1/2 Zn: Y, > un)

i=1

mit
Yoi = 1(X; <&+ n~ %) — F(& + n~%),
U = n" Y2k = nF(&, + n?)).

Die Zufallsvariable Y;,; nimmt den Wert 1 — F(&, +n~/?t) mit Wahrschein-
lichkeit F(&, +n~1/2t) an, und den Wert —F (&, +n~'/?t) mit Wahrschein-
lichkeit 1—F(&,+n~'/2t). Es gilt EYy; = 0 und F(&,+n~'/%t) — F(&,) = p,
also EYH% — p(1 — p) und mit einer Taylorentwicklung

un, = nt?(p - F(&+ n~'2)) + o(1) — —tf(&).

Nach einer Version des Zentralen Grenzwertsatzes flir Dreiecksschemata gilt
also

P(n2 3 Yo 2 ) = 1= @116 01 =) )

Hier ist ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung N (0, 1).
14 Punktweise Konvergenz von Kernschatzern

Beispiel. Seien Xi,..., X, unabhingig mit Dichte f. Wir wollen f(z)
schitzen. Sei b > 0. Ein erwartungstreuer Schétzer fir Plx — b/2,z + b/2]
ist

1 n
Pz —b/2,2 + b/2] = - Z Lo—b2,046/2)(Xi)
=1

1 n
==Y 1(-b/2<a - X; < b/2).
n
i=1

Is f stetig in z, gilt andererseits fiir kleines b:
x+b/2

Hmwmw+Wﬂ=/ £(t) dt = bf (x).

x—b/2
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Wiéhlen wir b = b, — 0 and nb — oo, so erwarten wir also, daf§ folgender
Schétzer konsistent fiir f(z) ist:

A - X;
f) = nbzlx b/2,2-+b/2) (X Zbl[ 1/21/2]< b )

Mit K (t) = 1j_1/2,1/2)(t) und Ky(t) = K(t/b)/b 1a8t sich f schreiben als

Das verallgemeinern wir im folgenden auf andere Dichten K.

Seien Xi,..., X, unabhéngig mit Dichte f. Ein Kernschdtzer fir f(x)

ist
1 n
=-) Kyz-X
n 4
=1

mit K;(t) = K(t/b)/b, Kern K und Bandweite b. Konvergenzraten fiir f(x)
ergeben sich aus der Chebyshev-Ungleichung

P(|f(z) = ()| > a) < a2E(f(x) — f(x))*.

Der mittlere quadratische Fehler (MSE) von f(x) 148t sich wie folgt zerlegen,

A~

E(f(z) - f(x))* = Var f(z) + (Ef (z) - f(2))?,

die Summe aus Varianz und Quadrat des Bias. Fir » = 0,1,2,... und
0 < a < 1 sei Lip,,(L) die Klasse der Funktionen, die beschrinkt und
r-mal differenzierbar sind und deren r-te Ableitungen in x Lipschitz der
Ordnung o mit Konstante L sind:

(@) = f(y)| < Llz - y|™.

Sei IC;. o die Klasse der Funktionen, die beschrénkt sind mit

/ K(t)dt =

/th(t)dt:O, j=1,...,1Vvr,

/ K (1) di < oo,
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Satz 22 Ist f € Lip, (L) und K € K, so gilt fiir b | 0:

B(f(@) - (@) < () [ K0
+ pArte) (% / [trHOK(t)) dt>2 - 0(%)
= O(%) + O (b)),

Also wird die optimale Rate n=20+)/Qr+e)+1) erzielt wenn b proportional
2 nfl/(2(r+a)+1) ist.

Beweis. Schreibe Varianz und Bias als

Var f(z) = %Var Ky(x — X)

= L(BK}(x ~ X) ~ (BKy(x — X))
n /Kg(w—u du— /Kbx_u du>2);
E /Kb r—u)(f(u) — f(z))du

Fir m = 1,2 gilt

/Kgl(w_u)f(u)du:b_m/KTn(x

=pmHl / K™(t)f(x — bt) dt.

(u) du

Also
2 — _ —
var f(z) = — /K (x — bt) dt /K (x — bt) dt) .
Fir m =1,2 gilt
[ @i -0 - f@ar < Lo [ 15 @)1 dn,
also mit Beschranktheit von K fur die Varianz:
R 1 2 1 o
Var f(z) = %f(q:) /K (t)dt + %O(b ).

33



Fiir den Bias gilt fir r = 0:
\Ef(z) — f(z)| = ‘/K Fla — bt) —f(x))dt) < baL/]K(t)ta|dt.
Fiir » > 1 und ein z zwischen x und x — bt gilt

Bi@) - @)= | [ Ko i} W 10

Cory

7!

+ umm—ﬂW@DM

L
<t / K ()] dt.

A}IS Satz 22 und der Chebyshev-Ungleichung ergibt sich insbesondere,
daB f(x) — f(x) = Op((nb)~1/2 + br+e).

15 Konvergenz von Kernschatzern in [,

Der integrierte mittlere quadratische Fehler (MISE) von f ist

[ BG@) - 1@ de = E [ (f(o) - f(@)* o

Eine Schranke dafiir 148t sich nicht einfach aus aus Satz 22 gewinnen, es sei
denn, wir wiiten, dafl die Dichte f auf einer beschrinkten Menge lebt.

Sei A das Lebesgue-Mafl auf R. Wir setzen L; = Lj(\). Die L;-Norm
einer Funktion f ist || f|l1 = [ |f(x)|dxz. Wir benétigen einige Begriffe und
Ergebnisse aus der reellen Analysis. Die Translation von f um y ist definiert

durch fy(x) = f(z —y). Fir f € Ly gilt [|fyllL = [ f]1-

Lemma 6 (Li-Stetigkeit der Translation) Fir f € Ly ist y — f, gleich-
mapig Li-stetig.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wihle g stetig mit Triager in [—A, A und ||f — g1 < e.
Dann ist g gleichméfig stetig. Also existiert 6 > 0 mit |g(y) —g(z)| < €/(34)
fir |y — 2] <. Fiir |y — 2| < d gilt also ||gy — gz]1 < (244 0)e/(34) < &,
also

1 fy = =l < Mlfy — gylln + lgy — g2lli + llg= = f21la

=If =gl + llgy — gzlls + llg — fllr < 3e.
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Lemma 7 Fir g, h € Ly gilt

[ 19—~ gt@)bw)| dudz 0, 5o

Beweis. Es gilt ||g, — gl[1 < 2||g||i. Nach Lemma 6 ist y — g, Lq-stetig.
Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz also

[[ 19tz = ) ~ @)l dehta)ldu = [ g ~ glslnldu 0, b0,

Eine Funktion f : R — R heifit absolutstetig auf dem endlichen Intervall
[a,b], wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so daf fiir alle endlichen
Familien von disjunkten Intervallen (a;, b;] C (a,b] mit 3, (b; —a;) < ¢ gilt:
>_;1f(bj) — f(a;)] <e. Die Funktion heiit absolutstetig, wenn sie auf allen
endlichen Intervallen absolutstetig ist.

Fiir eine Funktion f : R — R ist die Totalvariation auf einem Intervall
[a, b] definiert als

sup > |f(t;) = f(tj-1)],
(t5)

wobei sich das Supremum tiber alle endlichen Partitionen a = t5 < -+ <
ty, = b erstreckt. Eine auf [a, b] absolutstetige Funktion hat endliche Total-
variation auf [a, b].

Wir benétigen den Fundamentalsatz fiir Lebesgue-Integrale: Ist f abso-
lutstetig auf [a, b], so existiert f.s. die Ableitung f’ und ist in Lq, und

f@) - f@) = [ fOd el

Fir r = 0,1,... sei £, die Klasse der Funktionen f, die (r — 1)-mal
differenzierbar sind mit f"~1 absolutstetig und f") € L. Fir 0 < a < 1
sei L, die Klasse der Funktionen f € L, o, fir die y — fgsr) L1-Lipschitz
der Ordnung « ist: Fiir ein L > 0 gilt

£ = O < Lly|*, yeR
Die Faltung f * g zweier Funktionen f,g € Ly ist definiert durch
frglx) = /f(x —u)g(u) du.
Es gilt

1S *gllx S/ [f(z = w)g(u)| dudz = f]1llgll-
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Den Erwartungswert eines Kernschéitzers konnen wir wie folgt schreiben:

Ef(z) = EKy(z — X)

/Kbx— y)dy = f* Kp(x /fx—bu u) du
Es gilt || Kpl[1 = || K1, also
IEFll = 1LF* Kl < (Il ol = (1K
Satz 23 Ist f € Lo und K € K, o, so gilt
1f % Kb = fllv = o(b").
Ist0<a<lund feLl,q KeK,q, sogil
If * Ky — flln = O0"™).

Beweis. Durch Taylor-Entwicklung:

flz—bu) — f(x) = Z (_;):L)J ()
j=1
—bu)" 1
((T b 1))! /0 (1— 8 () (@ — thu) — £ () dt.
Mit fqu(u)du:O, j=1,...,r, gilt
f*Kb( )
- s / / () (@ — thu) — £ (2))u" K () du dt.

Fir a = 0 folgt aus Lemma 7, dafl

[ 10 =t = £ @l K ) dudz 0, 0<t<1

Andererseits gilt

‘// (@ — tbu) — [ (2))u" K (u) du dx
< //(f(r (z — thu)| + | £ (2)]) da |u” K (u)| du

<2 [|f@)ds [ |0 K(w) du.
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Die Behauptung des Satzes fiir @ = 0 folgt also aus dem Satz von der
dominierten Konvergenz. Fiir a > 0 verwenden wir

/!f(r)(x — thu) — fO(@)|dx = | £5) — fOlh < L ul®, weR, [t <1.
Satz 24 Hat f ein endliches zweites Moment und ist K € Ky1, so gilt

E||f = f * Kylli = O((nb)"1/?).

Beweis. Sei V(z) = (1 + |z|)%2. Mit der Schwarzschen Ungleichung gilt fiir
jedes mef3bare g:

V1/2|g|\2 _
ol = ([ 52)” <iv-ive,

und ||[V~1||; ist endlich. AuBerdem
Es gilt also
E|f = £+ Kol < [VTUREIV(f = f* K5)? |
_ P 1,
= IVRIVE(S = £+ Kp)* e < VRV - £+ K

Es gilt V(z +y) < V(z)V(y) und

friiia) =g [ K50 iy = [ £ - bk )du

IV - fx K2 = b// o+ bu) (@) K2 (u) da du
< b/V( )Vf(x )dx/V(bu)K2(u) du.

Weil K beschrankt ist, ist das letzte Integral endlich. Mit der Schwarzschen
Ungleichung ergibt sich also

(BIf = f* K4lh)® < E|f = £+ K313 = O((nb) ™).

also

Der erwartete Li-Fehler von f ist E[ |f(x) — f(z)|dz. Bs gilt mit der
Dreiecksungleichung:

E/|f )| de = E|f - fli < BIf — £+ Kolls + 1f * Ko — flh.
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Ist f € L, mit endlichem zweiten Moment und K € K, , mit o = 1, falls
r =1, so gilt nach den Satzen 23 und 24:

/ (@) — fa)] dz = O + (nb)~Y/2).

Insbesondere ergibt sich | 1f(z) — f(z)|dz = O™ 4 (nb)~1/2) aus der
Chebyshev-Ungleichung

/|f |dx>a<a1E/]f ()| da.

Die optimale Bandweite und Konvergenzrate sind also dieselben wie fiir die
Konvergenz der Wurzel des punktweisen mittleren quadratischen Fehlers,
Satz 22.

Wir erwarten, daB (nb)Y/2(f(z) — f(z)) asymptotisch normal mit Mit-
telwert O ist, solange b schneller als die optimale Bandweite gegen 0 geht,
denn dann ist der Bias vernachlassigbar. Fiir die optimale Bandweite b wird
(nb)Y2(f(x) — f(z)) unter geeigneten Annahmen immer noch asymptotisch
normal sein, aber der Mittelwert der Grenzverteilung wird nicht 0 sein.

16 Nichtparametrische Regression
und Nadaraya—Watson-Schatzer

Sei (X,Y) eine zweidimensionale Zufallsvariable. Die Regressionsfunktion
von Y auf X ist der bedingte Erwartungswert

9(X) = E(Y]X).

Wir beobachten unabhéngige Realisationen (X;,Y;), @ = 1,...,n. Der
Nadaraya—Watson-Schdatzer fir g(z) ist

E?:l Ky(z — X;)Y;
Z?:l Ky(r — X;)

Hier ist K ein Kern und b eine Bandweite.
Sei f(z,y) die Dichte von (X,Y), und fi(z) = [ f(x,y) dy die Dichte von
X. Dann ist f(x,y)/fi(x) die bedingte chhte von Y gegeben X = x, also
= [yf(z,y)dy/fi(z). Ist f1 stetig, so konvergiert 1 >°" | Ky(z — X;)
gegen fi(x); sieche Kapitel 14. Fiir den Zéhler von g(x) haben wir unter

g(x) =
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geeigneten Annahmen
EKy(z — X)Y = // Koz — 2)yf(zy) d=dy
= //K(U)f(x —bu, y)y dudy
— /K(U) dU/yf(wvy)dyz /yf(%y) dy.

Konvergenzraten erhélt man wie bei Dichteschéatzern.

17 Lokale polynomiale Glatter

Wir bleiben beim Schétzen der Regressionsfunktion g. Ist g ein (unbekann-
tes) Polynom mit (bekanntem) Grad r, so konnen wir g schétzen, indem
wir die Beobachtungen (X;,Y;) durch ein Polynom p(z) =3 ) _, Ipx® vom
Grad r approximieren, das den mittleren quadratischen Fehler

> (v- k)’
=1 k=0

minimiert. Durch Differentiation nach ¥; erhalten wir

n T
ZX§(Y;-Z§ka) —0, j=0,....,
i=1 k=0

also mit Z; = (X?,..., X"
n ~
> Zi(Yi-2z/9)=0
=1

und deshalb . .
) = (Zzizj)flzzm
i=1 i=1

Der Schétzer g(z) = >, Upx® ist ein Kleinste-Quadrate-Schitzer; wir
nennen ihn polynomialen Gldtter.

Fir das Lageparameter-Modell Y = 9 + ¢ mit Fe = 0 ist g(z) = ¥ und
31
V=52 Vi

Fir das lineare Regressionsmodell mit Interzept vy,

Y =9+ "X +¢e mit E(€|X) =0,
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ist g(X) = Yo + 1 X und

+ (1 X
ZZ_<XX2.

Fiir das lineare Regressionsmodell ohne Interzept,
Y =9X +¢e mit Ee|X) =0,

ist g(X) = vX. Wir konnen also den Index 0 weglassen und erhalten

= (ix})_lixm.
i=1 i=1

Das hatten wir in Kapitel 12 schon allgemeiner hergeleitet, ndmlich fiir Y =
9T X + ¢ mit Kovariablenvektor X.

Ist die Funktion g kein Polynom der Ordnung r, aber r-mal differen-
zierbar, so konnen wir g lokal durch ein Polynom approximieren und obige
Methode lokal anwenden. Sei z fest. Eine Taylor-Entwicklung liefert fiir z
nahe x:

a0y
o)~ 3Dy
k=0

Den Koeffizienten g, . . . , 9, entsprechen g(z), ¢'(x), ..., g (x)/r!. Wir mi-
nimieren den mittleren quadratischen Fehler

n

> (vi- iﬂk(Xi - x)k)2Kb(Xi — ).
k=0

i=1
Durch Differenzieren nach 1J; erhalten wir deshalb die Gleichung

n

SO = @) (Yi= D0 0k(Xi = 2)* ) KX, — @) = 0.
i=1 k=0
Sei ) = (ij)%k:o“ﬂ die Matrix mit Elementen

n

Qje = Y _(Xi — ) TFKy(X; — ),
i=1
und sei W = (W, ..., W,)T der Vektor mit Elementen

W= (X; — 2V Ky(X; — 2)Y;.
i=1
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Dann lassen sich die r+1 Gleichungen schreiben als W —Qd = 0. Wir erhal-
ten also einen Schétzer fiir g(z), ¢'(x), ..., ¢") (z), den lokalen polynomialen
Glatter, durch

9= (3.3, )~ g

7!
Fiir » = 0 ergibt sich wieder der Nadaraya—Watson-Schétzer
W _ YL KX —2)Y
Qo 2im K(Xi—x)

Dieser lokal konstante Glétter fiir eine Regressionsfunktion entspricht dem
Kernschéitzer f(z) =13 | Ky(X; — z) fiir eine Dichte.

9(x)

18 Extreme Ordnungsstatistiken

Die Satze 26 und 27 dieses Kapitels iiber extreme Ordnungsstatistiken wer-
den mit Hilfe des folgenden Satzes 25 iiber das Verhalten extremer Ord-
nungsstatistiken bei einer Gleichverteilung bewiesen.

Satz 25 Seien X1i,..., X, unabhdngig mit stetiger Verteilungsfunktion F.
Dann gilt
n(l — F(Xpn)) = Er.

Beweis. Es sind F'(X1),..., F(X,) unabhingig und gleichverteilt auf (0, 1).
Fiir t > 0 gilt
P(n(l — F(Xpm)) <t)=P(F(Xpm) >1—1t/n)
=1—-P(F(Xnn) <1—1t/n)
=1-(1—t/n)" —1-e"

Definition. Der linke und rechte Eckpunkt einer Verteilungsfunktion F' sind

xp =sup{z: F(z) =0}, =z, =inf{z: F(z) =1}

Definition. Eine Verteilungsfunktion F' mit endlichem rechten Eckpunkt
x, hat terminalen Kontakt der Ordnung m in x,., wenn F' links von x,
(m + 1)-mal stetig differenzierbar ist mit F(x,) = 1 und mit FY)(z,) = 0,
j=1,...,m,und F™tD () # 0 fiir die linksseitigen Ableitungen.
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Satz 26 Seien X1,..., X, unabhdngig mit einer Verteilungsfunktion F, die
terminalen Kontakt der Ordnung m in x, hat. Dann existiert eine Folge by,
mit
P(Xn;n — t) _ exp(—(—t)™*t), t<0
n - 1, t>0

(Extremwertverteilung vom Typ 1).

Beweis. Fiir s > 0 gilt wegen F()(z,) = --- = F(™)(z,)) = 0 die Taylorent-
wicklung

()™ iy [
F(z, —s)=F(x,) + Tsmﬂ / (1 —w)™F ) (2, — us) du.
- 0

Mit s = x, — X, ergibt sich (mit gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit):

n(l — F(Xpp)) = n(F(z,) — F(Xnn))

—1)ym 1
! 0

<$r - Xn:n>m+1
=(— a

b, "
mit

)

(=1)™(m + 1)!\ 1/ (m+1)
bn = < nF(m+1)(ajr) )
(m+1) fol(l —w)"FH) (g — u(z, — Xpp)) du

Ap = F(m+1) (LL’T) =1 -+ OP(].).

Also gilt mit Satz 25 fiir ¢ < 0O:

P(R ) =r ((” )" 2 o)
= F(Xun)) 2 (—1) + of)
)

Definition. Eine Verteilungsfunktion F' heifit vom Cauchy-Typ mit Ezpo-
nent k > 0, wenn fiir ein ¢ > 0 gilt:

*1-F(x) —¢, z— .
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Satz 27 Seien Xi,..., X, unabhdingig mit stetiger Verteilungsfunktion F
vom Cauchy-Typ mit Exponent k. Gelte F(x},) =1—1/n. Dann gilt

Xnm eXp(—tik), t>0
<
P( o, t) - { 0, t<0

™™

(Extremwertverteilung vom Typ 2).

Beweis. Mit 1 — F(x},)) = 1/n schreiben wir
1— F(Xpn) zh, \FXE (1 — F(Xnn))
1— F(Xun)) = ' :( rn )" Lnn n)),
(L= F(Xnn)) = 3= XW) 2k (1= F(ar))

™m ™m

™™
Nach Voraussetzung gilt

Xrlin(l — F(Xn'ﬂ))
wkh (1= F(z7,))

™ ™

=1+ o0,(1).

Also gilt mit Satz 25 fiir ¢ > 0:

P ) =r((z2) =)
= P(n(1 - F(Xpn)) > t7%) +0(1)
— exp(—t~F).

19 Geglattete empirische Verteilungsfunktionen

Setzt man den Dichteschétzer in ein “glattes” Funktional der Dichte ein,
so erhalt man i.a. eine schnellere Rate; sie kann sogar die “parametrische”
Rate n~'/2 sein. Ahnliches gilt fiir Schiitzer von Regressionsfunktionen. Die
einfachsten Funktionale einer Dichte f sind lineare Funktionale

mit bekanntem g, zum Beispiel die Verteilungsfunktion

F(O) = [ 1 (@) (@) do
Der iibliche Schétzer fiir F'(t) ist die empirische Verteilungsfunktion
1 n
F(t) =P(—o0,t] = = Y 1(X; <t).

n
=1
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Sei k ein Kern und b eine Bandweite. Der Dichteschétzer f von f ist
1 n
f@) == k(e = X0).
=1
Die Verteilungsfunktion zu f ist
t 1 n
F(t) = / fla)de =~ > Kyt — Xi);
> i=1

dabei ist K(t) = ffoo k(x)dz die Verteilungsfunktion zu k und Kj(t) =

K(t/b). Der Schiitzer F(t) unterscheidet sich von F(t) dadurch, daB der
Indikator 1(X; < t) durch eine gegléttete Version K (t— X;) ersetzt ist. Wir
nennen [ eine gegldttete empirische Verteilungsfunktion. Es sei bemerkt, dafl
wir sie mit partieller Integration auch wie folgt schreiben kénnen:

() = / Ky(t — 2) dF(z) = / ky(t — 2)F(z) dz = / F(t — bu)k(u) du.

Wir zeigen, daB F(t) und F(¢) asymptotisch fquivalent sind. Insbesondere
hat F(t) auch die Konvergenzrate n~'/? und ist asymptotisch normal mit
Varianz

B(L(X < t) - F(1)2 = Ft)(1 - F(1).
Wie in Kapitel 15 bezeichne £ die Klasse der Funktionen f, die absolut
stetig sind und fiir die y — fz’/ L1-Lipschitz ist. Wie in Kapitel 14 bezeichne
K1,1 die Klasse der beschriankten und differenzierbaren Funktionen k mit
[k(t)dt =1, [th(t)dt =0 und [*|k(t)|dt < cc.
Satz 28 Ist f € L11, k € K11 und b= o(n~'/4), so gilt
! (t) = F(t) = op(1).
Beweis. Zerlege n'/2(F(t) — F(t)) in Varianz- und Bias-Term:
n'2(F(t) — F(t)) = n'/2(F(t) — EF(t)) +n F(t) — F(t)).
V2(E () — F(1) = n'2(B(t) — ER()) +n'?(EF(t) — F(1))

Wir schreiben
ER(t) :/_too/kb(m—y)f(y) dyd:c:/_too/f(m—bu)k(u)dudx.
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Mit einer Taylor-Entwicklung und [ wuk(u)du = 0 ergibt sich fiir den Bias-
Term:

A

t 1
EF(t) — F(t) = —b/_ //0 (f (z — buv) — f'(z))dv uk(u) du dz,
also

|EF@>—z%w|Sbjiéﬂuav—fwlm)uuundu
< bQL/u2|k;(u)| du = O(b?) = o(n™1/?).
Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt
E(n'/2(F(t)— EF(t)—F(t)+ F(t))” < / (Kp(t—2)—1(z < 1)) f(x) dz — 0,

also fiir den Varianz-Term:
nU2(B(t) — BR (1)) = nV2(B(t) — F(1)) + 0p(1),
und die Behauptung des Satzes folgt wegen
n'2(F(t) — F(t)) = n'2(F(t) — ER(t) — F(t) + F(t)) + n'/2(EF(t) — F(t)).

Insbesondere sind der empirische Prozef n'/?(F — F) und der geglittete
empirische Proze n'/?(F — F) in jedem ¢ asymptotisch normal mit Varianz

B(L(X < 1) - F(t))* = F()(1 - F(1)).

Wir zeigen, daf3 nl/2 (F — F) nicht nur punktweise, sondern auch als Zufalls-
element in L1, ausgestattet mit der Borel-Algebra, asymptotisch normal ist.
Um das auf n'/ 2(]ﬁ‘—F) zu Ubertragen, miissen wir dann nur noch zeigen, dafl
die stochastische Approximation in Satz 28 nicht nur punktweise, sondern
auch in L gilt. Dazu verwenden wir ein Kriterium iiber die Kompaktheit
von Mengen in L1, Lemma 8. Den folgenden funktionalen zentralen Grenz-
wertsatz zitieren wir ohne Beweis.

Satz 29 (Ledouz—Talagrand.) Seien Z,Zi,Zs,... unabhdngige und iden-
tisch verteilte L1-wertige Zufallselemente mit Erwartungswert 0. Dann kon-
vergiert n~1/? Y1 Zi in Ly in Verteilung gegen einen zentrierten Gauf-
schen Prozef$ genau dann, wenn

P(|Z]1 > ) =0, t— oo,

/(EZQ(JJ))I/Q dr < oo.
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Mit der Schwarzschen Ungleichung gilt fiir jede mefibare Funktion ¢ und
a>1:

ol = ( [+ Ja) ™21+ o) lg(a)| do) " < Ca [(1+ Jal)*g*(z) da
mit Cp = [(1+ |z])~* dz.

Satz 30 Hat F' eine endliches Moment der Ordnung grofier als 2, so kon-
vergiert nl/Q(IF — F) in Ly in Verteilung gegen einen zentrierten Gaufschen
Prozefl mit Kovarianzfunktion

(z,y) — F(z ANy) — F(2)F(y).

Beweis. Wir wenden Satz 29 auf Z(z) = 1(X < z) — F(x) an. Es gilt
EZ?(z) = F(z)(1—F(x)). Nach Voraussetzung hat F ein endliches Moment
der Ordnung 1 4+ a > 2. Insbesondere gilt mit partieller Integration:

/(1 2 B2 (2) dx = /(1 F ) F(2)(1 - F(z)) dz < .
Also
2
(/(EZ2(33))1/2 dr)’ < ca/u 12)* EZ2(x) da < oo,
E||Z|3 < Cq /(1 +|2|)*EZ*(x) dz < o0,
und daher auch
P(|Z]1 > t) <t 2B Z]1 > O ZIIF) = o(t™).
Ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 P auf der Borel-Algebra B eines topologi-
schen Raumes F heifit von innen reguldr, wenn fiir jede Borelmenge B gilt:
PB =sup{PK : K C B, K kompakt}.

Ist E polnisch, so ist jedes Wahrscheinlichkeitsmafl von innen regulér.
Eine Familie P|B von Wahrscheinlichkeitsmafien heit straff, wenn zu
jedem e > 0 ein kompaktes K C F existiert, so dafl

PK>1—-¢, PeP.

Ist P von innen regular, so ist P straff. Insbesondere ist jedes Wahrschein-
lichkeitsmafi P auf der Borel-Algebra eines polnischen Raumes straff. Gilt
P, = P,soist {P, : n € N} ebenfalls straff. Die folgende Charakterisierung
kompakter Mengen in L; beweisen wir nicht.
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Lemma 8 (Satz von Fréchet—-Kolmogorov.) Eine abgeschlossene Teilmenge
H wvon Ly ist kompakt genau dann, wenn

sup ||h|1 < oo,
heH

sup sup ||hy — hll1 — 0, 10,
[t|<d heH

sup/ |h(z)|dx — 0, ¢ oo.
heH J|z|>c

In Worten: Eine abgeschlossene Menge in L; ist kompakt genau dann,
wenn sie beschrinkt, gleichgradig stetig und gleichméaflig integrierbar ist.

Wir zeigen nun, dafl die Behauptung von Lemma 7 gleichméfig {iber
kompakte Mengen gilt.

Lemma 9 Sei H C Ly kompakt. Es gelte [k(z)dx =1 und b — 0. Dann
gilt

sup ||h*kp —h|1 — 0, b—0.

heH

Beweis. Es gilt

b k() — h(z) = /(h(:z: — bu) — h(z))k(w) du,

also
sup [k~ b1 < [ gu(w)[ku)| du
heH
mit
gp(u) = sup / |h(x — bu) — h(x)|dx.
heH
Aus der Gleichstetigkeit von H folgt, dafi gs(u) — 0 fiir b — 0. Aus der

Beschranktheit von H folgt, daf g,(u) < 2suppep ||h||1 < co. Die Behaup-
tung folgt jetzt mit dem Satz von der dominierten Konvergenz.

Wie in Kapitel 15 bezeichne L9 die Klasse der Funktionen f, die dif-
ferenzierbar sind mit f’ absolut stetig und f” € L. Wie in Kapitel 14 be-
zeichne Ko die Klasse der Funktionen k, die beschrinkt sind mit [ k(t) dt =
1und [#/k(t)dt = 0 fiir j = 1,2. Wir erhalten folgende L;-Version von Satz
28.
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Satz 31 Ist F € Loy, k € Ko und b= O(n~'4), so gilt
I —Flly = op(n~"/%).

Hat F eine endliches Moment der Ordnung grofier als 2, so konvergiert
nl/z(F — F) in Verteilung in Ly gegen einen zentrierten Gaufischen Prozef§
mit Kovarianzfunktion

(z,y) = F(z ANy) — F(x)F(y).

Beweis. Nach Satz 30 ist n'/?(F — F) straff in L;. Fiir ¢ > 0 existiert also
ein kompaktes H C L; mit P(n'/?(F — F) € H) > 1 —¢ fir n € N. Es
gilt F = F  ky. Aus Lemma 9, angewandt fiir h = n!/2(F — F), folgt also
|F — F % ky — F+ F|j; = 0,(n~"/?). Den Bias-Term behandeln wir dhnlich
wie im Beweis von Satz 28. Durch Taylor-Entwicklung:

F(z —bu) — F(x) = —buf(x) + %bquf’(x)
1
+b2u2/ (1= )(F (& — thu) — F'(x)) dt.
0

Mit [ uk(u)du = 0 gilt daher

1
Fxky(x) — F(z) = 62/0 (1 —t)(f'(x — thu) — f'(z))uk(u) du dt.

Aus Lemma 7 folgt dann ||F % ky — F|j1 = o(n~Y/?). Die Konvergenz in
Verteilung folgt jetzt aus Satz 30.

20 Faltungsschatzer

Seien X7i,...,X, unabhangige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Dichte f und Verteilungsfunktion F'. Wir wollen die Dichte g = f % f von
X1 + X5 schiatzen. Die Faltung f * f ist ein “glattes” Funktional von f,
das dem linearen Funktional [ g(z)f(z)dx aus Kapitel 19 dhnelt. Einen
Schéatzer fir f * f kann man zum Beispiel verwenden, um zu testen, ob f
normal ist. Denn dann miiite fx f ebenfalls normal sein (mit dem doppelten
Erwartungswert und der doppelten Varianz). Der entsprechend umstandar-
disierte Schéatzer flir f x f mifite also nahe dem fiir f sein.
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Ist f(z) = LS L kp(z — X;) ein Kernschitzer fiir f(z), so erhilt man
einen Schétzer fiir f x f durch

Ax):%zzkb*kb(x_Xi_Xj)y

i=1 j=1

eine lokale von-Mises-Statistik. Wir haben

fef—txf=20«(F =N+ =N -1
Gilt ||f — f|l1 = Op(an), so gilt also

1f = F = £ fllb < 20 100f = Fll+ 1 = FI1T = Oplan).

Wir zeigen mit den Methoden von Kapitel 19, daB sogar die Rate n~1/2 gilt.
Es ist technisch bequemer, in f f die Summanden ¢ = j wegzulassen und
die lokale U-Statistik als Schatzer zu nehmen:

2
_ ko * k(2 — X — X)),
n(n —1) 1§;§n J

Wir kénnen auch ky *x k; durch einen allgemeinen Kern k; ersetzen:

Diesen Schéatzer konnte man auch als “gewéhnlichen” Kernschéatzer ansehen,
der auf n(n — 1)/2 Beobachtungen X; + X, 1 <1i < j < n, beruht.
Fiir ¢ # j haben wir

E(kb(l‘ - Xl — XJ)|XZ) = /kb(.T - Xl — y)f(y) dy = f * kb($ - Xz)

und

Eky(z — X; — Xj) = // ky(z —y —2)f(y) dy f(2) dz

/ksz— /f — 2)f(2)dz dy

=k—bx(fx[f)=gxk.
Fiir g gilt also die Hoeffding-Zerlequng
9(z) = g * ky(z)
2
o & (ol = X X0) = freho = X0 = for e = X)) & o)

+%Z(f*k:b(x—Xi) — g ky(@));

=1
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anders geschrieben
g=gxky,+2H*xk, +U

mit
Hx) = - S (fe ~ X))~ Bf(r = X)) = -3 (e~ X) — g(2),
=1 i=1
Ua) = s L (ole =X X) = f k=X

— [ ky(x — X;) + g * ky(x)).

Lemma 10 Fir ein o > 1 seien [ |z|*f(z)dz und [(1 + |z|)*f*(z)dz
endlich. Dann konvergiert n*/2H in Verteilung in L1 gegen einen zentrierten
Gaujschen Prozef mit Kovarianzfunktion

(2,y) — / @ — 2y — 2)f(2) dz — g(@)g(y).

Beweis. Wie im Beweis von Satz 30 haben wir mit Z(z) = f(x —X) —g(z):

(/(E22(x))1/2 d:x)2 <c, /(1+ 2)* EZ2(z) da,
B2} < Ca [(1+ fol) EZ*(x) do

und
P(|Z], > t) <tE1(|Z]: > ) Z]13)-

Es bleibt zu zeigen, da8 [(1 + |z|)*EZ?(x) dz endlich ist. Zunichst gilt
EZ(x) < Ef*(x = X) = f*+ f(x).

Mit den Voraussetzungen an f und mit (1+ |z)* < (1+ |z — y|)*(1 + |y|)*
ergibt sich

/ (14 )2 » f() de < / (1+ |2])° () da / (1 -+ 2])? f(z) dx < oo,

Lemma 11 Sei k eine beschrankte Dichte mit Mittelwert 0 und endlichem
zweiten Moment. Fir ein o > 1 sei [ |z|*f(x) dz endlich. Dann gilt

U]l = Op(n~"07"2).
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Beweis. Ohne Einschrinkung sei o < 2. Die Voraussetzungen an k im-
plizieren, daf [(1 + |2|)®k?(z) dx endlich ist. Es gilt
2

EU?(z) < wn=1)

Eki(z — X1 — Xo) < k2 % g(x).

2
n(n —1)
Also

2

2< @ 2 <
E|UJ? < Ca/(l +[el)" U w) do < Co s

/(1 + |z|)kE * g(z) d.

Mit den Voraussetzungen an k ergibt sich
[+ lal) i« g(a) o
=37 ///“ ek () 1 — ) () dedydo
=5 ///(1 +lz+y+b2)*f(2) f(y)k*(2) da dy dz
< bl</(1 ) () ) /(1 2K (@) da = O Y).

Also gilt E||U||? = O(n=2b~!). Daraus folgt die Behauptung.

Satz 32 Sei f wie in Lemma 10 und k wie in Lemma 11. Sei g L1-Lipschitz
der Ordnung v > 1/2. Gelte nb — oo und nb*Y — 0. Dann gilt

1§ — g — 2H])y = 0,(n"/?),

und n'/? (g—g) konvergiert in Verteilung in L1 gegen einen zentrierten Gaufs-
schen Prozef$ mit Kovarianzfunktion

(9) =4 [ flo = 2f(y - 2)f(:) d= ~ dg(x)gly).
Beweis. Wir schreiben
G—9g=2H+gxky—g+2(Hx*k, — H)+ U.
Mit der Voraussetzung an g gilt
g = kp — gll1 < // lg(z — bu) — g(z)|dz k(u) du < LbY = o,(n~Y?).
Nach Lemma 11 gilt [|U[; = Op(n~'v7/2). Aus Lemma 9, angewandt fiir
h = n'/?H, folgt |H * ky — H|; = op(n~/2). Also gilt die behauptete

stochastische Entwicklung. Die behauptete Konvergenz in Verteilung folgt
jetzt aus Lemma 10.
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21 Rangtests

Im folgenden beschreiben wir einige Tests in nichtparametrischen Modellen.
Resultate dazu beweisen wir nicht. Insbesondere testen wir die Lage einer
unbekannten Verteilung, die Lagedifferenz der unbekannten Verteilung zwei-
er unabhéngiger Stichproben und die Abhéangigkeit der Komponenten einer
zweidimensionalen Zufallsvariablen. Eine Moglichkeit ware, als Teststatistik
den Schétzer eines geeigneten Funktionals zu wahlen. Die Verteilung des
Schatzers hangt aber im allgemeinen von der Verteilung der Beobachtungen
ab; wir konnen also die kritische Grenze des Tests zu einem gegebenen
Niveau nur asymptotisch bestimmen. Fir Tests, die exakt das Niveau ein-
halten, brauchen wir Teststatistiken, deren Verteilung nicht von der Vertei-
lung der Beobachtungen abhéngt, d.h. verteilungsfreie Teststatistiken. In
diesem Kapitel stellen wir verteilungsfreie Tests vor, die auf den “Réngen”
der Beobachtungen basieren.

Testen des Medians

Definition. Ein Median m einer Zufallsvariablen X erfiillt P(X > m) > 1/2
und P(X <m) >1/2.

Sei F' eine unbekannte stetige Verteilungsfunktion mit (unbekanntem,
aber) eindeutigem Median m. Seien X1, ..., X, unabhéngig mit Verteilungs-
funktion F'. Wir wollen die Hypothese m = my testen.

Ein naheliegender Test beruht auf einem Schéatzer fiir den Median. Sei
k =mn/2 + o(n'/?). Dann gilt nach Satz 21 unter der Nullhypothese:

nl/Q(Xk:n —mq) = N(0,1/(4*(my))).

Ein kritischer Bereich fiir m = mg gegen m > mg zum asymptotischen
Niveau « ist also

Ca - {nl/z(Xk:n - mO) > gl—a/(QfA(mO))};

dabei ist f(mg) zum Beispiel ein Kernschétzer fiir f(mg) und & _q das 1 —
a-Quantil von N(0,1). Da wir f(mg) nicht kennen, kénnen wir keinen
(nichttrivialen) auf Xj.,, beruhenden Test angeben, der exakt das Niveau «
einhalt.
Setze
+ B 1 X>myg
R (X)_{ 0, X <mg
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und

TH=> RY(X)=#{i=1,...,n: X; > mg}.
=1

Unter der Nullhypothese sind R (X1), ..., RT(X,,) unabhingig verteilt nach
By 1/2- Also ist T verteilt nach B,,,1/2- Insbesondere hingt die Verteilung
von T nicht von der unbekannten Verteilung der Beobachtungen ab.

Der Vorzeichentest fiir m = mg gegen m > my ist

1, Tt >c¢
=% a, Tt=c
0, Tt <e,

wobei sich a und ¢ aus By, 1/2(c,00) + aB,, 1/2{c} = a ergeben. Unter einer
Verteilung P mit Median m > myg gilt

P(RY(X)=1)=P(X >mg) =p > 1/2,

also ist die Giite des Tests gleich By, ,(c,00) + aBy, p{c}, hingt also iiber p
von P ab.

Testen des Medians bei Symmetrie
Definition. Der Rang von X; in den Zufallsvariablen X1,..., X, ist
Rj :R(XJ) :#{Z: 177an SXJ}

Setze R = (Ry,...,Ry,). Sind X1,..., X, unabhéngig mit stetiger Ver-

teilungsfunktion F', so sind Xi,..., X, f.s. verschieden. Insbesondere gilt
Xim < -+ < Xpp und X; = Xp,.p, f.5. Der Rangvektor R ist gleichverteilt
iiber den Permutationen von {1,...,n}. Sei nun zusétzlich bekannt, daf§ die

zu F' gehorende Verteilung symmetrisch um den Median m ist.

Nehmen wir zunéchst an, dafl die Verteilung ein endliches zweites Mo-
ment hat. Wegen der Symmetrie gilt m = EX. Wir kénnen also m durch
das Stichprobenmittel X = % > i, X schitzen. Nach dem zentralen Grenz-
wertsatz gilt unter der Nullhypothese

n'2(X —mg) = N(0,0?)

mit 02 = E(X — EX)?2. Ein kritischer Bereich fiir m = mq gegen m > my
zum asymptotischen Niveau « ist also

C,= {nl/Q(X —mg) > &1-a0};
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dabei ist zum Beispiel 62 = 1 3" | (X; — X)? die Stichprobenvarianz.
Um einen Test zum exakten Niveau « zu erhalten, miissen wir anders
vorgehen. Setze

Di = Xl — my.
Da F stetig ist, gilt P(D; = 0) = 0 und P(|D;| = |D;|) = 0 fiir i # j. Wir
diirfen also annehmen, dafl |D1|,...,|Dy| verschieden und ungleich 0 sind.
Sei R der Rang von |D;| in |Dyl,...,|Dy|. Die Vorzeichen-Rangstatistik
ist
Tt =Y Rl
D;>0

Der Vorzeichen-Rangtest von Wilcoxon beruht auf dieser Teststatistik.
Zweistichproben-Lagetests

Sei F' eine unbekannte stetige Verteilungsfunktion. Seien Xj,..., X, und
Y1,...,Y, unabhingig mit Verteilungsfunktionen F' und F'(-—v). Wir wollen
die Hypothese ¥ = 0 testen.

Es sind X1,..., X5, Y1,..., Y, fs. verschieden. Sei R(X;) der Rang von
Xjin Xq,..., X, Y1,...,Y,. Die Rangsumme von Xy,..., X, ist

Sx =Y R(X)).
=1

Der Rangsummentest von Wilcoxon beruht auf dieser Teststatistik. Statt
der Rangsumme kann man auch die Mann—-Whitney-Statistik verwenden,

LEDIPMREESOEDNCLIRDIEEL )
i=1 j=1 i=1 j=1
LIRS}

Eine Verallgemeinerung sind die linearen Rangstatistiken

L=7 a(R(X:)

=1

mit Scores a(l) < --- < a(m+n).
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Mehrstichproben-Lagetests

Sei I' eine unbekannte stetige Verteilungsfunktion. Seien X;;, j =1,...,n,,
¢ = 1,...,p, unabhangig und haben Xj;,...,X;,, die Verteilungsfunktion
F(- — ;). Wir wollen die Hypothese ¥ = ...9, = 0 testen. Nach Voraus-

setzung sind die Beobachtungen f.s. verschieden. Sei R(X;;) der Rang von
Xijin Xp1,0 0, Xangy oo Xp1y -+ Xpn, - Wie beim Wilcoxon-Test setze

Si=>» R(Xy), i=1,...,p

Es gilt mit N =ng +--- 4+ ny:

Unter der Hypothese gilt also
E(S1/m1) =+ = E(Sp/np) = (N +1)/2.

Unter der Alternative gilt nicht iiberall Gleichheit. Die Teststatistik von
Kruskal-Wallis ist

12 & /S N+1y2
=3 (2 =)
N(N +1) z; "\n T 2
Unter der Hypothese ist T" asymptotisch verteilt nach X;27—1'

Varianzanalyse

Sei I’ eine unbekannte stetige Verteilungsfunktion. Seien X;ji, k=1,...,n,
i=1,...,p, j =1,...,q, unabhangig, und haben Xj;1,..., X;;, die Vertei-
lungsfunktion F'(-—v;;). Wir wollen die Hypothese testen, dafl alle 9;; gleich
0 sind. Nach Voraussetzung sind die Beobachtungen f.s. verschieden. Fiir
die Spalten j =1,..., ¢ sei R(X,j;) der Rang von Xj;;;, in der j-ten Spalte

X1j17 . 7X1jn7 . 7ij17 Ce 7ijn-

Es gilt

1 < 1 pn(pn+1) pn+1
*Z@ X)) = g =
pgn = pqn
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Fir Zeile 7 setze
1
~qn Z R(Xij)-

Unter der Hypo‘ghese sind die R;. ungefahr gleich, d.h. die R; sind alle
ungefahr gleich R_. Unter der Hypothese gilt wie beim Mehrstichproben-
Lagetest

3

ER; = (pn+1)/2.
Die Teststatistik von Friedman ist
2
2)°.
pn+1 lel —(n+1)/2)

Unter der Hypothese ist 1" asymptotisch verteilt nach X12)71-
Unabhangigkeitstests

Seien (X;,Y;), i =1,...,n, unabhéngig und identisch verteilt mit endlicher
Varianz. Der Korrelationskoeffizient von (X,Y) ist

~ Cov(X,Y)

~ (Var X VarY)1/2’

Wir wollen die Hypothese o = g testen. Ein Schéatzer fiir o ist der em-
pirische Korrelationskoeffizient

Y- X)-Y)
(XX, - X2 - 7))

Ein kritischer Bereich fiir o = g9 gegen ¢ > 0p zum asymptotischen Niveau
« ist also

0=

Ca = {nl/Q(@ - QO) > 51—046};

dabei ist ¢ ein Schitzer fiir die asymptotische Varianz von 9.

FEine verteilungsfreie Teststatistik erhalt man, indem man die Korrelation
der Rdnge betrachtet. Sei R(X;) der Rang von X; in X1, ..., X, und R(Y})
der Rang von Y; in Y1,...,Y,. Es gilt

1 — n+1
n;R( ZR =
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Der Rangkorrelationskoeffizient von Spearman ist

. 2(R(XG) = (n+1)/2)(R(Y)) — (n +1)/2)

(S(RX)) — (n+1)/22 S(R(Y;) — (n+1)/2)2) />

Eine Verallgemeinerung des Rangkorrelationskoeffizienten sind Statisti-
ken der Form

L= a(ROX;)B(R(Y)))
j=1

mit Scores a(1) <--- < a(n) und b(1) < --- < b(n).
Ein Spezialfall ist der Quadrantentest, bei dem die Scores wie folgt ge-

withlt werden: ( )/2)
. , 0, j<(n+1)/2
a(j) =b(j) = { 1 ; > (n+1)/2).

Die zugehorige Statistik L ist die Anzahl der Punkte (Xj;,Y}), die rechts
oben von med(Xy, ..., X,), med(Y1,...,Y,) liegen.

FEin weiterer Unabhangigkeitstest beruht auf dem Rangkorrelationskoef-
fizienten von Kendall,

S sign (R(X;) — R(X;))sign (R(Y:) — R(Y))).

nn—1) | i Zen

22 Schatzer in nichtparametrischen Modellen
mit strukturellen Annahmen

Weil man etwas tiber die Struktur der den Beobachtungen zugrundeliegen-
den Verteilung, so lassen sich haufig bessere als die empirischen Schétzer
finden. Wir diskutieren insbesondere die Symmetrie der Verteilung um ein
bekanntes oder unbekanntes Zentrum, die Unabhangigkeit der Komponen-
ten mehrdimensionaler Beobachtungen und die Monotonie der Dichte.

Symmetrie

Seien Xi,..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit einer um 0 symmetri-
schen Verteilung P, also PA = P(—A), A € B. Sei h(X) quadratin-
tegrierbar. Der iibliche Schétzer fiir Eh(X) ist der empirische Schétzer
H = 1%" h(X;). Da P symmetrisch um 0 ist, gilt Eh(X) = Eh(—X).
Alsoist H- = 13" | h(—X;) ebenfalls ein Schiitzer fiir Eh(X). Beide sind
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asymptotisch normal mit Varianz Var h(X). Sie lassen sich konvex kom-
binieren. Der Schétzer Hy = (H + H_)/2 ist asymptotisch normal mit
Varianz

%Var h(X) + %E(h(X) — Eh(X))(h(—X) — Eh(X)).
Nach der Schwarzschen Ungleichung gilt
|[E(h(X) — Eh(X))(h(—X) — Eh(X))| < Var h(X).

Also ist Hg nie schlechter als H oder H_. Ist H schon symmetrisch, so
gilt H_ = H, also H; = H, und es gibt keine Verbesserung. Falls h sehr
unsymmetrisch ist, wird Hg jedoch viel besser sein als H oder H_. Im
Extremfall einer antisymmetrischen Funktion, h(—z) = —h(zx), gilt H_ =
—H, also H; = 0. Allerdings weil man dann, daf8 Fh(X) = 0 ist und
braucht keinen Schétzer.

Symmetrie mit unbekanntem Zentrum

Seien X7, ..., X, unabhéangige Zufallsvariablen mit einer um ein unbekann-
tes Zentrum ¢ symmetrischen Verteilung P, also P(¥ + A) = P(9 — A),
A € B. Dann ist X = 9 + X — 9 verteilt wie ¥ — (X —9) = 29 — X,
also Eh(X) = Eh(29 — X). Hat man einen Schétzer 9 fiir 9, zum Beispiel
den Stichprobenmedian oder das Stichprobenmittel, so erhalt man neben H
einen neuen Schéitzer fiir Fh(X),

1 & R
H_:—E h(29 — X;).
”1:1( )

Wir kénnen jetzt nicht mehr sicher sein, dafl eine Konvexkombination a H +
(1 —a)H_ besser als H ist, denn das Schétzen von ¥ kann die Varianz von
H_ erhohen. Heuristisch gilt

1 — . 1 —
H_:—E 20 — X;) + 209 — f§ "29 — X; -1/2
”¢:1h<0 )+ 2(0 ﬁ)ni:lh(ﬁ )+ op(n )

1 & R
- Zh(%‘ — X))+ 200 —9)EN (29 — X) + op(nfl/Q),
n
i=1
Fiir ¥ = X also

n

H-=— > (h(29 — X;) +2(X; — 9)ER (20 — X)) + 0p(n?).
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Die asymptotische Varianz ist

Var h(X) +4E(X —9)*(ER' (29 — X))? +4E(X —9)h(20 — X)ER' (29 — X).

Unabhangigkeit

Seien (X;,Y;), i = 1,...,n unabhéngige Zufallsvektoren. Ein Schétzer fiir
den Erwartungswert Fh(X,Y") ist der empirische Schétzer

1 n
==Y h(X:,Y)) :/th,
n
=1

wobei E(s,t) = L 3" | 1(X; < s,Y; < t) die empirische Verteilungsfunktion
der Beobachtungen ist. Es gilt

n'2(H — Eh(X,Y)) = n~1/? Zn:(h(Xi, Y;) — Eh(X,Y)).
=1

Also ist H asymptotisch normal mit Varianz Var h(X,Y).

Seien X und Y unabhéngig mit Verteilungsfunktionen F' und G. Dann
ist Eh(X,Y) = [[ h(z,y)dF(z)dG(y), und wir kénnen Eh(X,Y’) mit der
(verallgemeinerten) von-Mises-Statistik

Hy = // (z,y) dF(x) dG(y 222/1)(1,1/

i=1 j=1

schiitzen, wobei F(s) = 13" 1(X; < s) und G(t) = %Z?:l 1(Y; <t
die empirischen Verteilungsfunktionen zu Xi,..., X, und Yy,...,Y,, sind.
(Bei den “verallgemeinerten” von-Mises- oder U-Statistiken hat man zwei
(oder mehrere) Stichproben.) Um die asymptotische Verteilung zu finden,
approximieren wir Hj; durch eine lineare Statistik. Dazu verwenden wir die
Hoeffding-Zerlequng

n

Hyg = BR(X,Y) = -3 (R (X) + Fua(¥0) + U
i=1

mit

U= [ ol ) dB @) a6(5) = 5 3 Y ha(X. X))

i=1 j=1
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Dabei bedeutet immer k = k — Fk(X,Y) und

h11(X) = E(h(X,Y)|X),
h12(Y) = E(h(X,Y)|Y),
ha(X,Y) = h(X,Y) — h11(X) — hia(Y).

Es gilt
1 _
EU? < ﬁEhQ(X, Y)=0(n"?).

Die von—Mises—_Statistik Hy heifit ausgeartet (unter der gegebenen Vertei-
lung), wenn Eh?(X) = Eh%,(Y) = 0. Ist Hy; nicht ausgeartet, so erhalten
wir die stochastische Entwicklung

n'2(Hy — Eh(X,Y)) = n~1/? i(ﬁn(xi) + h12(Y2)) + 0p(1).
i=1
Die Zufallsvariablen h11(X) und hi2(Y) sind orthogonal,
Eh11(X)h12(Y) = 0.
Also ist Hjs asymptotisch normal mit Varianz
Var hy1(X) + Var hi2(Y) = Eh} (X)) + Ehy(Y).
Die Hoeffding-Zerlegung ist ebenfalls orthogonal,

Ehy(X,Y)(h11(X) 4 h1a(Y'))
= E(h(X,Y) = h11(X) — h12(Y)) (h11(X) 4 h12(Y)) = 0.

Insbesondere 148t sich die Varianz von H wie folgt zerlegen:
ER*(X,Y) = ER3(X,Y) + Eh3,(X) 4+ Eh3,(Y).

Also hat H)s eine um Eh3(X,Y) kleinere Varianz als H.
Es gilt allgemeiner fiir Funktionen a und b mit Ea(X) = Eb(Y) = 0:

E(A(X,Y) — bt (X) — hia(¥))(a(X) + b(Y)) = 0.

Also ist h11(X)+h12(Y) die Projektion von h(X,Y) auf den Raum der Funk-
tionen a(X)+b(Y). Eine von-Mises-Statistik ist also genau dann ausgeartet,
wenn h(X,Y) orthogonal zu diesem Raum ist. Fiir von-Mises-Statistiken
hoherer Ordnung, also fiir Funktionen h mit mehr als zwei Argumenten,
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ergibt sich die Hoeffding-Zerlegung analog durch sukzessive Projektion auf
Summen von Funktionen mit immer weniger Argumenten.

Monotone Dichte

Seien X1, ..., X, unabhéngige und positive Zufallsvariablen mit einer nicht-
wachsenden Dichte f. Die Dichte 148t sich mit einem Kernschiitzer f(z) =
LS k(2 — X;) mit ky(2) = k(x/b)/b, Kern k und Bandweite b schiitzen.
Dieser Schétzer ist aber i.a. selbst keine nichtwachsende Funktion und macht
auch keinen Gebrauch von der Annahme an die Dichte. Obwohl das Mod-
ell unendlichdimensional ist, koénnen wir hier den Maximum-Likelihood-
Schétzer fiir f bestimmen, d.h. wir kénnen die Likelihood-Funktion

f= 1)
=1

maximieren. Man kann sich iiberlegen, dafl die Losung eine linksstetige
Treppenfunktion ist, die allenfalls in den Beobachtungen springt. Aufler-
dem muf die Losung auf (—o00,0) und (Xp.,,00) verschwinden. Sie ist
insbesondere schon durch die Werte f; = f (Xi:n) bestimmt. Das Maxi-
mierungsproblem reduziert sich also auf das endlichdimensionale Problem

der Maximierung von
n

(flavfn)g)Hfl

=1

unter den Nebenbedingungen
n
fi>--->f, und Z(Xi:n — X)) fi = 1
i=1

dabei ist Xg., = 0 gewahlt.

Man kann zeigen, dafl sich die Losung graphisch bestimmen 143t, indem
man zunéchst die kleinste konkave Majorante F der empirischen Verteilungs-
funktion F bestimmt. Der gesuchte Maximum-Likelihood-Schatzer fiir die
Dichte f ist die linksseitige Ableitung von F.
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