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Die charakteristische Funktion px eines Zufallsvektors X ist definiert
durch ¢x(t) = Eexp(it' X).

Es gilt folgende mehrdimensionale Version des Stetigkeitssatzes fiir cha-
rakteristische Funktionen.

a) Gilt X,, = X, dann gilt ¢x, — px punktweise.

b) Hat ¢, einen punktweisen Limes ¢, und ist ¢ stetig in 0, so gibt es
einen Zufallsvektor X mit X,, = X und ¢ = px.

Sei p ein k-dimensionaler Vektor und 3 eine positiv definite k£ x & Ma-
trix. Die k-dimensionale Normalverteilung N, s, mit Mittelwertvektor p und
Kovarianzmatrix ¥ hat die Dichte

pus(@) = (2m) (et ) exp (= (0= )5 - ).

Es gilt folgende mehrdimensionale Version des zentralen Grenzwertsatzes.
Sind X, X;, Xy, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvektoren mit
Mittelwertvektor © = EX und Kovarianzmatrix ¥ = E(X — p)(X — p) T,
dann gilt

n

’I’L_l/2 Z(XZ — [1,) = NM,E

i=1

1. (Cramér und Wold.) Seien X, X, Xs,... k-dimensionale Zufallsvek-
toren. Es gilt X,, = X genau dann, wenn a' X,, = a' X fiir alle a € R¥,



2. Seien X, X, X,,... iid., und fir j = 1,...,k seien h; reellwertige
Funktionen mit Eh;(X) = 0 und Eh}(X) < oco. Seien T,; asymptotisch
lineare Schatzer fir t; mit Einfluffunktion h;(X):

n1/2(T . _ n71/2 Zh _'_ Op )

Zeigen Sie mit Ty, = (Tr1, ..., Tor) ' t = (t1, ..., ti) ", h=(hy, ..., hy) "
a) Die Schétzer T,, sind asymptotlsch linear fur t mit EinfluSfunktion h:

n1/2(T o _ n—l/? Zh + Op

b) Hat ¥ = Eh(X)h(X)" eine von 0 verschiedene Determinante, so gilt
n1/2(Tn — t) = NO,E-

3. In der Situation der vorigen Aufgabe sei f : R¥ — R™ mit stetigen
partiellen Ableitungen in ¢.
a) Zeigen Sie, daB f(7},) asymptotisch linear ist.
b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der n'/?( f(T,,)— f(t)) asymptotisch
normal (mit nicht ausgearteter Kovarianzmatrix) ist.

4. Seien X, Xi, X,,... ii.d. Seien S,, T, reellwertige Schatzer fir ¢
mit Einfluifunktionen ¢g(X), h(X), so daB Fg(X) = Eh(X) = 0 und o2 =
FEg¢*(X) = Eh*(X) < co gilt. Dann ist das arithmetische Mittel (.S, + T5,)/2
asymptotisch nicht schlechter als S,, oder T;,. Wie gut kann es werden?

5. Wie ist logdN™_, , | /dNg, verteilt?



