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1 Einleitung

Die Kapitel 2-7 haben mit Zeitreihen noch nichts zu tun. Kapitel 2 und 3
geben Resultate zur Kontiguitiat und (lokalen) asymptotischen Normalitét
(LAN) fiir allgemeine Folgen von Modellen, die einen eindimensionalen Pa-
rameter haben. Insbesondere werden der Faltungssatz von H&jek und Le
Cam und eine Charakterisierung asymptotisch effizienter Schitzer bewiesen.
In den Kapiteln 4 und 5 wird gezeigt, dafl fiir parametrische Modelle mit
unabhéngigen und identisch verteilten Beobachtungen die Eigenschaft LAN
aus der Hellinger-Differenzierbarkeit des Modells folgt; es ergibt sich sofort
eine Version des Faltungssatzes. Kapitel 6 verallgemeinert die Resultate
aus Kapitel 3 auf Modelle mit unendlichdimensionalem Parameterraum und
das Schétzen differenzierbarer Funktionale des Parameters. Kapitel 7 gibt
eine einfache Anwendung auf nichtparametrische Modelle mit unabhingigen
und identisch verteilten Beobachtungen. Kapitel 8-10 {ibertragen Kapi-
tel 4-7 auf Markov-Ketten. Die Kapitel 11-15 behandeln die klassischen
wahrscheinlichkeitstheoretischen Resultate zu stationaren Zeitreihen. Die
Kapitel 16-19 behandeln die klassischen statistischen Resultate zu stationa-
ren Zeitreihen: Vorhersage, Schétzen von Mittelwert und Autokovarianz-
Funktion, Schétzen der Parameter von AR(p)-Prozessen, und schlielich
das Periodogramm und geglattete Periodogramme als Schéatzer der Spek-
traldichte. Die Beweise der Sétze finden sich z.B. in Brockwell und Davis
(1991). In Kapitel 20 fithren wir effiziente Schétzer fiir verschiedene Funk-
tionale von AR(1)-Prozessen ein. Die Beweise zur Ergodizitit finden sich
z.B. in Meyn und Tweedie (1993). Die Beweise zur Hellinger-Differenzier-
barkeit und zum effizienten Schatzen des Autoregressions-Parameters finden
sich in Koul und Schick (1997).



2 Kontiguitat

Wir wissen schon, dafl wir glatte Funktionale einer unbekannten Verteilung
mit der Rate n~/2 schitzen konnen, wenn wir n unabhéingige und iden-
tisch verteilte Beobachtungen haben. Das gilt fiir parametrische Modelle
(Maximum-Likelihood-Schétzer) und nichtparametrische Modelle (M-Schét-
zer, empirische Schétzer). Fiir parametrische Modelle bedeutet das ins-
besondere, dafl wir zwei Parameter mit Sicherheit asymptotisch unterschei-
den kénnen, wenn ihr Abstand langsamer als n~'/2 schrumpft. Interessant
sind also die Abstéande der Ordnung n~'/2. Wir zeigen im folgenden, dafl
n~1/2 tatséchlich die beste Konvergenzrate fiir Schiitzer glatter Funktionale
~1/2 gchrumpfende Umgebung eines
Parameters zu betrachten. Das sieht man auch heuristisch, wenn man den
Likelihoodquotienten ansieht. Ist fy die Dichte eines Wahrscheinlichkeits-
mafles Py, ist © eine offene Teilmenge von R, und sind n unabhingige
Beobachtungen Xj,..., X, aus einem der Py gegeben, so ist der Log-Likeli-
hoodquotient

ist. Dazu brauchen wir nur eine wie n

dP7? /2 n
log %(Xl, o Xp) = Z(gwm_l/%(xi) — 09(X))
v i=1

2 n“
i=1 i=1
1/2 — 1 2
~in Zfﬁ(Xl) — §t Lg
i=1

mit g = log fy; g, {y den Ableitungen nach ¥; und Iy = EE% der Fisher-
Information. Also hat logdP}'/dPj genau dann eine nicht ausgeartete Ver-
teilung, wenn 7 — ¢ von der Ordnung n~'/2 ist. Dann sind P! und Pj “be-
nachbart”. Fiir 7 = 94+n"2¢ ist die Grenzverteilung eine Normalverteilung
mit Mittelwert —%tQI’@ und Varianz t?Iy. Wir sagen dann, wir haben “lokale
asymptotische Normalitét” (LAN). Daraus werden wir im folgenden schlie-
Ben, daB n~1/? die optimale Konvergenzrate fiir Schétzer glatter Funk-
tionale von 1 ist. Insbesondere werden wir zeigen, dafl es keinen “reguléren”
Schatzer fiir 9 gibt, der eine bessere asymptotische Varianz als Iy L hat. Das
ist die asymptotische Varianz des Maximum-Likelihood-Schétzers. Es ist
auch die nichtasymptotische Schranke, die wir fiir erwartungstreue Schatzer
aus der Cramér—-Rao-Ungleichung kennen.



Fir eine Normalverteilung N;; ; mit Lageparameter t1 gilt

(X —t)? X2 1,
1 Tixy= ST A xSy
8 (X) o7 Tor Tt

Asymptotisch ist der obige Log-Likelihoodquotient von dieser Form. Also
reduziert sich das urspriingliche Schatzproblem asymptotisch auf diesen Fall.

Gegeben seien Wahrscheinlichkeitsraume (2,,, F,, P,,) und reelle Zufalls-
variablen V,, darauf. Fiir eine Menge A C R sei A° das Innere und A~ der
Abschlufl von A.

Lemma 1 Sei f : R — R mefbar. Bezeichne Dy die Menge der Un-
stetigkeitsstellen von f. Gilt V,, = V und PV Dy = 0, so gilt f(V;,) = f(V).

Beweis. Sei F' abgeschlossen. Wegen V,, = V gilt
limsup PV (f~1F) < limsup PV (f~1F)~ < PV(f~1F)".

Es gilt (f~1F)~ C Dy U (f7'F), also PV (f~'F)~ = PY(f~'F) nach Vor-
aussetzung. Die Behauptung folgt jetzt aus dem Portmanteau-Lemma.

Lemma 2 Sei f : R — R meflbar und beschrdinkt mit PDy = 0. Gilt
Vo=V, sogilt [ fdP)» — [ fdPV.

Beweis. Sei |f| < ¢. Lemma 1 und schwache Konvergenz fiir g(z) = (—c) Vv
x A ¢ anwenden.

Lemma 3 Gilt V,, =V, so auch liminf P,|V,,| > P|V]|.

Beweis. Sei f(z) = |z|1(|z] < ¢). Gilt P(|]V] = ¢) =0, so gilt nach Lemma
2:
/ |V|dP = lim |Vo| dP, < liminf P,|V,,|.
[Vi<e " J|Val<e

Jetzt ¢ wachsen lassen. Die Menge der ¢, fiir die nicht P(|V| = ¢) = 0 gilt,
ist hochstens abzahlbar, das Komplement also dicht in R.

Definition. Die Folge V,, heifit gleichmafig integrierbar unter P,, wenn
sup Pa([Val1(IVa] > €)) = 0, ¢ = ox.
n
Dann ist die Folge P,|V,,| beschrankt, denn

P Vi| < c+ Pu(|Va|1(|Va| > ).



Lemma 4 Die Folge V,, ist gleichmdflig integrierbar genau dann, wenn
P,|Vy,| beschrdnkt ist und

PV, |Ap — 0, wenn P,A, — 0.

Beweis. Hinreichend. Es gilt

Pl ValAn = PalVa| An{|Va| > ¢} + Pp[ Vol Ap{|Va| < ¢}
< Po|Val{|Va| > ¢} + cPLA,.

Jetzt ¢ = ¢, langsam gegen Unendlich wachsen lassen.
Notwendig. Nach Voraussetzung existiert ein M > 0 mit P,|V,| < M.
Mit der Chebyshev-Ungleichung gilt also

Po(|Va| >¢) < MJe.
Jetzt die Voraussetzung auf A4,, = {|V,| > ¢, } mit ¢, — co anwenden.

Lemma 5 Gelte V,, = V. Dann ist V,, ist gleichmdf$ig integrierbar genau
dann, wenn P,|V,| beschrdnkt ist mit

P,|V,| = P|V| wund P|V|< cc.

Beweis. Hinreichend. Ist V,, gleichmaBig integrierbar, so ist die Folge P, |V;,|
beschrankt, also P|V| < oo nach Lemma 3. Sei f(z) = z1(]z| < ¢). Wenn
P(|V]| = ¢) =0, so folgt wegen V,, = V nach Lemma 2:

Pof(IVal) = PF(IV]).
Schreibe

PulVil = Paf(IVa]) = /

Tldp. PIVI=PA(VI) = / V|dP.
n>C

[V]>c

Wir erhalten

fmsup ||V~ PIV]] < sup [

|VndPn+/ V|dP.
[Va|>c

[V|>c

Also folgt P,|V,,| — P|V| aus der gleichméafiigen Integrierbarkeit.
Notwendig. Gilt P,|V,,| — P|V| < oo und P(|]V| = ¢) = 0, so gilt
P, f(|Va]) — Pf(]V]) nach Lemma 2, also folgt aus Obigem

/ ValdP,— [ |v]dP
[Vi|>c [V|>c
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Jetzt ¢ wachsen lassen.
Gegeben seien Wahrscheinlichkeitsmafle P,, @, auf (,,F,). Wir defi-
nieren mit p, = dP,/d(P, + Q) und ¢, = dQ, /d(P, + Q) den Dichtequo-

tienten
_ d@n _an
dp, DPn
Es gilt P, L, = Qn(Ly < 00) und P, (L, = c0) = 0.

Ly,

1(pn > 0) =+ OOl(pn =0,qn = 0)'

Definition. @, ist zu P,, benachbart (Q, < P,), wenn fir A,, € F, gilt:
P,A, — 0 impliziert Q,A4, — 0.

Lemma 6 Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
(1) Qn < Py
(2) Ly, ist straff unter P,, und wenn L, = L fir eine Teilfolge, dann
qgilt PL = 1.
(8) Ly, ist gleichmdflig integrierbar unter P,, und Qy(L, = oc) — 0.
(4) Ly, ist straff unter Q.

Beweis. (3) und (1) sind dquivalent: Zur Vorbereitung schreiben wir

QnA, = in(Ln < OO)An + in(Ln = OO)An
(2.1) = P,L,A,+ Qn1(L, =0)A,.

Hier haben wir 1(L,, < oo) weglassen konnen, weil P, (L, = co) = 0, also
P,(Ly, <o0)=1.

(3) impliziert (1): Seien A, € F, mit P,A, — 0. Es gilt P,L, A, — 0
nach Lemma 4 “=" fiur V,, = L,. Nach Voraussetzung gilt @, (L, = c0) —
0, also Q,1(L,, = ©)A,, — 0, also @, A, — 0 nach (2.1).

(1) impliziert (3): Seien A, € F, mit P, A, — 0. Nach Voraussetzung
gilt @A, — 0, also Q,1(L,, = o)A, — 0. Nach (2.1) gilt P,L,A, — 0.
AuBerdem gilt P, L,, = Qn(L, < c0) < 1. Nach Lemma 4 “<” fir V,, = L,
ist L, gleichméfig integrierbar unter P,. Auflerdem gilt P,(L, = o0) = 0,
also Qp (L, = 00) — 0.

(2) impliziert (3): Es geniigt zu zeigen: Jede Teilfolge hat eine Teilfolge
mit (3). Nach dem Satz von Prohorov besitzt jede Teilfolge eine konver-
gente Teilfolge mit L,, = L. Mit Lemma 3 gilt liminf, P,L,, > PL = 1.
Anderseits ist P,L, = Qn(L, < oo) < 1. Also gilt P,L, — PL und
Qn(Ly, < o0) — 1. Also ist L,, gleichméfig integrierbar unter P, nach
Lemma 5 “<” und Q,(L, = ) =1 — Qn(L, < o0) — 0.



(3) impliziert (2): Ist L, gleichméBig integrierbar unter P,, so auch
straff, denn fir ¢ > 0 gilt

1
P, (L, >c¢) < EPnLnl(Ln > c).

Gelte nun L,, = L fiir eine Teilfolge. Dann gilt P,L,, — PL nach Lemma 5
“=7. Auflerdem gilt

P,L, = Qn(Ly, <o0)=1-Qpn(Ly,=00) — 1,

also PL =1.
(8) impliziert (4): Wegen

Qu(Ln > €) = PaLul(Ly > ) + Qu(Ln = o0).
(4) impliziert (1): Wegen

= P,L,1(L, < c)A, + Qn(L, > ¢)
< cPy A, + Qu(Ly > ).

Lemma 7 (Drittes Lemma von Le Cam) Gilt Q, < P, und (L, V) =
(L, V) unter P,, dann auch (L, V,) = (L,V) unter Q,, und dQ = LdP.

Beweis. Sei f :[0,00] x R — R stetig und beschriankt. Schreibe

Der zweite Term geht gegen 0, weil f beschrénkt ist und @, (L, = c0) — 0
nach Lemma 6 “(1) = (3)”. Schreibe den ersten Term als

Po(Ln A €) f (L, Vi) + Pou(Ln = )T f(Ln, Vi)

Der linke Summand konvergiert gegen P(L Ac)f(L,V); fiir groBle ¢ geht das
gegen PLf(L,V). Der rechte Summand ist klein fiir groles ¢ nach Lemma
6 “(1) = (3)” mit P,(L, — )t < P,L,(Ly, > ).

Fiir den Beweis des ndchsten Lemmas erinnern wir daran, daf} die charak-
teristische Funktion einer mehrdimensionalen Normalverteilung N, x> die
Form ¢(t) = exp(ip't — 3t $t) hat.



Lemma 8 Gelte Q, < P,. Setze A, = log L. Seien V,, Zufallsvariablen
mit (Ap, Vi) = (A, V) unter P,, wo (A,V) einer zweidimensionalen Nor-
malverteilung folgt mit Mittelwertvektor und Kovarianzmatrix

() e (20),

Dann gilt (An, V) = N unter Qn, wo N eine zweidimensionale Normalver-
teilung mit derselben Kovarianzmatriz ist wie (A, V'), und mit Mittelwertvek-

tor
a
b+c )’
Beweis. Unter P, hat die charakteristische Funktion der Grenzverteilung

die Form ¢(s,t) = Pexp(isA + itV). Nach Lemma 7 hat die charakteri-
stische Funktion der Grenzverteilung unter @), die Form

PLexp(isA 4 itV) = Pexp((is + 1)A +itV) = p(s — i, t).
Es gilt
1 1
(s, t) = exp ( - §isa + it — 5(5261 +t2d + 2stc)>.

Also ist die charakteristische Funktion unter ),, von der Form

. 1. 1 .
o(s —1i,t) :exp<— gisa = §a+ztb

1
- §(sza — 2isa — a + t*d + 2stc — 2itc))

1 1
=exp | =tsa+it(b+c)— =(s7a+1t°d + 2stc) |.
(gisa-+ (b ) = (s + £+ 20t0))

3 LAN und Faltungssatz

Sei f stetig und f,, — f punktweise. Im “regularen” Fall, fir “gutartige”
fn, wird die Konvergenz sogar stetig sein:

fa(zy) — f(x), wenn z, — x.

Fiir die Verteilungen der Schéatzerfolgen werden wir nur eine abgeschwachte
Version der stetigen Konvergenz annehmen:

nt2(9 — (9 +n"%)) =V unter Py i tER
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Solche Schétzer werden wir reguldr nennen. Fiir sie werden wir eine (scharfe)
untere Schranke fiir die asymptotische Varianz angeben. Fiir Anwendungen
auf nichtparametrische Modelle ist es von Vorteil, alle folgenden Aussagen
zunéachst fiir lokale Modelle zu formulieren, also fur F,; statt P? und

) ,ﬂ+n—1/2t’
fiir V,, statt n'/2(9 — 0).
Setze Lnt = dPnt/dPn und Ant = lOg Lnt‘

Definition. Die Familie Py, t € R, heifit asymptotisch normal, wenn
1
Ape = tS,, — 5t?J +op, (1), teR,
S, = JY2N unter P,

wobei N eine standardnormalverteilte Zufallsvariable und J eine positive
Zahl ist.

Lemma 9 Ist P, t € R, asymptotisch normal, so sind P,s und Py fir
alle s und t benachbart.

Beweis. Weil < transitiv ist, geniigt es, ¢t = 0 zu betrachten. Es gilt
P,s < Ppo nach Lemma 6 “(4) = (1)”. Es gilt P9 < P,s nach Lemma 6 “(2)
= (1)”. wenn dort die Rollen von P,, und @Q,, vertauscht werden.

Definition. V,, heifit reguldar mit Limes V', wenn
Vo—t=V unter P;, teR.

Satz 1 (Faltungssatz von Hdjek und Le Cam) Ist Py asymptotisch normal
und V,, regular, so gilt

(J718n, Viy — J718,) = (J™Y2N,U)  unter P,
fir eine Zufallsvariable U, die unabhdngig von N ist.

Beweis. Da (S, V) straff unter P, ist, gilt (S,,V;) = (JY2N,V) unter
P, fur eine Teilfolge. Nach Lemma 9 sind P,; und P,; benachbart. Nach
Lemma 7 gilt fir jedes stetige und beschrankte f:

Pf(V) = Psexp(Ay — Ag) f(V).

Insbesondere gilt

1 1
Prexp(iu(V —t)) = Pyexp <mv —iut + V2N = o2 — s VPN + 5&]).

9



Da V,, regulér ist, hangt die linke Seite nicht von ¢ ab. Die rechte Seite ist
analytisch in ¢. Ersetze t durch s — iJ lu:

1
Pexp(iuV) = exp < - §u2<]_1>PS exp(iu(V — J7V2N)).

Also héngt die Verteilung von V — J~/2N unter P, nicht von s ab. Nach
dem Lemma von Basu ist also V — J~1/2N unabhéngig von N. Da S, und
V,, in Verteilung konvergieren, hingt die Grenzverteilung von V — J~1/2N
nicht von der Teilfolge ab.

Insbesondere ist V,, = J~1S,, +V,, — J~1S,, asymptotisch wie die Faltung
J~Y2N 4 U verteilt. Daher der Name “Faltungssatz”. Ist M unabhiingig
von N, so gilt

P(—a<N+M<a)<P(-a<N<a), a>0.

Also ist Vj, bestenfalls asymptotisch wie J~ /2N in symmetrischen Inter-
vallen um 0 konzentriert. V,, ist asymptotisch optimal genau dann, wenn U
nach g verteilt ist. Genau dann gilt V,, = J~1S,, +op, (1).

4 LAN fur unabhangige Beobachtungen

Seien X1, ..., X, unabhingige Beobachtungen mit Verteilung Py aus einer
Familie von dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafien Py, ¥ € ©, mit © C R
offen. Sei ¥ fest. Setze L.y = dP;/dPy.

Definition. P. heifit Hellinger-differenzierbar in 7 = 9 mit Ableitung by €
L3 o(Py), wenn

Wir bendtigen diese Eigenschaft nur fiir Folgen ¥,y = 9 + n~/2¢ statt
fiir alle 7. Das werden wir in Kapitel 7 brauchen.
Wegen PyL,yg = PrQ=1und z — 1 = 2(z¥/2 — 1) + (21/2 — 1)2 gilt

_¢§—1—%ﬁ—ﬁw42=df—w.

(4.) Py(LEE 1) =~ Py(LY 1)

Bezeichne Iy = PM% die Fisher-Information. Setze
dpPg
L — nt
nt dpg )

Amg = log ng.

10



Satz 2 Ist P, Hellinger-differenzierbar in T =¥ mit Ableitung £y, so gilt
n_ 1
Apg = tn7 12 "0y (X5) — 5#1,9 +op, (1),
i=1

n~Y23" 0y(X:) = I,/ N.
i=1

Wir sagen dann: P; ist lokal asymptotisch normal (LAN) in 9.

Beweis. Schreibe logz = 2log(1 + z'/2 — 1). Wir verwenden die Taylor-
Entwicklung log(1 + 2) = z — 22 + r(2). Fiir Z = dP;,,, 1/2,/dPy ergibt
sich mit (4.1):

log Z = 2log(1+ ZY/% —1) = 2(ZY2 — 1) — (Z'/2 = 1) + 2r(Z"/? — 1)
=2(ZY2 —1 - Py(Z"?* = 1)) — 2Py(Z"/? — 1)?
+2r(ZV? = 1) — (2% = 1)? - Py(Z/? — 1)?).

Mit Z; = Z(X;) also
Ane = ogZ; =2 (2} —1— Py(Z"/? — 1)) — 2nPy(ZY/? — 1)?
=1 =1
+23 r(Z]? 1) = (2}~ 1)? - Py(2M? — 1)?).
i=1

=1

Der erste Term ist

n_ n 1 .
tn V2N (X)) +23 (2 1 Py(Z? - 1) - 5m—l/%(xi)),
=1 =1

also gleich tn=1/23>" | 75(X;) bis auf op, (1). Der zweite Term konvergiert
in Wahrscheinlichkeit gegen —%PM% = —%t2119. Fiir den dritten Term haben
wir

nPy(|ZY2 — 1| > ) < E%Pﬁ(zm 121122~ 1] > )

t2

12 Pyl21(|4y] > 2t 'n'/%e) + o(1) — 0.

11



Das gilt auch fiir eine Folge €, — 0. Mit |r(z)| < 2|z[® fiir [z| < 5 und dem
Gesetz der groflen Zahl gilt

Z (2 =112} ~1] <en) <260 Y (27— 1)
i=1
75,1 Zzﬂ )+ op, (1) = op, (1).
Der vierte Term ist in S (F3(X;) — Pyf?) bis auf op,(1), also von der
Ordnung op, (1) nach dem Gesetz der grofien Zahl.

5 Effiziente Schatzer fiir parametrische Familien

Gegeben sei eine Familie von adquivalenten Wahrscheinlichkeitsmaflien Py,
¥ € O, mit © C R offen. Sei 9 fest. Seien Xy, ..., X,, nach Py verteilt.

Definition. Ein Schitzer 9 heifit reguldr in ¥ mit Limes V', wenn

20 — (9 +n"?)) =V unter Py p-124, tER,

Definition. Ein Schétzer J heifit asymptotisch linear in ¥ mit FinflufSfunk-
tion h, wenn h € Lo o(Py) und

20 — —n_l/QZh ) +op,(1).

Ein solcher Schitzer ist asymptotisch normal mit Varianz Pyh?.

Satz 3 Sei Pr Hellinger-differenzierbar in ¥ und ] asymptotisch linear in ¥
mit Finfluffunktion h. Dann ist ) requldr genau dann, wenn h— Iy Ly L by
unter Py.

Beweis. Es ist (tn~ /23" £9(X;),n /23" | h(X;)) asymptotisch nor-
mal mit Kovarianz tPylyh. Nach Satz 2 und Lemma 8 gilt

n'2(0 — (9 + n7V2t)) = (Pyh*)V2N + tPylyh —t unter Py, 1.
Es ist also regulir genau dann, wenn Pylyh = 1, das heifit

Py(h — Iy p)ly = Pylyh — 1 = 0.

12



Satz 4 Sei P, Hellinger-differenzierbar in 9 und 9 requldr mit Limes V.
Dann gilt V = I;1/2N + U in Verteilung fiir eine Zufallsvariable U, die
unabhdngig von N ist.

Ist U verteilt nach &, so ist 9 asymptotisch linear in 9 mit Finfluf$funk-
tion Iﬂ_l&g.

Beweis. Der erste Teil folgt aus Satz 1 mit V,, = J~1S,, +V,, — J~19,. Ist
U verteilt nach &y, so folgt aus Satz 1, da V,, — J~1S,, = . Das ist der
zweite Teil der Behauptung.

Bemerkung 1 Wenn man nur asymptotisch lineare Schétzer betrachtet,
braucht man den Faltungssatz nicht. Ist ] asymptotisch linear in ¢ mit
Einflufunktion h € L o(FPy) und reguldr, dann gilt A — I/ g 1 fy unter
Py nach Satz 3. Weil ) asymptotisch linear ist, ist 9 asymptotisch normal
mit Varianz ||h[|3. Es gilt mit Pythagoras:

IRl3 = W11y o + h = I3 g 13 = I + |k — Iy o3 > I

Insbesondere ist ¥ nicht nur in allen symmetrischen, sondern sogar in allen
0 enthaltenden Intervallen asymptotisch hochstens wie 179_1/ % N konzentriert.

6 LAN und Faltungssatz fiir Funktionale

Die Ergebnisse von Kapitel 3 lassen sich von parametrischen auf nicht-
parametrische und semiparametrische Modelle und auf das Schétzen dif-
ferenzierbarer Funktionale iibertragen. Um den Begriff der asymptotischen
Linearitat aus Kapitel 5 ebenfalls zu verallgemeinern, bendtigen wir eine
Einbettung des Modells in einen grofieren Raum.

Sei A ein Parameterraum. Fir n € N sei P,,, a € A, eine Familie von
WahrscheinlichkeitsmaBien auf (€, F,), das Modell. Sei k : A — R ein
Funktional. Wir wollen x(a) schétzen. Sei a € A fest. Setze P, = Ppgq.

Sei H ein Hilbertraum mit innerem Produkt (h,h’) und Norm |h| =
(h,h)Y2. Fiir h € H und n € N sei S,,(h) eine Zufallsvariable auf (Q,, ),
die linear in h ist mit

Sp(h) = ||h||N unter P,.

Sei K ein linearer Raum, der lokale Parameterraum. Fir k € K sei a,y
eine Folge in A. Setze Ly, = dPp,,,/dP, und Aj = log L.
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Definition. Das Modell heifit lokal asymptotisch normal in a, wenn eine
lineare Abbildung D : K — H existiert mit

1
Moy = Su(DE) = S| DEI + 0p, (1), k€ K.

Definition. Das Funktional s heifit differenzierbar in a mit Gradient g,
wenn g € H und

n'*(k(au) - K(a) = (Dk,g), k€ K.

Der kanonische Gradient go ist die Projektion eines beliebigen Gradienten
auf (DK)~.

Beispiel. In Kapitel 4 war A = © C R, P,, = P und () = 9. Setze
K =Rund 9, = 9+ n Y2t Setze H = L3 o(Py) mit dem natiirlichen
inneren Produkt (h,h’) = Pyhh'. Setze S,(h) = n~/23°"  h(X;) und
Dt = tly. Nach Satz 2 gilt

L 1 . 1 . .
Apg = tn= 12 " 0y(X5) — it% +op, (1) = S, (tly) — i(wﬂ,teﬁ) +op,(1).
=1

Fiir das Funktional k() = ¢ gilt
02 (k(Ong) — 6(0)) =t = (thy, I; ).

Also ist Iy 14y der kanonische Gradient von (1) = 9.
Definition. Ein Schétzer # heifit reguldr fiir x in @ mit Limes V, wenn
(6.1) n'2(i — k(apk)) =V unter P, kekK.
Definition. Ein Schétzer & heifit asymptotisch linear fir x in a mit Ein-
fluBfunktion f, wenn f € H und

n'?(& = k(a)) = Su(f) + op, (1)-

Satz 5 (Faltungssatz) Ist das Modell lokal asymptotisch normal, das Funk-
tional k differenzierbar mit kanonischem Gradienten go und der Schdtzer i
requldr in a, so gilt fir eine von N unabhdngige Zufallsvariable U :

(Su(g0), n'*(& = r(a)) = Su(g0)) = (g0l N, U)  unter P,.
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Beweis. Sei k € K und Dk nicht orthogonal zu go. Setze ant = ay, 4(pi,go)-1k
und P = Ppg,,,- Wir haben lokale asymptotische Normalitat, also

1
Apt = tS,, — 5tQJ +op, (1)

mit S,, = (Dk, go) 'S, (Dk) und J = (Dk, go)~2||Dk|*.
Aus der Differenzierbarkeit von s folgt

nY2(k(ant) — K(a)) — t.
Fiir V;, = n'/2(i — k(a)) folgt aus der Regularitit von A:
Vi —t =n'2(k — k(an)) + 0(1) =V unter Py.

Es gilt
J71S, = (Dk, go)|| Dk| 25, (Dk).

Aus Satz 1 folgt also

((DF. go)|| DE|| 725, (Dk). n*/?( = (a)) — (Dk. go)|| k|~ (D))
= ((Dk,g0)| Dk[|*N,Uy) unter P,

mit Uy unabhéngig von N. Jetzt Dk gegen gg konvergieren lassen. Dann
konvergiert (Dk, go) gegen ||go]|* und || DE|| gegen [|goll.

Der Beweis schreibt sich etwas einfacher, wenn gg € DK ist und Dk = gg
gewdhlt werden kann. — Aus Satz 5 folgt durch Faltung, daf}

n'2(k — k(a)) = ||lgo|N + U unter P,.

Also ist n/?(% — k(a)) genau dann asymptotisch maximal in symmetrischen
Intervallen um 0 konzentriert, wenn U = 0. Das rechtfertigt folgende Defi-
nition.

Definition. Ein Schéatzer & heifit effizient fiir x in a, wenn
n'/2(k = w(a)) = || go||N.
Bemerkung 2 Aus Satz 5 folgt, daf} ein reguldrer und effizienter Schéatzer

asymptotisch linear ist und den kanonischen Gradienten gy als EinfluBfunk-
tion hat.
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Bemerkung 3 Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist ein asymptotisch li-
nearer Schétzer effizient, wenn seine Einflulfunktion der kanonische Gradi-
ent ist.

Bemerkung 4 Ein asymptotisch linearer Schétzer ist genau dann regular,
wenn seine Einflufunktion ein Gradient ist. Mit Bemerkung 2 erhalten wir
also folgende Charakterisierung:

FEin Schatzer ist genau dann reguldr und effizient, wenn er asymptotisch
linear ist und den kanonischen Gradienten als Einflufifunktion hat.

Beweis. Sei f die EinfluBfunktion von % in a. Sei k € K. Da S, und D
linear sind, folgt aus dem Satz von Cramér und Wold, daB (S, (Dk), Sn(f))"
asymptotisch normal unter P, ist; der Mittelwertvektor ist 0 und die Ko-

varianzmatrix ist
< IDE|*  (Dk, f) >
(D f) A2 )

Aus der lokalen asymptotischen Normalitdt des Modells folgt also, daf3 der
Vektor (Ank, Sn(f))T auch asymptotisch normal unter P, ist; der Mittel-
wertvektor ist jetzt (—|Dk|?/2,0)", die Kovarianzmatrix ist unveréindert.
Nach Lemma 8 ist also (A, Sn(f)) " auch unter P,,, , asymptotisch normal
mit derselben Kovarianzmatrix und Mittelwertvektor (||Dk||?/2, (Dk, f))T.
Wir interessieren uns nur fiir die zweite Komponente: Unter Py, , ist Sy (f)
asymptotisch normal mit Varianz ||f||?> und Mittelwert (Dk, f). Insbeson-
dere folgt aus der asymptotischen Linearitit von A& und der Differenzier-
barkeit von k in a, dafl

n'2(k — k(ank)) = |fIIN 4+ (Dk, f —g) unter P, ., ke K.

Also ist & regulér genau dann, wenn (Dk, f — g) = 0 fir k € K, also genau
dann, wenn f ein Gradient ist.

Bemerkung 5 Sei A1 C A und a € A;. Sei K; C K ein lokaler Parame-
terraum fur das Teilmodell P, a € A;. Fir k € Ky seien a,; so gewahlt,
daf} sie in A; liegen. Sei x differenzierbar in a mit Gradient g. Dann ergibt
sich der kanonische Gradient ¢, fiir das Teilmodell als Projektion des Gra-
dienten g oder des kanonischen Gradienten gy auf (DK;)~. Fiir die untere
Varianzschranke im Faltungssatz gilt also ||go|| = |lg1]| + lgo — 911 > [|91]|-

Bemerkung 6 Sei g9 € DK. Dann kénnen wir im Beweis von Satz 5
Dk = gy und ay,y = n 1190l -2 g0 wahlen. Wir brauchen also Regularitat nur
fiir das eindimensionale lokale Modell P, 4, t € R, zu verlangen.
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Sei k € K. Nach Bemerkung 5 ist der kanonische Gradient flir das eindi-
mensionale lokale Modell P, 4, t € R, die Projektion g, von gy auf den
von k aufgespannten eindimensionalen Raum. Also gilt ||gx|| < [/gol|. Die
Varianzschranke im Faltungssatz wird also durch das ungiinstigste eindimen-
sionale (lokale) Modell bestimmt.

Es ist anschaulich klar, dafl das ungiinstigste Modell durch den kanoni-
schen Gradienten beschrieben wird. Er ist die Richtung des steilsten An-
stiegs von k. Bei vorgegebener Differenz zwischen zwei Werten von k liegen
in dieser Richtung die zugehorigen Verteilungen also am engsten beieinander
und lassen sich deshalb am schlechtesten unterscheiden.

Bemerkung 7 Der kanonische Gradient ist g € (DK)~ mit
n?(k(ang) — k(a)) — (Dk,go), k€ K.

Er 148t sich nicht immer leicht bestimmen. Hat man schon einen Gradienten
g, so ergibt sich gy durch Projektion von g auf (DK)~. Hat man schon einen
regularen Schéatzer fiir Kk mit Einflulfunktion f, so ist f ein solcher Gradient,
wie in Bemerkung 4 gesehen.

In den Anwendungen gibt es gewohnlich auch auf K ein inneres Produkt
(k, k') k. Es ist oft leichter, den kanonischen Gradienten k., von  beziiglich
dieses inneren Produkts zu bestimmen,

2 (k(any) — k(a)) — (k, kg, ke K.

Ist go € DK, so hat es die Form gg = Dkg fiir ein kg € K. Also bestimmt
sich gg aus
(Dk, Dkg) = (k,k«)k, k€ K.
Hat D eine Adjungierte D* : DK — K, so gilt (Dk, Dky) = (k, D*Dko)x,
also k., = D*Dky. Ist D*D invertierbar, so ergibt sich g9 = Dky mit kg =
(D*D) " 1k,.
Es reicht, einen invertierbaren Operator C' : K — K zu finden mit

(Dk‘,Dk‘o) = (]6,0/{0)[(, ke K.

Dann ist g9 = Dky mit kg = C~'k,. Falls C~! schwer zu bestimmen ist,
kann man manchmal C' als Storung C' = I — B der Identitét I schreiben und
C~! in die von-Neumann-Reihe C~1 = >0 BJ entwickeln.

Der Faltungssatz iibertragt sich auf m-dimensionale Funktionale. Dif-
ferenzierbarkeit eines Funktionals und asymptotische Linearitét eines Schat-
zer verstehen sich dann komponentenweise; die Regularitét (6.1) eines Schét-
zers mufl jetzt mehrdimensional gelesen werden. Bezeichne N, einen m-
dimensionalen Ny r-verteilten Zufallsvektor.
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Satz 6 (Mehrdimensionaler Faltungssatz) Ist das Modell lokal asymptotisch
normal, das Funktional k differenzierbar mit kanonischem Gradienten gg =
(go1,--->90m) ", (90,99 ) positiv definit und der Schitzer & regulir in a, so
gilt fiir einen von Ny, unabhdngigen Zufallsvektor U :

(Sn(g0), nl/Q(’% — k(a)) — Sn(g0)) = ((g0, 99 )I/QNm, U) wunter P,.

Beweis. Fiir b € R™ ist b k differenzierbar in a mit kanonischem Gradien-
ten b' gy. Der Schitzer b' & ist reguldr fiir b' x in @ mit Limes b'V. Nach
Satz 5 existiert eine von N, unabhéangige Zufallsvariable U, mit

(b" Snlg0), b n*/? (i — <>)—b Sn(90))
(6.2) :>(( 90790 ) unter P,.

Anderseits sind S,,(go) und n'/?(k—k(a)) straff, also existiert ein Zufallsvek-
tor U, so daf fiir eine Teilfolge gilt:

n'2(i — K(a)) = Sn(g0) = U.
Weil auch (6.2) gilt, muB b' U wie Uy verteilt sein. Insbesondere hingt die
Verteilung von U nicht von der Teilfolge ab. Also kénnen wir in (6.2) den

Limes als bT((go,goT )1/ 2Ny, U) schreiben. Die Behauptung folgt jetzt aus
dem Satz von Cramér und Wold.

Aus Satz 6 folgt wieder durch Faltung, dafl
nY%(k — k(a)) = (g0, 9¢ )/*Npm + U unter P,.

Sei ¥ eine positiv definite symmetrische (m x m)-Matrix. Fir jede um 0
symmetrische konvexe Menge C gilt nach dem Lemma von Anderson (1955)

P(EY2N,, + U € C) < P(2'?N,, € C).

Wir nennen deshalb einen Schétzer & fiir ein m-dimensionales Funktional s
effizient in a, wenn

n'/(k - v(a)) = (90.99)"/*Non-

Die Charakterisierung regulidrer und effizienter Schatzer in Bemerkung 4
bleibt giiltig.
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7 Effizienz empirischer Schatzer

Seien X1, ..., X, unabhéngige Beobachtungen mit unbekannter Verteilung
P € P auf (Q,F). Sei P fest. Wir diirfen annehmen, daf die Familie P aller
moglicherweise vorkommenden Verteilungen zu P dquivalent ist, miissen es
aber nicht.

Sei K die Menge der beschrankten Funktionen in Ly o(P). Setze

Pur(dz) = P(dz)(1 +n~V2k(z), keK.
Dann ist P,; Hellinger-differenzierbar in P mit Ableitung k,
1 _ _
|(dPur,/dP)* — 1 — 5" Y2kl = o(n™"/?).

Setze Lyy = dP}. /dP™ und Ay, = log Ly Aus Satz 1 folgt, da3 das Modell
lokal asymptotisch normal ist,

v 1
Api =n UQZMXi)—ngH%JrOP(l), keK.
=1

Wir sind also in der Situation von Kapitel 6, mit A = P, H = Lo o(P),
natirlichem inneren Produkt auf K und H, D = I und

Sp(k) =n"12 f: k(X;).
=1

Sei f € Ly(P) und k(P) = Pf ein lineares Funktional. Es gilt
n2(k(Pk) = (P)) = (k. f) = (k. fo), k€K,

mit fo = f — Pf € H. Also ist x differenzierbar in P mit kanonischem
Gradienten fy.
Der empirische Schétzer fir k(P) = Pf ist

k= % > f(X).
=1
Es gilt
n'2(k = k(P)) =n""2Y " fo(X).
=1

Also ist & (asymptotisch) linear mit EinfluBfunktion fy, also regulér und
effizient nach Bemerkung 4 und Satz 5.
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Bemerkung 8 Im nichtparametrischen Modell gibt es nur einen Gradien-
ten. Alle reguldren asymptotisch linearen Schétzer sind also asymptotisch
aquivalent. Das liegt daran, dafl wir H so gew&hlt haben, dafl K dicht in
H ist. Es ist ohne weiteres moglich, den Begriff der Regularitat zu erwei-
tern. Hier sind zwei einfache Beispiele. In beiden Beispielen schreiben wir
die Beobachtungen in Paaren Y; = (Xg9;_1, X9;), i« = 1,...,n. Zur Verein-
fachung der Schreibweise haben wir hier den urspriinglichen Stichprobenum-
fang verdoppelt. Es sind Y7, ...,Y,, unabhingig mit Verteilung P> = P® P.
Sei Hy = Lo o(P?).

1. Sei fi(z,y) = f(y) mit f € Lo(P). Ein neuer empirischer Schétzer
fiir k(P) = P2f; = Pf ist

fi= YR =2 D F(X).
i=1 =1

Er ist asymptotisch linear im neuen Sinn, aber nicht im alten. Seine asymp-
totische Varianz ist doppelt so grofl wie die des alten empirischen Schéatzers
fir Pf (jetzt mit 2n Beobachtungen).

2. Sei fo € Lo(P?). Ein empirischer Schitzer fiir x(P) = P2 f; ist

RS Ly
Fa= YY) =~ fo(Xaio, Xai).
i=1 i=1

Auch er ist asymptotisch linear im neuen Sinn, aber nicht im alten.

Bemerkung 9 (Nebenbedingungen) Wenn die Verteilungen strukturellen
Nebenbedingungen geniigen, kénnen wir héufig diese Nebenbedingungen
recht einfach auf das lokale Modell und den empirischen Schétzer iibertragen
und so effiziente Schatzer gewinnen.

Sei h: 2 - R F-meBbar und P die Familie der Verteilungen auf F, fiir
die h € Ly(P) mit Ph = 0 und Ph? > 0 ist. Seien Xj, ..., X,, unabhiingig
mit Verteilung P. Sei f € La(P) und x(P) = Pf. Ein Schétzer fir «(P)
ist der empirische Schéatzer. Wir wissen schon, wie wir ihn mit der linearen
Einschrankung Ph = 0 verbessern kénnen. Wir wollen zeigen, dafl uns
die Theorie der Effizienz auch diese Verbesserung liefert und zusétzlich die
Effizienz des verbesserten Schéatzers zeigt.

Definiere P, wie oben. Wegen der Nebenbedingung

0= Puh = P(1 +n"Y2k)h
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muf (k, h) = Pkh = 0 gelten. Das lokale Modell besteht also aus den Folgen
P, mit k € K1, wobei

Ky ={ke K : (kh) =0}

Natiirlich bleibt k£ auf diesem Teilmodell differenzierbar, und fy = f — Pf
ist weiterhin ein Gradient von x in P. Er ist aber i.a. nicht in K", also nicht
kanonisch. Der kanonische Gradient ist die Projektion von fo auf K| , also
die Funktion f1 € K|, fiir die gilt:

(kafl):(kva)v keKl-

Da Kj aus den k € K besteht, die zu h orthogonal sind, ist die Projektion
von fo auf K; von der Form f; = fo — ch. Die Konstante c ergibt sich aus

0= (f1,h) = (fo, h) = c(h, h) = (f, h) = ¢(h, h).

Wir erhalten ¢ = (f,h)/(h,h) = Pfh/Phh. Ein Schitzer mit der Einflu}-
funktion f; ergibt sich als

L 2o FXG)AXG)
il Z —¢h(X;)) mit ¢= 21?:1 RO

Er ist deshalb reguldr und effizient im nichtparametrischen Modell mit der
Nebenbedingung Ph = 0.

8 LAN fur Markov-Ketten

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7y C Fo C -+ C F eine
Filtration. Fiir n € N seien Y,, F,-meflbare und integrierbare Zufallsvari-
ablen. Es heifit (Y, F,), n € N, Folge von Martingal-Differenzen, wenn
E(Y,41|F,) = 0 fir n € N. Das gilt genau dann, wenn (Z,,F,) mit
Zy =Y., Y; ein Martingal ist.

Satz 7 (Zentraler Grenzwertsatz fir Martingale) Sei (Y,,F,) eine Folge
von Martingal-Differenzen. Es gelte

—ZE (Y21|F) —o*>0 (P),

— g EY?1(|Yi| > n'/%e) -0, &>0.
n
i=1

Dann gilt n=/23"" | Vi = oN.
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Dann konvergiert auch der Partialsummenproze ¢t — n~1/2 Zz[iﬂle,
t € [0,1], in Verteilung gegen t — 0By, t € [0,1], wobei B die Brownsche
Bewegung bezeichnet. Das werden wir aber nicht brauchen. Ein Beweis des
Satzes steht in Durrett (1991), Theorem (7.4).

Sei (E,€&) ein meBbarer Raum. Eine Folge Xy, X1,... von Zufallsele-
menten mit Werten in E heifit stochastischer Prozefl im Zustandsraum E.

Definition. Sei @ ein Kern auf ' x £. Eine (homogene) Markov-Kette
(beziiglich der natiirlichen Filtration) mit Ubergangsverteilung @ ist charak-
terisiert durch

P(Xni1 € AlXo, ..., Xn) = P(Xp41 € A|Xp) = Q(Xn, A), A€&mneN.

Die Verteilung p von Xg heifit Startverteilung. Wir schreiben P, fiir die
Verteilung von Xg, X1,... und P,, wenn y = §,. Fiir Kerne ), R und eine
Verteilung p schreiben wir

Q® R(z,dy.dz) = Q(z,dy)R(y,dz), QR(x,A) = / Q(x,dy)R(y, A),
n @ QUdr.dy) = pde)Qa,dy), #QA = [ ulde)Qa, ).

Zur Abkiirzung setzen wir Q" = QQ" ! und Q,f = [ Q(z,dy)f(y). Ist
X0, X1, ... eine Markov-Kette mit Startverteilung p und Ubergangsvertei-
lung @, so hat (X,,..., X,+m) die Verteilung pQ" @ Q ® - - - ® Q. Insbeson-
dere hat X, die Verteilung pQ™.

Definition. Eine Verteilung 7 auf £ heifit invariant unter @, wenn Q) = .

Ein Prozefl Xy, X1, ... heillt stationdr, wenn fiir alle t, m € Ny der Vektor
(Xt ..oy Xigm) wie Xo, ..., X, verteilt ist. Eine Markov-Kette mit invari-
anter Verteilung 7 ist stationdr genau dann, wenn 7 die Startverteilung ist.

Definition. Eine Markov-Kette heif3t positiv Harris-rekurrent, wenn sie eine
invariante Verteilung 7 hat und fiir jedes ¢ € F und jedes A € £ mit 7A > 0
gilt:

Px(il(Xn € A) :oo) =1

n=0
Sei [|u|| = supacg [HA| = |u|E.
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Definition. Eine Markov-Kette heif3t aperiodisch, wenn fiir alle Startvertei-
lungen p, v gilt:
Q! — Q! — 0.

Fiir eine aperiodische Markov-Kette mit invarianter Verteilung 7 gilt fiir
alle Startverteilungen pu:

|#Q" — 7| — 0.

Satz 8 (Starkes Gesetz der grofien Zahl fiir Markov-Ketten) Sei X, X1, ...
eine positiv Harris-rekurrente und aperiodische Markov-Kette mit invari-
anter Verteilung w. Dann gilt fiur jedes w-integrierbare f:

;;f(Xi) —7xf fs.

Ein Beweis steht in Meyn und Tweedie (1993), Theorem 17.2.7.

Es habe @ eine invariante Verteilung 7. Bezeichne || ||z die Norm auf
Lo(m ® Q). Wir setzen

H={heLl(r®Q):Qh =0}

Definition. Eine Folge Q,, von Ubergangsverteilungen heiBt Hellinger-diffe-
renzierbar in Q mit Ableitung h, wenn h € H und

[ ewan((G) w1 3020w <0t

mit r, | 0 punktweise und m-integrierbar fiir grofie n.

Seien X0,...,Xn Beobachtungen einer Markov-Kette mit Startvertei-
lung p und Ubergangsverteilung ). Dann haben die Bobachtungen die
Verteilung

n
Pri1(dxo, . .., dr,) = p(dxo) H Q(xi—1,dx;).
i=1
Bezeichne P) ; diese Verteilung unter s, und Q,. Dann ist der Likelihood-
Quotient von der Form

arL,,

Ly(zo,...,2pn) = Py
n

d n d n
(zoy...,Tp) ,u H @ (Ti—1, ;).
Setze A, = log L.
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Satz 9 (LAN fiir Markov-Ketten) Sei die Markov-Kette positiv Harris-re-
kurrent und aperiodisch mit invarianter Verteilung m, und gelte

(8.1) / ((CZZL)W - 1)2d,u 0.

Ist Q,, Hellinger-differenzierbar mit Ableitung h, so gilt
v 1
Ap =072 B(X0, X)) — §|W|g + 0p(1),
i=1
n V2N " h(Xi1, Xi) = ||h[|2N.
i=1

Der Beweis geht wie der von Satz 2. Statt des (schwachen) Gesetzes der
groflen Zahl fiir i.i.d. Beobachtungen wenden wir Satz 8 an. Die asymptoti-
sche Normalitét folgt aus Satz 7, weil Y,, = h(X,,—1, X,), n € N, eine Folge
von Martingal-Differenzen ist.

9 Gleichmaflige Ergodizitat
und Martingal-Approximation

Sei V : E — [1,00) mefibar. Fiir eine mefibare Funktion f auf E setze

flz
v = sup L,
el (.f)
Es gilt |f|ly <1 genau dann, wenn |f| < |V|. Fiir ein signiertes Mafl p auf
€ setze

lully = sup |ufl.
[flv<1

Sei Ly die Menge der f mit |f| < co und My die Menge der p mit ||u|ly <
oo. Die Mengen Ly und My sind Banach-Réume fiir die Normen | |y und
Il Es gilt

[flv = sup |ufl.
lullv<t

Fiir einen signierten Kern K auf E x £ setze

|K|lv = sup |Kf|v.
|flv<1
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Aus der Definition der Operatornorm folgt |K f|y < || K|v|fly. Fir zwei
signierte Kerne J, K gilt also ||JK|yv < ||J|lv|K f|v, also

K |v < ][Vl
Es gilt

[K|lv = sup [uK]y.
el <1

Gilt |K|ly < oo, so sind also f — Kf und p — pK beschrankte lineare
Operatoren auf Ly und My, .

Definition. Eine Markov-Kette mit Ubergangsverteilung Q heifit V -gleich-
mdafig ergodisch, wenn sie eine invariante Verteilung 7w hat und

Q" —TIfly — 0
fir die stationdre Projektion (x,dy) = w(dy) gilt.

Dann ist die Kette auch positiv Harris-rekurrent und aperiodisch; siehe
Revuz (1984), Chapter 6, Theorem 3.4. Es gilt

Ql(z,dz) = /Q(x,dy)ﬂ(y, dz) = (x,dz),
Q(x,dz) = /H(az, dy)Q(y,dz) = II(x,dz).

Es ergibt sich (Q~! — II)(Q — IT) = Q' — 11, also durch Iteration

(@-I)'=Q" ~1L
Wiihle tg, so daB8 o = ||(Q — II)! ||y < 1. Dann gilt
10 — Ty = [l(Q — I)'[lv = (@ — )|, = o'~ = o7"¢".
Also existiert ein C' > 0 und ein ¢ < 1, so daf}
(9-1) Q" —Tlly < Co".

Die Kette ist also sogar geometrisch V -gleichmdf$ig ergodisch. Bezeichne
I(x,dy) = 0,(dy) den Einheitskern. Setze Q = I. Der Operator

U=) (@-'=} (@'~
t=0 =0
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ist beschrankt auf Ly und die Inverse von I — @ + II.

Definition. Eine Markov-Kette mit Ubergangsverteilung @ heifit stark sta-
bil, wenn es ein € > 0 gibt, so daB jede Ubergangsverteilung @' mit ||Q" —
Q|lv < € eine invariante Verteilung 7’ besitzt und ||7" — 7|y — 0 gilt, wenn

Q"= Qllv — 0.

Wenn I — ) + 11 eine beschrankte Inverse hat, ist die Kette stark stabil;
siche Kartashov (1985), Theorem 4. Fiir Verteilungen p, v gilt (u—v)II = 0,
also

m—r=m(Q - Q)+ (v —7)(Q - 1I).
Durch Iteration ergibt sich

7on=r(Q - Q)+ ) (@ -QQ - +7(Q - Q)@ ~ 1D,
t=1

Wegen (9.1) konvergiert die rechte Seite in der || ||y-Norm gegen 7/(Q'—Q)U
also

' —r=7(Q - Q)U.

Durch erneute Iteration ergibt sich die Storungsentwicklung
= m—+1
(9.2) mer=1Y (@ -QU) +7' (@ -Qu)™"".
t=1

Wenn [|(Q" — Q)U||v < 1 gilt oder zumindest ||((Q" — Q)U)tHV < 1 fiir ein
t, so folgt

o0

T —-nm=m ((Q'—Q)Ut

t=1

Satz 10 (Martingal-Approxzimation) Sei die Markov-Kette V -gleichmajSig
ergodisch, sei V' m-integrierbar und |fly < 1. Dann gilt

*Z i) —mf) = ZAf i1, X:) + Op,,, (™)
mat
Af(ay) = Uy(f — ) — QuU(f —f) = io (@Lf — Q)
und Qx Af(X,Y) = 0. 7
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Beweis. Schreibe f—7f = (I-1II)f — (Q—1II) f+ (Q —1II) f. Durch Iteration
ergibt sich

D (X)) —xf) =) (Uf(Xi) - Qx.Uf)

i=1 i=1
n

= Z(Uf(XZ) - QX1—1Uf) + Z(QXi—1Uf - QXsz)
i=1 i=1

= ZAf(Xi_th) +Qx,Uf—Qx,Uf.

i=1
Jetzt P(|Qx,Uf| > c) < ¢ 1uQ™U f| anwenden.

Satz 11 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Markov-Ketten) Sei die Markov-Ket-
te V-gleichmdfig ergodisch, sei V m-integrierbar und f> < V. Dann gilt

*1/22 i) = 7f) = [|Af[[2N.
Beweis. Nach Satz 10 gilt
71/22 N 7Tf _ nfl/QZAf i1 z) +0Pn+1(n71/2)-

Nach Satz 7 fir Y; = Af(X;-1, X;) gilt

’WZAf i-1,X;) = | Af[2N.

Die Varianz ||Af||2 von Af ist eine Doppelsumme, aber auf allen Dia-
gonalen stehen alternierende Folgen, denn

J[ #tanae. an@;s - @ pys - @)
— [[ mana dn@;s - @)@y

[[ wtanQ.ane;rays = =eosQ's,

[ wtanQ.an@stsQys = xat sy,
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Also gilt
JAflI3 =n(f—=f) +2Z f—nhQf.

Die Varianz von n= /23" (f(X;) — 7 f) ist

f(f—rf? 2 S B(f(Xs) - nf)(f(X;) - 7).
1<i<j<n
Fiir ¢ < j gilt
E(F(X) — nf)((X;) —nf) = n(f — 7 ))QI'f.

Also konvergiert die Varianz von n= /23" (f(X;) — 7f) gegen || Af]3.

Die beiden Sétze lassen sich auf Funktionen f mit mehr als einem Argu-
ment verallgemeinern. Sei f eine mefbare Funktion auf E2. Sei f2(x,y) <
Ve(2)VB(y) mit a4+ B3 =1, a, B < 0. Wir schreiben

(9.3) f(Xim1, Xi) =7 @Qf = f(Xiz1, Xi) = Qx,, [+ Qx, ., [ —7®Qf

und wenden Satz 10 auf Q. f statt f(x) an. Es ergibt sich die Martingal-
Approximation

fz Xi-1,X;) - w0 Qf) = ZAf i-1,Xi) + Op,,, (n7)

mit

Af(z,y) = f(z,y) — Quf + Y _(QLF — QL ).
t=1

10 Effizienz empirischer Schatzer
fir Markov-Ketten

Seien Xy, ..., X, Beobachtungen einer Markov-Kette mit Ubergangsvertei-
lung Q. Sei @ fest, mit invarianter Verteilung w. Wie in Kapitel 8 sei

H={heLy(m®Q): Qh =0}.
Sei K die Menge der beschriankten Funktionen in H. Fiir k € K setze

Qui(z, dy) = Q(z,dy)(1 + n~k(z,y)).
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Dann ist @, Hellinger-differenzierbar mit Ableitung k.

Die Kette sei V-gleichmafig ergodisch unter @), also nach Kapitel 9 auch
positiv Harris-rekurrent und aperiodisch. Es gelte (8.1) fiir die Startvertei-
lung pnr zu Qpr. Dann ist nach Satz 9 das Modell lokal asymptotisch
normal,

Apie =n~ 12 Zk<Xi—1>Xi) - 5’“““% +op(1),
=1

n V2 " k(Xio1, Xo) = ||k,
=1

Fir |k| < c gilt
1Quk = Qllv < n™2¢(|Q|lv-

Sei |Q]ly < oo. Nach Kapitel 9 ist die Kette stark stabil unter Q. Fiir
n > n. hat also jedes @, mit |k| < ¢ eine invariante Verteilung 7%, und

sup ||, — mlly — 0.
|k|<c

Da U beschréankt ist, gilt andererseits auch

sup [[(Qui — Q)U|lv = O(n™'/?).
|k|<c

Die Stérungsentwicklung (9.2) fiir m = 1 liefert dann gleichmagig fiir |k| < ¢
2 .
[ = 7 = 7(Qni = QU = mni (Qui = QU) Iy = O(n ™),

Ist V m-integrierbar und f? <V, so ergibt sich
w2t ~nf) ~ [ [ ©(do)QGe, dyk(e.p)U,f = 7@ Qras

Es gilt Af € K~ = H. Also ist nf differenzierbar in () mit kanonischem
Gradienten Af.

Das iibertragt sich auf Funktionen mit mehr als einem Argument. Sei f
eine meBbare Funktion auf E2. Sei f2(z,y) < V(z)VP(y) mit o + 8 < 1
und «, 8 > 0. Dann gilt

(10.1) 02 (0, ® Quef — 7 ® Qf) — m @ QkAF.

Also ist m ® Q f differenzierbar in @ mit kanonischem Gradienten Af.
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Satz 12 Seien Xy,..., X, Beobachtungen einer Markov-Kette mit Uber-
gangsverteilung Q) und invarianter Verteilung w. Die Kette sei V -gleichma-
PBig ergodisch mit ||Q||ly < oo, und V' sei mw-integrierbar. Sei f eine mefibare
Funktion auf E% mit f2(z,y) < V(z)VA(y) und a+ B8 <1, a,3 > 0. Der
lokale Parameter-Raum sei K, und die Startverteilungen ping zu Qni erfillen
(8.1). Dann ist der empirische Schatzer (1/n) > " f(Xi—1, X;) reguldr und
effizient fir m @ Qf.

Beweis. Das Modell ist lokal asymptotisch normal. Nach (10.1) ist Af der
kanonische Gradient von 7 ® @ f. Nach (9.3) ist Af die Einfluifunktion des
empirischen Schétzers. Die Behauptung folgt aus der Charakterisierung in
Bemerkung 4.

Bemerkung 10 (Stérungsentwicklung mit Kontiguitatsargument) Den ka-
nonischen Gradienten aus (10.1) erhalten wir auch mit dem dritten Lemma
von Le Cam. Wir brauchen also eigentlich die Storungsentwicklung aus
Kapitel 9 nicht, wohl aber die Martingal-Approximation. Bezeichne Ef =
LS f(Xi—1,X;) den empirischen Schitzer fir m# ® Qf. Mit Satz 10
ist (Apg,n'/2(Ef — 7 ® Qf))" unter P,,; asymptotisch normal mit Mit-
telwertvektor (—||k||2/2,0)T und Kovarianz (k, Af);. Nach Lemma 8 ist
also n'/2 (Ef —m® Qf) unter P,y nk asymptotisch normal mit Mittelwert
(k,Af)2. Andererseits hat Ef unter P,y ,; den Mittelwert m,; @ Qnif.
Also gilt
nl/z(ﬂ-nk ® anf -1 Qf) - (ka Af)Q

Definition. Sei m € N und @ ein Kern auf E™ x £. Wir nennen eine Folge
X_m+1, X_m+2,... von Zufallselementen mit Werten in E Markov-Kette
der Ordnung m, wenn

P(Xn+1 S A|X,m+1, e 7Xn) - P(Xn+1 € A’Xn7m+17 e 7Xn)
= Q(Xn-mit,-- s Xn, A), A€E™ neN.

Wir setzen

QR Q(x1,...,Tm,dTms1,dTm42)

= Q(xh <oy Ty, dxm+1)Q(x2, <oy Tme41, dl’m+2)

etc. Eine Verteilung 7 auf €™ heifit invariant unter @, wenn ™ ® Q" =
w. Die Martingal-Approximation und die Effizienz empirischer Schéatzer
iibertragen sich auf Markov-Ketten hoherer Ordnung. Letztere lassen sich
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auch als spezielle Markov-Ketten erster Ordnung interpretieren. Setze X,, =
(anm:Ha ..., X,)T. Dann ist X¢,Xy,... eine Markov-Kette der Ordnung
1 mit Ubergangsverteilung Q™ = Q ® - -- ® Q auf E™ x ™.

Bemerkung 11 (Mehrdimensionale stationdre Verteilung) Sei Xo, X1, ...
eine Markov-Kette (der Ordnung 1). Bezeichne

B3(d.737 dy7 dZ) = F(dx)Q(xa dy)Q(y7 dZ)

die stationére Verteilung von (Xg, X1, X3). Sei f € Lo(Bs). Wir wollen Bs f
schéatzen. Der empirische Schétzer ist

1 n
Bsf=—— > F(Xig, Xi1, Xi).
i=2

Wir erhalten eine Martingal-Approximation wie folgt. Setze

Qunt = [ Qa2 f@1.2),
@ = [Qed@us,  QF=0Q7'. t=34....
Schreibe
f(a;,y,z) = f(x,y, Z) - mef + Qa:y - nggf + Q?:f
Mit Satz 10 fiir Q2 f statt f ergibt sich
n'?(Bsf — Bsf) =n"?> " Af(Xia, Xio1, X;) + 0p(1)
i=2
mit
Af(z,y,2) = f(z,y,2) — Quyf + Quzf — Q;Q/f + AQQf(y, z).

Der Schétzer Bsf ist micht asymptotisch linear, denn Af ist nicht in H.
Insbesondere ist er nicht effizient. Er ist aber effizient im grofieren Modell
der Markov-Ketten der Ordnung 2. Dazu schreiben wir Bs(dx,dy,dz) =
By (dz,dy)Q(x,y,dz) in Analogie zur Darstellung der Ketten der Ordnung
1. Die Einflufifunktion ist dann

Af(w,y,2) = f(2,y,2) — Quyf + AQf(z,y, 2).
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Es gibt verschiedene Moglichkeiten, effiziente Schétzer fiir Bz f (fiir Ketten
der Ordnung 1) zu konstruieren. Sie verwenden die Faktorisierung

Bs(dz,dy,dz) = 7(dx)Q(x, dy)Q(y, dz).

Sei die Kette reellwertig, und habe Q(z,dy) die Lebesgue-Dichte ¢(z,y).
Dann hat 7 ebenfalls eine Lebesgue-Dichte, sagen wir b. Bezeichne by(z,y) =
b(x)q(x,y) die Dichte von By = 7 ® Q. Dann hat Bs die Dichte

bQ(xv y)bQ (y7 Z)

b(x)Q(xﬁy)Q(yaz) = b(y) .

Kernschétzer fir b und by sind

n

by) = % D k(y—Xi), bo(w,y) = %Z kp(x — Xi—1)ko(y — X5).
i=1 i=1

Wir schitzen Bsf durch den Plug-in-Schéatzer

ng:///Wf(x,y,z)dxdydz

oder durch

— . l i BQ(Xi,Z) ‘ ‘
Bsf = n;/i)(&) f(Xio1, X5, 2) dz.

Der erste Schétzer ist eine geglattete Version des zweiten. Wir wollen
hier die Einflufunktion nicht ausrechnen. Wir erwarten aber, dafl sie mit
dem kanonischen Gradienten iibereinstimmt. Um letzteren zu bestimmen,
schreiben wir

n'/%(Bopk @ Quif — Ba © QF)

= n'/?(Bopk — B2) ® Qf + By @ n"2(Qui — Q) f
+n'?(Bynk — Ba) ® (Qui — Q) f

= BokAQ[ + Exk(X1, X2) f(Xo, X1, X2) + O(n~'/?).

Die umgekehrte Ubergangsverteilung Q™ ist definiert durch

m(dz)Q(z, dy) = (dy)Q~ (y,dz).

Es gilt
B3(d$7 dy7 dZ) = BQ(dy7 dZ)Q_ (ya d$)
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Setze
@t = [ @ (0 do) (w02,
Es ergibt sich

B k(X1, Xo) f(Xo, X1, Xa) = / Ba(dy, d)k(y, Q5. 1.

Wir projizieren Q~ f auf H und erhalten den kanonischen Gradienten

go(z,y) = AQf(x,y) + Q;yf - Q:Q7 f.

Das muf} die Projektion der Einflulifunktion des empirischen Schétzers im
grofleren Modell sein. Im kleineren Modell gilt Q(z,y,dz) = Q(y,dz), und
Af(z,y, z) vereinfacht sich zu

Af(a:,y,z) = f(xay7 Z) - Qa:yf + AQf(y,Z)

Wir erhalten unter Weglassen der bedingten Zentrierungen
/// B3(d$, dy? dZ)(Af(.’L', Y, Z) - gO(y7 Z))k(ya 2)
— [[] Batds.dy. o) @v.2) + 4Q5 (0. 2) - 4Q1(w. ) - Qe Hk(y:2)
=0

Bemerkung 12 (Falsch spezifiziertes Modell) Im folgenden untersuchen
wir heuristisch ein nichtlineares Funktional auf einem nichtparametrischen
Modell. Sei Qg, ¥ € © C R, eine parametrische Familie von Ubergangsver-
teilungen mit Dichten gy. Sei die wahre Ubergangsverteilung @ unbekannt.
Was schatzt dann der Maximum-Likelihood-Schétzer?

Sei 7 die invariante Verteilung von ). Setze B = 7w ® Q). Die Kullback—
Leibler-Information ist Blogqy. Sei ¥(B) der Parameter o, der die Kull-
back—Leibler-Information maximiert. Ein plausibler Schétzer fiir ¥(B) ist
die empirische Version dieses Funktionals. Bezeichne

1 n
B = %Za(xifl,xi).

=1

Sei ¥ der Parameter 1, der die empirische Kullback—Leibler-Information
H(B) 1 En 1 (X1, Xi)
= - O 1—1y <Ag
n 2= g4y 1
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maximiert. Das ist der Maximum-Likelihood-Schétzer.

Welche Einfluifunktion hat der Maximum-Likelihood-Schéatzer? Wir
zeigen, dafl er auch im falsch spezifizierten Modell effizient bleibt. Sei
9 = G9/q9. Nach Definition von 9¥(B) gilt

0= 819:19(3)3 log qy = Bég(B).

Die EinfluBfunktion von 9 unter Q ergibt sich durch Taylor-Entwicklung

Z€ i— 17
f*Z% Xio1,Xi) + Z%(B Xi—1,Xi)

+ OP, 41 (n 1/2)v

also durch Auflésen nach 9 und mit dem Gesetz der groflen Zahl:
n1/2(2§ - 19(3)) (Bg'ﬂ 1/2 Z 679 Z 1, ) + OPn+1 (n_1/2)’

Es gilt zwar, wie oben gezeigt, Béﬁ(B) = 0, aber éﬁ(B)(Xi_l,Xi) ist i.a.
keine Martingal-Differenz mehr. Mit Satz 10 folgt aber, dafl Y unter Q
asymptotisch linear fiir ¥(B) mit EinfluBfunktion —(B%( B)>_1Aé19( B) ist.

Ist der Maximum-Likelihood-Schéatzer effizient? Sei B = mpr ® Qnk-
Durch Taylor-Entwicklung erhalten wir

0 = Buily(p,,) = Buklo() + (9(Bui) — 9(B)) Bulyp) + o(n™/?).
Es gilt Bnké.g(B) — B%(B) und
n'2(Blypy — Blyp)) — BkAlyp).
Also ergibt sich durch Auflésen nach ¥(By):
n'2(0(Byi) — 9(B)) — —(Blyp)) ' BkAlyp).
Es gilt Aéﬂ(g) € K- =H. Alsoist g = —(Bgﬁ(B))*lAéqg(B) der kanonische

Gradient von ¥(B). Das ist die EinfluBfunktion des Maximum-Likelihood-
Schatzers.
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11 ARMA-Prozesse
Sei X;, t € Z, ein reellwertiger ProzeB (eine Zeitreihe) auf (Q, F, P).

Definition. Es gelte EX}? < oo fiir t € Z. Dann ist die Autokovarianz-
Funktion definiert durch

~v(r,s) = Cov (X,, Xs), 71,8 €Z.
Es gilt v(r,s) = (s, 7).

Definition. Eine Zeitreihe (X;) heifit schwach stationdr, wenn fiir ein m € R
und fiir r, s,t € Z gilt:

EX} <oco, EXi=m, ~(rs)=~(r+ts+t).
Dann ist die Autokovarianz-Funktion durch die Funktion

7<3> = 7(87 0) - 7(t + 5, t)

beschrieben. Es gilt v(r,s) = v(r — s). Ist die Zeitreihe (strikt) stationér
mit endlichen zweiten Momenten, dann ist sie schwach stationar.

Definition. Eine Zeitreihe (X;) heifit Gaufisch, wenn (X4, ..., Xy,)" nor-
malverteilt ist fur alle {t1,...,t,} C Z und m € N. Sie heifit zentriert, wenn
EX;=0firteZ.

Ein schwach stationdrer Gauflscher Prozess ist stationar, denn eine mehr-
dimensionale Normalverteilung ist durch ihre Mittelwerte, Varianzen und
Kovarianzen bestimmt.

Sei p ein m-dimensionaler Vektor und X eine symmetrische und positiv
definite m x m Matrix. Die m-dimensionale Normalverteilung N, s hat die
Dichte

P () = 2m) (et ) exp (— Sa— )T (o - ).

Sei I die m-dimensionale Einheitsmatrix. Die m-dimensionale Standard-
Normalverteilung Ny 1 hat die Dichte

po.1(z) = (277)_m/2 exp ( - éx—rm) = (271')_7”/2 H exp(—x?/Q).

Das ist ein unabhéangiges Produkt, die Verteilung eines Vektors mit un-
abhangigen eindimensionalen standard-normalverteilten Komponenten. Die
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Kovarianzmatrix von Ny ist also I. Ist X standard-normalverteilt, so folgt
»12X + pu der Verteilung N 5 Also hat NV, s den Mittelwertvektor 1 und
die Kovarianzmatrix .

Ist ¥ symmetrisch und positiv semidefinit, so nennen wir weiterhin die
Verteilung von $'/2X + p eine m-dimensionale Normalverteilung. Sie lebt
auf einem affinen Teilraum von R™.

Fiir die Autokovarianz-Funktion eines schwach stationdren Prozesses gilt

Y(0) = E(Xo — p)* > 0,
[v(s)] = [E(Xs — p)(Xo — p)| < ~(0),
v(s) = (s,0) = (0, —s) = y(—5,0) = v(—s).

Definition. Eine Funktion v : Z — R heif3t positiv semidefinit, wenn

m
Z ai'y(ti — tj)aj Z 0
3,7=1

fir a; € R, t; € Z, m € N.

Satz 13 (Charakterisierung von Autokovarianz-Funktionen) Eine Funktion
v : Z — R ist Autokovarianz-Funktion einer schwach stationdren Zeitreihe
genau dann, wenn sie positiv semidefinit und gerade ist.

Beweis. Hinreichend. Sei v die Autokovarianz-Funktion einer schwach sta-
tiondren Zeitreihe. Setze a = (a1,...,am) , t = (t1,...,tm)"

Z=(Xy, —EXy,,.... X, —EX;,)".

Es gilt

m
0 < Var (aTZ) —a'EZZ"a = Z a;iy(ti — tj)a;.
ij=1
Notwendig. Sei vy positiv semidefinit und gerade. Zu t = (t1,...,t,)"
sei I'y die Matrix mit Eintrdgen ~(t; — ¢;). Dann ist I'; symmetrisch und
positiv semidefinit. Sei (X,,...,Xy,,)" verteilt wie Ny r,. Die Familie dieser
Verteilungen ist offensichtlich projektiv. Nach dem Fortsetzungssatz von
Kolmogorov is (X;) also ein zentrierter stationdrer Gaufischer Prozef mit

Autokovarianz-Funktion .

Definition. Ein Prozefl (Z;) heifit weiffes Rauschen mit (Mittelwert 0 und)
Varianz ¢ , wenn er ein schwach stationdrer Prozef mit EZ; = 0 und
7(0) = 02 und (t) = 0 fiir ¢ # 0 ist.
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Der Backshift B ist definiert durch BX; = X;_1.

Definition. Sei p,q € N. Setze o(z) =1 — p12 — -+ — 0p2” und ¢(z) =
14+ p1z+---+¢42?. Ein schwach stationérer Proze8 (X;) heifit ARMA(p,q),
wenn o(B)X; = ¢(B)Z; fir ein weiles Rauschen (Z;). Ausfiihrlich:

Xi—01Xp 1 — =Xy p=Zi + 0121+ + 0 Z—q.

Wir setzen gg = 1 und g = 1.

Beispiel. Fiir p = 0, also o(z) = 1 = 2°, ergibt sich der MA(q)-Proze8
Xt = gO(B)Zt Es gllt EXt = Z(JI’:O EZt_j =0 und

q—s

Cov (X5, X¢) = 0 Z PjPits = V(s).
j=0

Also ist (X) schwach stationdr mit Autokovarianz-Funktion v, und v(¢) = 0
fir |t] > q.

Beispiel. Fiir ¢ = 0, also ¢(z) = 1 = 2°, ergibt sich der AR(p)-Prozef
o(B)X; = Z;. Er ist nicht immer schwach stationdr. Fiir p = 1 ist er von
der Form X; = Z; 4+ 0X¢_1. Durch Iteration ergibt sich

m—1
Xy =Zi+ 021+ QQXtJ = Z OZi i+ 0" X .
j=0

Falls £ X; konstant ist und |g| < 1 gilt, folgt

m—1
. 2
| X=X o2y, = 1%l — 0, m— oo
§=0

Also gilt in Lo(P):
oo
X, => 7
j=0

Wir haben also eine MA(oco)-Darstellung fiir AR(1). Die schwache Statio-
naritdt ergibt sich wie im vorigen Beispiel. Umgekehrt ergibt sich wieder
die AR(1)-Darstellung:

Xe=Zi+Y 07 j=Z1+0Y 0% j1=Zi+0Xi1.
j=1 J=0
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Das gilt allgemeiner, und auch f.s.

Definition. Eine Zeitreihe (X;) heifit kausal, wenn

X = Zﬁth_j mit Z ‘19]‘ < 00.
j=0 j=0

Satz 14 Gilt sup E|X;| < oo und >_;2___ |U;| < oo, dann ist die Reihe

j==o0

IB)X, = > ;X

j=—o0

f.s. absolut konvergent. Gilt auch sup EX}? < oo, so konvergiert sie auch in
Lyo(P).

Beweis. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

(o] n o.]
E Z |Q9]”thj| nh_{IC}OE Z |19]||th]| < sup B| Xy Z |ﬁg\

j=—00 Jj=n Jj=—00

Also konvergieren Y22 |9;]|X;—;| und 9(B)X; f.s. Gelte sup EX? < oo.

j=—00

Firn >m > 0 gilt

2
B( Y 0Xiy) = Y 0idEXiEX
m<ljl<n m<il ljl<n

2
SsupEXtZ( Z |'l9j\> — 0, m,n— oo.
m<|j|<n

Also konvergiert nach dem Cauchy-Kriterium ¥(B)X; in Ly(P), also in
Wahrscheinlichkeit. Bezeichnet ¥(B)X; den f.s. Limes und S den Limes
in Lo(P), so gilt mit dem Lemma von Fatou

E(S —9(B)X,)? = E lim (S -y 19th,]>2
j=-n

< hnniigng(s - zn: 19th_]~)2 = 0.
j=-n
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Satz 15 Sei (Y;) schwach stationdr mit Autokovarianz-Funktion vy, und
gelte 372 |05 < 0o. Dann ist Xy = 9(B)Y; schwach stationdr mit EX; =
EY; Y 22 95 und Autokovarianz-Funktion

j=—o00

’yx(S): Z ﬁiﬂj’}/y(s—i-i-j).

1,j=—00

Beweis. Nach Satz 14 ist J(B)Y: f.s. absolut konvergent und in La(P)
konvergent. Also gilt

n [e.9]
EX; = lim 'Z 9,EY,—; = EY, 'Z 0,
j=-n J=—00

und
n
EXiys Xy = lim Z VidjEYts—iYi—j
i,j=—n
[o.¢]
= Y 0w (s —i+j) + (EV)?).
%,j=—00

Fiir vx ergibt sich

vx(s) = EXeroXe — (EX)? = ) 999w (s —i+j).

4,j=—00

Fiir Potenzreihen im Backshift-Operator gelten die iiblichen Rechen-
regeln. Ist ) |oy| < oo und ) |B;]| < oo und (X;) schwach stationér, dann
ist a(B)B(B)X; wohldefiniert, und es gilt

mit
[ee]

Oi= > Bii= Y B

1=—00 1=—00

Denn mit Z; =), oy—; und Y; = Zj BiXi—; gilt

Zy = Z % Zﬁth—i—j = Z%’ Zﬁj—iXt—j = Z (Zaiﬂj—i)Xt—j-
i j i j i

J
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Satz 16 Sei (X;) ARMA(p,q), und es gelte, daff die zugehorigen Poly-
nome o und ¢ keine gemeinsamen Nullstellen haben. Dann ist (X;) genau
dann kausal, wenn o keine Nullstellen auf der abgeschlossenen komplexen
Einheits-Kreisscheibe hat. Die kausalen Koeffizienten ergeben sich aus ¢ =

v/o.

Beweis. Notwendig. Sei o(z) # 0 fir |z2| < 1. Dann gilt o(z) # 0 fiir
|z| <1+ ¢; also gibt es eine Reihenentwicklung

1 Z‘” :
—_— . ] = 1 .
Q(Z) = 19]2’ 19(2)7 |Z’ <l+e

Insbesondere gilt ¥,(1 +/2)) — 0. Also existiert ein C' > 0 mit [J;] <
C(1+¢/2)77. Insbesondere gilt Y |9;| < co. Wegen 9(z)o(z) = 1 folgt mit
Satz 15:

X, = 0(B)o(B)X, = 0(B)p(B)Z:.

Hinreichend. Sei (X;) kausal, X; = ¢(B)Z;. Dann gilt
¢(B)Z = o(B) Xy = o(B)Y(B)Zt,

also ¢(z) = o(2)Y(z) fiir |2|] < 1, also p(z) # 0, falls p(2) # 0. Nach
Voraussetzung gilt also o(z) # 0 fiir alle |z| < 1.

Definition. Sei (X:) ARMA(p,q), o(B)X: = ¢(B)Z;. Dann heifit (X;)
invertierbar, wenn es 7; mit )72 [7;| < oo gibt, so daB§ Z; = 7(B)X;.

Satz 17 Sei (X;) ARMA(p,q), und es gelte, daf$ o und ¢ keine gemein-
samen Nullstellen haben. Dann ist (X;) genau dann invertierbar, wenn ¢
keine Nullstellen auf der abgeschlossenen komplexen FEinheits-Kreisscheibe
hat. Die Koeffizienten der inversen Darstellung ergeben sich aus m = o/ .

Beweis. Notwendig. Sei p(z) # 0 fir |z] < 1. Wie im Beweis zu Satz 16
gibt es eine Reihenentwicklung

1 =
o(2) - J';Oﬂjzj =9(z), |z[<l+e,

und ) |¥;] < oo. Mit Satz 15 folgt



Also gilt die inverse Darstellung mit 7 = Yo = o/¢.
Hinreichend. Sei (X;) invertierbar, Z; = m(B)X;. Dann gilt

o(B)Z; = o(B)m(B) X = m(B)p(B)Zt,
also o(z) = 7(2)p(z) fir |z| <1, also ¢(z) # 0 fiir |z| < 1.

Satz 18 Sei (X;) ARMA(p,q), und o habe keine Nullstellen auf dem kom-
plexen Finheitskreis. Dann gibt es eine eindeutige schwach stationdare Lo-
sung Z]Oi_oo V;Zi—j, und die Koeffizienten ergeben sich aus der Laurent-

Rethe

, 1
plz = Z V2 =9(z), o< |z| <.

Beweis. FEzistenz. Nach Satz 15 ist X; = 9(B)Z; schwach stationér, und
o(B)X, = o BYI(B)Z, = p(B) .

FEindeutigkeit. Sei (X;) eine schwach stationdre Losung von o(B)X; =
©(B)Z;. Nach Voraussetzung gibt es ein > 1, so daf§

1 > , 1
@: Z &zl =€(2), ;<‘Z‘<7’,

j=—o00

absolut konvergent ist. Es folgt

also Xy = 9(B)Z;.

12 Hilbertraume und Orthonormalsysteme

In C definiert xy ein inneres Produkt. Fiir x = a + ib gilt ||z]]* = 27 =
(a+ib)(a—1ib) = a®+b?. Sei H ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung
(-,-) : H? — C heiBt inneres Produkt, wenn fiir z,y,z € H und o € C gilt:
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Die zugehérige Norm ist definiert durch ||z|| = (z,z)'/2. Es gilt die Cauchy-
Ungleichung |(z,y)| < ||z]/||y||, mit Gleichheit genau dann, wenn x = 0 oder
y = 0, oder wenn z und y proportional sind. Die Cauchy-Ungleichung
impliziert, dafl das innere Produkt stetig ist. Fiir z,y € ‘H gilt

[z +yll < =l + lyll,

locz]| = fe [,
l]| =0,
|z]| =0 genau dann, wenn z = 0.

Ein komplexer Vektorraum H heifit Hilbertraum, wenn H abgeschlossen ist.
Sei H ein (komplexer oder reeller) Hilbertraum. Sei M eine Teilmenge von
H. Das orthogonale Komplement M~ von M besteht aus allen x € H mit
(x,y) =0 fir y € M.

Satz 19 M ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von H.

Beweis. Offensichtlich ist M* linear. Sei z, € M+ mit ||z, — z| — 0.
Dann gilt fiir y € M mit der Cauchy-Ungleichung

|(@n =2, y)| < [lzn — 2|yl =0,
also (z,y) = 0, also z € M.

Satz 20 Ist M ein abgeschlossener linearer Teilraum von H und x € H,
dann gibt es ein eindeutiges g € M mit

— 20| = inf ||z — y]|.
= =0l = inf [yl

Das Element g ist charakterisiert durch xo € M und x — xo € M=*.

Das Element zg heifit die orthogonale Projektion von z auf M. Im
folgenden schreiben wir dafiir Px oder Pyqx.

Beweis. Ezistenz. Setze d = infycaq [|[z—y/||. Es gibt y,, € M mit ||y, —z| —
d. Mit der Parallelogramm-Gleichung fiir y,, — « und y, — « gilt

2 2 2 2
0 < llym — gall® = —4] ="+ 20y = 21 + lym — 21

< —4d?% + 2(|lyn — xH2 + ||lym — $H2) — 0, m,n— oco.

Yt
2

Nach dem Cauchy-Kriterium existiert also ein z¢ mit ||y, — ol — 0.
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Eindeutigkeit. Sei x1 ebenfalls Projektion von x. Wie eben gilt

To + 1

2 2 2 2
0 < oo — a1 ——4H — |+ 2(llwo - 2 + o1 — ]2

< —4d® + 4d® =
Charakterisierung. Sei xg € M und z —zg € M. Dann gilt fiir y € M:
lz = ylI* = llz = zol|* + l|lzo — ylI* = [lz — zo*.

Gleichheit gilt nur dann, wenn y = xg. Sei umgekehrt xo € M und z — zg ¢
M. Wihle y € M mit a = (x—x¢,%y) # 0 und ||y| = 1. Definiere 21 durch
x—x =2 —x9— ay. (Dann ist ay die Projektion von x — xg auf den von
y aufgespannten Raum.) Es gilt

le — 211 = ||z = zol* + [af® — 2lal® = |z — wol* — |al*.

Definition. Sei {z;,t € T} C H. Der (abgeschlossene) Spann sp (x¢,t € T)
ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge, die {x;,t € T'} enthilt.

Der Spann von z1, ..., 2z, ist die Menge aller Linearkombinationen von
Z1,...,2m. FuUr x € H ist also die Projektion Pz auf den Spann von der
Form o'z und charakterisiert durch (x— alz, zj) =0fir j =1,...,m, also
(z,2) = (2,21, also a = (2,21 )" (z, 2), falls (z,2") positiv definit ist.

Definition. Eine Menge {e;,t € T} C 'H heifit Orthonormalsystem (ONS),
wenn (es,e;) = 1(s =t) fir s,¢t € T gilt.

Satz 21 Sei{ey,...,en} ein ONS und M sein Spann. Dann gilt fir x € H:

m

Pux =Y (x,¢))ej,

j—l

[ Pm]|* = Z’ T, )] %,

|z — Pyx|| < Hac — chej ,
j=1

mit Gleichheit genau dann, wenn c; = (x,e;) fir j=1,...,m.
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Beweis. Die erste Behauptung folgt aus obiger Bemerkung mit z; = e;, die
zweite durch Nachrechnen, und die dritte ist die definierende Eigenschaft
der Projektion. Nach Satz 20 gilt Gleichheit genau dann, wenn

m

m
chej = Pyz = Z(m, e;)e;.
j=1

Jj=1

Bildet man die inneren Produkte mit e;, ergibt sich die Charakterisierung.

Aus Satz 21 folgt die Bessel-Ungleichung
m
D l@ep) < |z

Jj=1

Definition. Ein ONS heifit vollstindig (Orthonormalbasis, ONB), wenn sein
Spann gleich H ist.

Definition. Ein Hilbertraum H heifit separabel, wenn es eine abzéhlbare
ONB gibt.

Satz 22 Sei {e;,j € N} eine ONB. Dann gilt:
1. Die endlichen Linearkombinationen der ONB sind dicht in 'H.
2. Firz € H gilt x =3 (x,¢e5)e; und ||z]|* =3 |(z, ¢)|?.
3. Fiir x,y € H gilt die Parseval-Gleichung (x,y) = > (x,€;)(ej,y).
4. Es gilt © = 0 genau dann, wenn (x,e;) =0 fir j € N.

Beweis. 1. Die Menge der endlichen Linearkombinationen bildet einen
linearen Raum. Sein Abschlufl enthalt die ONB, also auch ihren Spann
H.

2. Sei € > 0. Nach 1. existiert ein m und cy, ..., ¢, mit
m
Hx - Z(x, ejlejll <e
j=1



also
oo

r = Z(:r,ej)ej.

j=1
Fiir n > m folgt aus der letzten Ungleichung

lz* < ®+ > |z e
j=1
Aus der Bessel-Ungleichung folgt

9
Dol e < el
7=1

also Gleichheit.
3. Fir z,y € 'H gilt wegen der Stetigkeit des inneren Produkts

m

m m
(2.9) = lm ((wej)es, Y (wes)es) = lim 3 (w,¢5)(e,):
j=1 j=1

j=1

4. folgt aus 2.

13 Kovarianz-Funktion und Ordnung
linearer Zeitreihen

Sei (£, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei Z ein Zufallsvektor und
M(Z) die Menge aller Zufallsvariablen der Form f(Z) € Lo(P) fiir Borel-
mefibares f. Dann ist M(Z) ein abgeschlossener und linearer Teilraum von
Ls(P). Sei X € La(P). Dann ist der bedingte Erwartungswert E(X|Z) die
Projektion von X auf M(Z). Denn E(X|Z) ist in La(P) und F(Z)-mefibar,
also in M(Z), und nach Definition des bedingten Erwartungswerts gilt

E(X — E(X|Z)14=0, AeF(2),

also
E(X - E(X|2))f(Z) =0, [f(Z) e M(Z).
Wir schreiben E(X|Z) = E(X|M(Z)).
Definition. Sei M ein abgeschlossener linearer Teilraum von Ls(P), der die

Konstanten enthélt. Wir definieren den bedingten Erwartungswert E(X|M)
als Projektion von X auf M.
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Definition. Ein ProzeB (X;) heift MA(co), wenn er die Darstellung X; =
Y(B)Zy mit 3772 [¥] < oo und weilem Rauschen (Z;) hat.

Ein MA(q)-Prozel X; = ¢(B)Z; ist MA(co) mit ¢g = 1, 91 = @1, ...,

1y = g und ¢; = 0 sonst. Unter den Voraussetzungen von Satz 16 (aber
i.a. nicht unter denen von Satz 17) ist ein ARMA (p,q)-Prozefl auch MA (c0).

Satz 23 Sei (X;) schwach stationdr und zentriert mit y(s) = 0 fir |s| > q.
Dann ist (Xy) MA(q).

Beweis. Sei M; = sp(X;, X;_1,...) und MF = sp(Xy, Xy 1, .., Xt py1)-

Setze
Zy = Xt — Pm,_, Xy

Dann ist Z; € My N Mtﬁl. Fir s < t gilt Zs € Mg, also EZ;Z, = 0. Nach
Satz 21,1 und 22,1 gilt

HPMf,lXt — Py, Xill2 — 0, k— o0.
Also gilt wegen der schwachen Stationaritdt von (X;):
1Ze+1llz = [ Xe1 = PraeXeaallz = Hm [1Xepq = PygeXeal2
= lim [|[ Xy — Py Xilla = [[Xe = Prg, oy Xill2 = [ Zelo-
k—o0 t—1
Also ist (Z;) ein weifles Rauschen mit 02 = || Z;||3. Es gilt
Mt—l = Ssp (Zt—17 Xt—27 v ) = Sp (Zt—17 s Zt—Q7 Xt—q—17 v )7

also ist M;_1 die orthogonale Summe von M;_q_1 und sp (Z¢_1,... Zi—q).
Wegen 7(s) = 0 fiir |s| > ¢ gilt X; L M;_41, also

q
Py, Xt = Pap (2,1, 2 ) Xt = o2 Z E(XiZi—j)Z—j.
j=1

Die Koeffizienten ; = 072F(X;Z;_;) hiingen nicht von t ab. Es ergibt sich
Xi=2Zi+ Py, Xie = o(B)Z;
mit p(2) =1+ @12+ -+ @g2l.
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14 Spektralverteilung stationarer Prozesse

In diesem Kapitel sei (X;) ein komplex-wertiger Prozefl auf (Q, F, P) mit
E|X;|? < oo, und er sei schwach stationiir, das heifit jetzt, da EX; und
EXt+SXt nicht von ¢ abhéngen. Die Autokovarianz-Funktion ist definiert
durch
Y(s) = EXyy s Xy — EXy s E X

Es gilt v(0) > 0, |v(s)| < v(0) und 7(s) = J(—s), d.h., v ist hermitesch.
Wie Satz 13 beweist man: Eine Funktion v : Z — C ist Autokovarianz-
Funktion einer schwach stationdren (komplexen) Zeitreihe genau dann, wenn
sie hermitesch und positiv semidefinit ist, also

m
Z%Vt —tr)ar >0
Jisk=1

ﬁirajE(C,tjGZ,meN.

Wir beginnen mit drei Beispielen fiir Spektraldarstellungen.

1. Sei A eine komplexe Zufallsvariable mit A = 0 und EAA = o2, Sei
A€ (—m, 7] und Xy = Ae™™. Dann gilt FX; = 0 und EXyy,X; = 0267’8)‘
Also ist (X;) schwach stationédr mit Autokovarianz-Funktion

1(s) = [ erdr ()

wobei I die Verteilungsfunktion des EinpunktmafBes o2d) ist.
2. Seien A, B unkorrelierte komplexe Zufallsvariable mit A = B, EA =
EB=0und EAA = ¢%. Sei A € (—7, 7] und

Xt — Aeit)\ +B€—it)\
Dann gilt

X = AcostA +iAsintA + Bcos(—tA) + iBsin(—t\)
= (A+ B)costA+i(A — B)sintA.

Wegen A = B ist A+ B reell und A — B imaginir, also X; reell. Es gilt
EXy Xy = 02(eis>‘ + e*iS)‘) = 202 cos SA.

Also ist (X;) schwach stationédr mit Autokovarianz-Funktion
~v(s) = /eis“dF(u),

47



wobei F' die Verteilungsfunktion von o2(dy + &_) ist.
3. Fir —m < A\ < --- < A\, = 7 und unkorrelierte komplexe Zufallsvari-
able A(\1), ..., A(\y) mit EA(N;) =0 und EA(Nj)A();) = 02 sei

Z A zt/\

(Dieser ProzeB ist reell, wenn A(\y,) reell ist und A; = —X,,—; und A(\;) =
A(Ap—j) fiir j =1,...,m gilt.) Es gilt EX; =0 und

m
EXtJrth == O'2 Z €ZS>\j .
j=1

Also ist (X3) schwach stationdr. Seine Autokovarianz-Funktion 1aft sich

schreiben als y(s) = [ e**dF (u) mit Verteilungsfunktion
= > A3 = *#{5 = Ay <wl.
Aj<u

Satz 24 (Herglotz) FEine Funktion «y : Z — C ist positiv semidefinit genau
dann, wenn

~v(s) = / eSUdF(u), s€Z,
(=]
mit F' rechtsstetig, nichtfallend, beschrankt, F'(—m) = 0.

Die Funktion F' heifit Spektralverteilungsfunktion von -y; falls eine Dichte
existiert, heiflt sie Spektraldichte.

Beweis. Notwendig. Hat v die obige Darstellung, so gilt

Z a;y(t; —ti) ak—/ Z ajake dF( )

j,k=1 7,k=1

m
_ § it
_/‘ aje J
j=1

2
dF(u) >0

Also ist v positiv semidefinit.
Hinreichend. Sei ~y positiv semidefinit. Fiir m € N und u € (—m, 7| setze
1 - 7z]u zku 1 —iju
fm( = > (m—il)e 7" ().

27rm 2mm -
Jk=1 ljl<m

48



Da ~ positiv semidefinit ist, ist f,, nichtnegativ. Sei F;, die zugehorige
Verteilungsfunktion. Es gilt fiir |s| < m:

™

/6isudFm(u) - % Y- |j|/m)'y(j)/ D = (1= |s|/m)y(s).

lil<m o

Insbesondere gilt F,(7) = v(0). Nach dem Satz von Helly gilt F,,, = F fiir
eine Teilfolge, also [ e™“dF(u) = 7(s).

Eine Funktion v mit der Darstellung aus Satz 24 ist offensichtlich her-
mitesch. Also ist v Autokovarianz-Funktion eines schwach stationdren Pro-
zesses genau dann, wenn sie diese Darstellung hat. Man kann zeigen, dafl F'
durch v eindeutig bestimmt ist.

Satz 25 Seivy:Z — C mit Y |y(s)| < co. Dann gilt

1(s) = [ ) du

mit

Beweis. Mit Fubini gilt

/eisuf(u) du = % t;mfy(t) /7r =gy = ~(s).

—T

Satz 26 Sei vy : Z — C mit > |y(s)| < oco. Dann ist v Autokovarianz-
Funktion eines schwach stationdren Prozesses genau dann, wenn

[e.9]

flu) = 5-

5 e_isufy(s) >0, —-nm<u<m,
7r

S§=—00

und f ist dann die Spektraldichte.

Beweis. Hinreichend. Sei v Autokovarianz-Funktion. Dann ist 7 positiv
semidefinit. Es gilt

0< fm — % i —mu )ezku
= S [iDe ) — fu), m oo
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Aus Satz 25 folgt, dafl f Spektraldichte von -y ist.
Notwendig. Sei f > 0. Nach Satz 25 gilt

2 (s) = / €15 F (1) du = /(_M] ¢ (u),

wenn F' die Verteilungsfunktion von f bezeichnet. Nach obiger Bemerkung
ist also v eine Autokovarianz-Funktion.

Satz 27 Sei (Y;) schwach stationdr und zentriert mit Spektralverteilungs-
funktion Fy, und sei ) |9;| < co. Dann ist X; = ¥(B)Y; schwach stationdr
und zentriert mit Spektralverteilungsfunktion

Fx(u) = /( ]\ S e

j==o0

2
dFy(v). —wm<u<m,

Beweis. Wie in Satz 15 zeigt man, dafl (X;) schwach stationdr und zentriert
ist mit Autokovarianz-Funktion

1x(s) = Z 996y (s —j + k).

j,k’:—OO

Mit der Spektraldarstellung fiir vy ergibt sich

:/ i Wje v i DpeFe U dFy (u)
(_

] Jj=—00 k=—o00
00
:/ elsu Z ﬁjeflju
(771—771-} ]

Jj=—00
Also ist Fx die Spektralverteilungsfunktion von vx.

2
dFy (u).

Satz 28 (Spektraldichte einer ARMA (p,q)-Zeitreihe) Sei (Z:) ein weifles
Rauschen mit Varianz o®. Sei (X;) ARMA(p,q), o(B)X; = ¢(B)Z;. Es
gelte, daf die Polynome o und ¢ keine Nullstellen auf dem komplexen Ein-
heitskreis haben. Dann hat (X;) die Spektraldichte

2m |o(exp(—iu))]
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Beweis. Nach Satz 18 gibt es genau eine schwach stationére Losung X; =
¥(B)Z; mit ¥ = ¢/p, und ) |¥;| < co. Nach Satz 27 hat (X;) eine Spek-
traldichte. Satz 27 fir V; = o(B) X = ¢(B)Z; liefert

fv () = |o(exp(—iw))[* fx (u) = |p(exp(—iu))|*f2(u).

Mit p(exp(—iu)) # 0 folgt die Behauptung.

15 Spektraldarstellung stationarer Prozesse

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Lg(P) der Raum der kom-
plexen Zufallsvariablen darauf. Bezeichne (X,Y )y = EXY das innere Pro-
dukt und || X2 = (E|X|*)¥/? die zugehorige Norm.

Definition. Ein komplexer Proze Z(u), —m
orthogonalen Inkrementen (OIP), wenn Z(u)
und

< u < 7, heiit Prozel mit
€ Log(P) fir —m <u <

(Z(w) = Z(w), Z(x) — Z(w))2 =0, —m<u<v<w<z<m,
| Z(w+t)—Z(u)|a—0, t]l0, —7w<u<m.
Satz 29 Fiir einen OIP Z definiert
F(v) = F(u) = | Z(v) = Z(w)l3, u<wv,
eine Verteilungsfunktion; sie ist durch F(—m) = 0 eindeutig festgelegt.

Beweis. Insbesondere gilt F(u) = || Z(u) — Z(—7)|3. Fiir v > u gilt wegen
der Orthogonalitat der Inkremente

F(v) = Z(v) = Z(u) + Z(u) = Z(~7)|3 = F(u).
Die Rechtsstetigkeit von F' folgt aus der von Z.

Sei Z ein OIP und F' die zugehorige Verteilungsfunktion. Bezeichne
Fo C La(F) die Treppenfunktionen der Form

m
/= ijl(ujwﬂ]’ T =g <t < Ul = T
=0

Setze

/ Faz =" f(Z(uja) - Z(uy)).
j=0
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Wie iiblich zeigt man, dafi der Operator f — [ fdZ von Fy nach Lo(P)
wohldefiniert und linear ist. Wir zeigen, dafl er das innere Produkt erhélt.

Seien
m

m
f= Z fjl(uj,uj+1}7 9= Zgjl(ujﬂtﬁﬂ’
i=0

J=0

mit einer gemeinsamen Partition dargestellt. Dann gilt

([taz. [9az), =3 ra Zusr) - 2l
= " 130, (F(uz) — Fw)) = [ f9F = (7.9)1.00)

Fo ist dicht in den stetigen Funktionen. Die stetigen Funktionen sind dicht
in Lo(F'). Wie iiblich 148t sich also das Integral stetig auf La(F’) fortsetzen.
Die Fortsetzung ist linear und erhélt das innere Produkt. Aus EZ(u) = 0
folgt E [ fdZ = 0. Wir haben insbesondere gezeigt: Ist Z ein OIP und F
die zugehorige Verteilungsfunktion, so ist der Prozef3

X = /eit“dZ(u), teZ,
schwach stationar und zentriert mit Autokovarianz-Funktion
Y(s) = EXpy s Xy = /eiS“dF(u).

Wir zeigen nun umgekehrt, dafl jeder zentrierte schwach stationdre Pro-
zef} eine solche Spektraldarstellung hat. Sei (X;) ein schwach stationérer
zentrierter Prozefl mit Spektralverteilungsfunktion F. Bezeichne Hy die
Linearkombinationen der X;, t € Z, und Ky die Linearkombinationen der
e, t € Z. Das sind lineare Teilriume von Lo(P) und La(F). Setze

m m .
T(3a%,) =Y age.
j=1 j=1
Der Operator T von Hy nach K ist wohldefiniert: Gelte

1> aix, - Y ey,
j=1 k=1

=0.
2

92



Dann gilt mit Satz 24
m n 2
[7(Xaix.) -T(X b))
— Ly (F)
7j=1 k=1
m n
— / ajeisju - Z bkeitku
(77‘-77"] =1 k=1

J

= B> a;X,, - Y Xy,
j=1 k=1

2
dF(u)

2
=0.

Insbesondere ist 7" linear. Auflerdem erhalt 7' das innere Produkt:

(T< ansj)’T(;kat’“))Lg(F)

ajl_)k (eisf', eit’“')

NE

1

<.
Il

Lo(F)

.
Il
_

I I
NERNNGE
ST

a;by, / et F (y)
(_ﬂ"ﬂ—]

—
bl
=

Il
NERD
3 |

H
i
I

m n
Cijk(ng ) th)Q = ( Z an5j7 Z katk)Q'
j=1 k=1

.

Also ist T ein Isomorphismus von Hy auf K.

Ko ist dicht beziiglich der sup-Norm in den stetigen Funktionen f :
[r, 7] — R mit f(—n) = f(m), also dicht in Lo(F'). Bezeichne H den Ab-
schlul von Hg in Lo(P). Der Operator T 1aft sich wie folgt stetig zu einem
Isomorphismus von H auf La(F') fortsetzen. Sei Y € H und Y,, € Hy mit
|Y, — Y]l2 — 0. Dann ist Y,, Cauchy. Weil T" ein Isomorphismus ist, ist
TY, Cauchy in Ly(F'). Definiere TY als Limes von TY,. Die Fortsetzung

ist wohldefiniert, linear und erhélt das innere Produkt. Wir haben also
folgendes Resultat.

Satz 30 Sei (X;) ein schwach stationdrer und zentrierter Prozefl mit Spek-
tralverteilungsfunktion F'. Dann existiert genau ein Isomorphismus T von
sp (X¢,t € Z) auf Lo(F) mit

TX;, =ev, tel.
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Satz 31 Sei (X;) ein schwach stationdrer und zentrierter ProzefS mit Spek-
tralverteilungsfunktion F'. Der Prozef

Z(u) = Tﬁll(,mu}, —nm<u<m,

ist ein OIP; die zugehorige Verteilungsfunktion ist F.

Beweis. Es gilt Z(u) € sp (X4, t € Z) C Lao(P). Fir -n <u<v<w<
z < 7 gilt mit Satz 30:

(Z(v) = Z(u), Z(x) — Z(w))2 = (L(uw]s Liwa]) La(F)

/ 1(u,v]1(w,:p} dF = 0.
(77“77]

Fir —7m < u <wv < 7 gilt mit Satz 30:

1Z(0) = ZW)I3 = 11 (u)ll7,r) = F0) = F(u).

Also hat Z Verteilungsfunktion F' und ist insbesondere rechtsstetig.

Satz 32 Sei (X;) ein schwach stationdrer und zentrierter Prozefy mit Spek-
tralverteilungsfunktion F. Dann existiert ein OIP Z mit

1Z(w) = Z(=m)ll3 = F(u), -m<u<m,

X, :/ e™dz(u), te.
(=]

Beweis. Sei Z der Prozefl aus Satz 31. Fir f € Fy gilt

[ 102 =3 1y((w0) - 200y
- Z fj (T_ll(—ﬁ,uﬂ-ﬂ - T_ll(—w,u]-]) = T_lf.

Das gilt auch fiir f € Lyo(F'), da Fy dicht in Lo(F') ist. Mit Satz 30 folgt

X, =Tt = / etdz.
(77‘.771-]
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16 Vorhersage stationarer Prozesse

Sei (X¢) reellwertig, schwach stationdr und zentriert mit Autokovarianz-
Funktion v. Wir beobachten Xi,...,X,, und wollen X, ; vorhersagen.
Setze

M, =sp(Xp,...,X1).

Der Prdadiktor von X, 41 ist die Projektion in Ly(P) von X,,41 auf M,,, also
P, Xn1 = E(Xp41| Xn, ..., X1).

Mit X,, = (X,,,...,X;1) und untenstehendem Lemma 10 ergibt sich nach
Kapitel 12:
Prg, Xns1 = o, X,
mit
Qp = (Xn7 X;Lr)z_l(Xn—i-h Xn)2 = P;Ll'}’na
wobei I'pij = v(i — j) und v, = y(j) fiir 4,5 = 1,...,n sei. Der mittlere
quadratische Fehler ist

E(Xn1 — P, Xns1)? = E(Xpi1 — 70 051 X0)2 = 4(0) — 4, T .

Lemma 10 Gilt v(0) > 0 und y(s) — 0 fir s — oo, so ist I'y, positiv definit
fir n € N.

Beweis. Indirekt. Sei I',, singuldr. Dann existiert ein r, so daf3 I', nicht
singular ist und X, = E;zl a; X, wegen der Stationaritat also X, s =
Z§:1 a;jXjis—1. Fiir n > r gilt also X,, = a, X, mit a, = (an1, ..., an) "
und X, = (X1,...,X,)7", also v(0) = a, I'a,. Schreibe I, = PAPT mit
PPT = I, und A = diag (\1,..., ;) mit 0 < A\; < --- < \,.. Es folgt

Y(0) = Ma, PP an =M Y ah;.
j=1
Andererseits gilt
7(0) = Cov (X, a, X,.) < Zanj’y(n — 7).
j=1
Da die ay; beschrankt sind und ~(s) — 0 fiir s — oo, ergibt sich ein Wider-

spruch gegen ~v(0) > 0.
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Der (m-Schritt-)Pradiktor von X4, ist analog

P, Xotm = EXpim| Xn, ..., X1) = a) X,
mit

Qn = (XmXZ)Q_l(Xn—i-mv Xn)2 = F;l,%(lm)’
jetzt mit 77(:]’,‘) =y +m-1).

17 Schatzen des Mittelwerts
und der Autokovarianz-Funktion

Sei (X;) reellwertig und schwach stationadr mit Mittelwert © und Autokova-
rianz-Funktion 7. Ein erwartungstreuer Schatzer fiir p ist das Stichproben-

mattel
1

=) X

Satz 33 Es gilt

Varp— 0, wenn ~y(s) — 0,
nVar fi — Z'y(s), wenn Z |7(s)| < 0.

SEZL SEZL
Beweis. Es gilt
1 n
Varj =~ > Cov(Xi, Xj) =D (1—Isl/n)r(s) < Y (s)l-
3,j=1 [s|<n [s|<n

Daraus folgt die erste Behauptung. Gilt ), |v(s)| < oo, so liefert der Satz
iiber die dominierte Konvergenz die zweite Behauptung.

Satz 34 Sei X = p+ 9(B)et, und seien & i.i.d. und zentriert mit Varianz
o?. Es gelte Y., [9;] < oo und > jezVj # 0. Dann gilt

JEZ
n'?(fi = p) = No,r2
mit

7%= 2’7(8) = UQ(ZQ?S)Z'

SEZL SEZ
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Die Form der Varianz ergibt sich aus Satz 15. Ein Schétzer fir v(s) fir
0<s<mnist

1 n—s

A(s) =~ > (Nigs = 1) (Xi — ).

=1
Setze 4(—s) = (s) und fmj =4 —j) furi,j = 1,...,n. Es gilt I, =
TTT/n mit n x 2n Matrix
0 .. X1 — [ . X, —
Tr=| : :
0 Xy—p - Xn—f 0
Also ist f‘n positiv semidefinit. Das ist der Grund, warum mit 4(s) mit 1/n

statt 1/(n — s) normiert wird.
Ein Schétzer fiir die Autokorrelation o(s) = v(s)/v(0) ist

o(s) = 4(s)/4(0).

Satz 35 Sei X; = p+ 9(B)et, und seien &, i.i.d. und zentriert mit Varianz
o? und endlichem vierten Moment. Es gelte > jez U] < oo. Setze g5 =

0(1),...,0(s)" und o5 = (8(1),...,0(s))". Dann gilt
n'2(ps — 0s) = Now
mit

Wij = (ols+i)ols + 5) + ols — i)o(s + j)
SEL

+20(i)0()*(s) — 20(i)e(s)e(s + j) — 20(j)e(s)e(s +1)).
Beweis. Brockwell und Davis (1991), Section 7.3.

18 Schatzer fiir die Parameter

von AR(p)-Prozessen
Sei p(z) =1 — 012 — -+ — 0pzP und (X;) der AR(p)-ProzeB o(B)X; = Z,
mit weiem Rauschen (Z;) mit Varianz o2. Bezeichne v die Autokovarianz-
Funktion von (X;). Es gelte o(z) # 0 fur |z|] < 1. Nach Satz 16 ist (X;)

kausal und hat die MA(oco)-Darstellung Xy = ¢(B)Z; mit ¢ = 1/p. Ins-
besondere gilt EX;_;Z; = 0 fiir j > 1, also die Yule-Walker-Gleichungen

Tpo =", o>=7(0)—0 .
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mit 0 = (01,...,0p)" und v, = (y(1),...,7(p))". Daraus ergeben sich die
Yule—Walker-Schitzgleichungen fiir o und o2,

Lo =4, 62=4(0)-2"%,

also mit Lemma 10 die Yule—Walker-Schdatzer

e=Ty"%, 0 =30 =5 1,5

Satz 36 Sei (X;) der AR(p)-Prozef3 o(B)X; = &, und seien &y i.i.d. und
zentriert mit Varianz 0. Gelte o(z) # 0 fiir |z| < 1. Dann gilt

nl/Q(@ -0) = NO’O.ZF;I und &% — 0® in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Brockwell und Davis (1991), Section 8.10.

19 Schatzen der Spektraldichte
stationarer Prozesse

Sei (X¢) ein komplexer schwach stationédrer Proze mit Mittelwert x und ab-
solut summierbarer Autokovarianz-Funktion v. Nach Satz 26 ist die Spek-

traldichte 1

Fu) = 5= 3¢y ()
SEZL
Ein naheliegender Schétzer ergibt sich, wenn ~ durch die empirische Auto-
kovarianz-Funktion 4 aus Kapitel 17 ersetzt wird (fiir |s| < n, und fir eine
endliche Anzahl von Frequenzen u). Das resultierende sogenannte Peri-
odogramm ist jedoch nicht konsistent; erst eine geeignete Glattung fithrt zu
einem konsistenten Schitzer. Die Beweise der folgenden Sétze finden sich in
Brockwell und Davis (1991), Chapter 10.
Die Fourier-Frequenzen sind w, = 27r/n fir r in

Fo={reZ:w, € (—mn} ={-[(n—-1)/2],...,[n/2]}.

Setze .
e, =n"1/2 (e“"’“, e emwT) , rel,.

Fiir u,v € C™ setze
n
(u,v) = D uydy, lull = (u,u)2.
j=1
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Es gilt

1 < ..
(er,ep) = — Ze”(‘”r’wr) =1
n
j=1

und, fiir r # s,

1 . 1— ein(wr—ws)
_ o iwrmws) - T
(er,€5) = neZ Wy —t ooy = 0.

Also ist {e,,r € F},} eine ONB fiir C". Jedes x € C" hat die Darstellung

n
Tr = E Qe
r=1

mit

n
ar = (z,e,) = n~1/?2 E xje T,

J=1

Die Folge a,, r € F,,, heifit diskrete Fouriertransformation von x.

Periodogramm von z ist definiert durch

n
.. 2
T(r) = lanl? = |, = [n712 3 jeiier
7j=1
Es gilt
n n
21> = (@, en) = I(wy).
r=1 r=1
Setze
1 n 1 n—s B
p=—> X A= - (K =X — @), 520,
j=1 j=1

Weil v hermitesch ist, setzen wir 4(—s) = 4(s). Es gilt 1(0) = n|j|?.
Lemma 11 Fir w, # 0 gilt

I(w,) = > e ™rq(s).

[s|<n
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Beweis. Nach Definition gilt

1 <& o
Iw,) =~ Z Xje er Xy ether
" =
Fiir w, # 0 gilt Y77, e”er = Y70 | efr = 0, also

n

37X — @)Kk — e iURer = $7 emisers (),

Jik=1 |s|<n

IHwy) =

1
n

Im folgenden sei (X;) reellwertig. Der Beweis von Lemma 11 zeigt, da8
wir die Zentrierung mit ji auch durch die mit p ersetzen diirfen. Es ergibt
sich die Darstellung

n—|s|
i 1
I(w,) = Z e zswrﬁ Z (Xjgs — 1)(X;5 — ).
[s|<n Jj=1

Wir setzen das Periodogramm wie folgt auf [—m, 7] fort. Fir u > 0 sei u*
der Fourier-Koeffizient w, mit w, —7/n < u < w, +7/n. Setze I(u) = I(u*)
und I(—u) = I(u). Das Periodogramm ist asymptotisch erwartungstreu.

Lemma 12 Sei (X;) schwach stationdr mit Mittelwert p und absolut sum-
mierbarer Autokovarianz-Funktion ~v. Dann gilt

EI(0) — nu? — 27 £(0),
El(u) — 2rf(u), wu#0.
Beweis. Nach Satz 33 und 26 gilt
EI(0) —nu® = nVar i — Z’y(s) =27 f(0).
sEL

Fiir w > 0 und n hinreichend grof} gilt «* > 0. Also gilt mit Satz 25:

n—|s|
BI(w) = BI(w) = Y e 1S B(Xj1s — w)(X; )
[s|<n Jj=1
=) e = [s|/n)y(s) = Y e y(s) = 2 f(u).
[s|<n SEL

Nach Satz 27 hat ein linearer Proze X; = 9¥(B)Z; mit absolut sum-
mierbaren Koeffizienten die Spektraldichte fx(u) = [9(e”™)|?fz(u). Ein
dhnlicher Zusammenhang gilt nidherungsweise fiir Periodogramme.
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Satz 37 Sei X; = ¥(B)ey, und seien e, i.i.d. und zentriert mit endlicher
Varianz. Es gelte ZjeZ |9 < co. Fiir die Periodogramme Ix und I. setze

T, = Ix(wr) — ‘ﬂ(eiiwr)‘st(wr)-

Dann gilt max,cp, E|T,| — 0. Gilt zusdtzlich
max,cp, E|T:|*> = O(n™1).

jez |j|1/2’19j‘ < 00, so gilt

Das Periodogramm ist asymptotisch erwartungstreu, aber die Streuung
geht asymptotisch nicht gegen 0.

Satz 38 Unter den Voraussetzungen von Satz 37 gilt: Ist die Spektraldichte
positiv und 0 < up < --- < Uy, < 7w, dann konvergiert (I(u1),...,I(uy))"
in Verteilung gegen einen Vektor unabhdingiger exponentialverteilter Zufalls-
variablen mit Mittelwertvektor 2r(f(uy), ..., f(um))'.
Unter der Zusatzvoraussetzung von Satz 37 gilt
Var I(u) = 2(2m)2f%(u) + O(n~?), w=0,T,
Var I(u) = (2n)2f2(u) + O(n™Y?), e (0,7),
Cov (I(u), I(v)) = O(n™"),  |wr| # |wsl,
gleichmdfig in r, s.
Nach Satz 38 sind I(w,), r =1,...,[(n—1)/2], asymptotisch unabhéngig
mit Mittelwerten 27 f(w,). Aus der Darstellung der Spektraldichte f in Satz
25 fiir schwach stationdre Prozesse mit absolut summierbarer Autokovari-

anz-Funktion folgt, dafl f stetig ist. Wir erwarten also, dal ein “Kern-
schitzer” aus den “Beobachtungen” I(w,) konsistent ist. Setze

flon =5 3 w()nss)
ls|<s
mit S — oo, S/n — 0 und
w(s) =w(—s), w(s)>0, Z w(s) =1, Z w?(s) — 0.
|s|<S |s|<S

Der diskrete Spektraldichteschitzer ist f(u) = f(u*).

Satz 39 Unter den Voraussetzungen und der Zusatzvoraussetzung von Satz
37 gilt:

Ef(u) = f(u), wuel0,],
2f%(u), u=ve{0,n},

; ov Au AU — 2U uUu="7v ™
Sz o S = £ uove o)
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20 Effiziente Schatzer im AR(1)-Modell

Sei Xy = ¥X;—1 + € ein AR(1)-ProzeB, und seien ¢ i.i.d. und zentriert
mit endlicher Varianz ¢? und positiver Dichte f. Diese Zeitreihe ist eine
Markov-Kette (der Ordnung 1) mit Ubergangsverteilung

Q(z,dy) = f(y — vz)dy.

Die Kette ist irreduzibel und aperiodisch.
Im folgenden gelte || < 1. Dann ist die Kette positiv Harris-rekurrent.
Es gilt 1 — 9z # 0 fiir |2| < 1. Nach Satz 16 hat (X;) die kausale MA (00)-

Darstellung
oo
Xt = z ’19j€t7j.
=0

Das liefert eine Darstellung fiir die stationdre Verteilung m von X;. Aufler-
dem ergibt sich EX; = 0 und die Autokovarianz-Funktion von (X3) fiir s > 0
als

~v(s) = Cov (Xpys, Xy) = Z 9 Beyys_jer g, = o 202j+5 = ¥°(0).
7,k=0 j=0

Das folgt natiirlich auch aus dem allgemeinen Satz 15 oder durch Einsetzen
der AR(1)-Darstellung. Die Autokovarianz-Funktion ist absolut summier-
bar.

Seien Xy, ..., X, Beobachtungen des AR(1)-Prozesses. Im folgenden
sehen wir uns die Schéitzer aus den Kapiteln 1618 fiir diesen Spezialfall an.

Vorhersage. Sei M,, =sp(X,,...,X1). Der Pradiktor von X,,1; ist die
Projektion

Pr, Xnv1 = E(Xp1|Xy) = EWX0 + en11| X)) = 9X,,.
Fiir die Ordnung 2 ergibt sich
Prt, Xnt2 = P, Patyy iy X2 = 9P, X1 = 92X,

und fiir die Ordnung m ergibt sich Pag, Xy = 9™X,. Das mufl mit
Kapitel 16 tibereinstimmen. Dort erhalten wir

1 9 .. gt 9"
19n.—1 1971:—2 1 ﬁm-&:n—l
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Fiir o, = (9™,0,...,0)" ergibt sich I',or, = vém), also tatséchlich

Prg, Xngm = o) X, = 9™ X,.

Schiatzen der Autokovarianz-Funktion. Wegen F X; = 0 ist ein Schét-
zer fiir y(s) fiir 0 < s < n gegeben durch

1 n—s
H(s) = =Y XirsXs.
=0
Es gilt
1 — R R 1 n—s+1_
Z(Xi+8 ,U)(Xz - ,U') = 7<3> i Z(Xi-‘rs + Xz) + n 2
=0 =0

Der Schétzer ist also dquivalent zu dem aus Kapitel 16.

Schéatzer fur ¢. Ein Schéitzer fiir ¥ ist der Kleinste-Quadrate-Schatzer
(LSE), das Minimum von Y 1 ; (X;—9X;_1)?, also die Losung der Martingal-
Schétzgleichung > | X;1(X; —9¥X;_1) = 0, ndmlich

dps = Yo Xi X;
S X7

Das ist der Yule-Walker-Schétzer 4(1)/4(0) aus Kapitel 18. Es gilt die
Martingal- Approximation

. V2 X e I
n2(Wpg —0) = T Zﬁlle;l L= ~(0)"tn/2 Z Xi—1€i + o0p(1).
n 1= 1— =1

Aus Satz 7 oder Satz 11 folgt

n'? (Vs —9) = Nog2/4(0)-
Das ist das Resultat von Satz 36 fiir p = 1.

Schiitzer fiir 02. Die kausale Darstellung und die AR(1)-Darstellung
ergeben

02 = Fe? = EXyey = EX? —9EX; X1 = v(0) — 9y(1).
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Ein Schitzer fiir o2 ist
6° =4(0) — Irsi(1) = 7(0) —3(1)*/4(0).
Das ist der Yule-Walker-Schéatzer aus Kapitel 18.

Lokale asymptotische Normalitdt. Der AR(1)-Prozef ist mit (9, f)
parametrisiert. Setze ¥y = ¥ + n~ Y2t fir t € R und fuu(z) = f(2)(1 +
n~1/2u(z)) fiir u aus der Menge U der beschréinkten Funktionen in Lo o(f)
mit Feu(e) = 0. Der lokale Parameterraum ist dann R x U. Unter (U, fru)
hat die Kette die Ubergangsverteilung

Qntu(fl:a dy) = fnu(y - ﬁntx) dy.

Wir nehmen an, dal f endliche Fisher-Information hat. Das heifit, f ist
absolut stetig, und die f.s. Ableitung f’ erfiillt I = Ef%(¢) < co. (Die Fisher-
Information ist die fiir die Lageparameter-Familie von Dichten fy(z) = f(z—
9).) Dann ist Qp, Hellinger-differenzierbar mit Ableitung

D(t,u)(z,y) = tal(y — 9z) + u(y — 9z)

in
H = {h € L270(7T®Q) :Qh = 0},

denn
/f(y — dx)al(y — V) dy = = / fW)i(y) dy = xEl(e) = 0,
[ 1= vayuty — o2y dy = [ Fwuty) dy = Eue) o

Die Kette ist geometrisch V-gleichmiBig ergodisch fiir V(z) = (1 + |z])?,
also stark stabil, also gilt fiir die stationdren Verteilungen

HWntu - 7THV — 0.

Sei P, die Verteilung von (Xj,...,X,) unter (¢, f) und Py, die unter
(Onty fru)- Setze Appy, = log dPpy,/dP,. Nach Satz 9 gilt LAN,

_ = 1
Ao = 07237 DI w) (X1, X) = 5 ID(E ) + 0p(1),
=1

mit '
D(t, u)(X,'_l, XZ) = tXi_lg(Ei) + u(sz)
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Es gilt ) .
EX;_1l(ei)u(e;) = EXi—1El(g;)u(e;) = 0.

Also sind X;_14(g;) und u(g;) orthogonal, und D(R x U) ist eine orthogonale
Summe aus den Vielfachen von z¢(y — Jz) und den Funktionen u(y — ¥x)
mit v € U. Insbesondere zerféllt die LAN-Norm in eine Summe von Normen

ID(t,u)|3 = PEX?EC(e) + Bu®(e) = *y(0) + ||ul},

wenn wir fiir die Norm auf Lo o(f) schreiben:

Jul} = [ @) f(e) do = Eul ().
Das zur LAN-Norm gehorige innere Produkt zerfallt ebenfalls:

(D(t,u), D', u")) = tt'v(0)] + (u,u')s.

Adaptivitat. Sei k ein reellwertiges Funktional des Parameters (¢, f).
Der kanonische Gradient von x ist im Abschlufl von D(R x U), also von der
Form

g0(z,y) = tozl(y — Vz) + uo(y — V=)
mit tg € R, ug € U™ und

02 (5Ot fru) — K9, £)) — ttoy(0) + (u,uo)f, t € R,ueU.

Héngt s nicht von f ab, so héngt die linke Seite nicht von u ab, es muf also
u = 0 gewahlt werden. In den Modellen, in denen wir f kennen, reduziert
sich das innere Produkt auf (D(t,u), D(t',u’)) = tty(0)I. Es ergibt sich also
der gleiche kanonische Gradient wie im obigen Modell. Wir kénnen also x
asymptotisch so gut schétzen, als ob wir f kennten. Solche Funktionale
heien adaptiv. In unserem Modell sind also alle Funktionale von ¥ und
analog alle Funktionale von f adaptiv beziiglich des anderen Parameters.

Ein effizienter Schétzer fiir J. Der kanonische Gradient fiir x(9, f) =9
ergibt sich mit ug = 0 aus

n2 (0 — 9) = t = ttey(0)1.
Es ergibt sich tg = v(0) 7171, also
go(z,y) = ~(0) I al(y — Vo).
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Die Varianz ist [|go[|2 = (0)~'I~'. Die Varianz von 915 ist 02/7(0). Es
gilt

0= == [uf)dy+ [+ f+ )y
durch Ableitung nach z = 0 also

0= [ fw)dy+ [uf @y =1~ E=i(e),

mit der Cauchy-Ungleichung also 1 < ¢2I. Also ist U1g nur effizient, wenn
E(:U) proportional zu x ist, also wenn £ normalverteilt ist.

Waire f bekannt, so ergabe sich ein effizienter Schéatzer als Maximum-
Likelihood-Schétzer, also als Maximum von ) log f(X; — 9X;_1) bzw. als
Losung der Martingal-Schétzgleichung

1< :
k(9) =~ > Xil(X; —0Xi1) = 0.
=1

Ist ¢ () proportional zu z, so ist das wieder der Kleinste-Quadrate-Schétzer.

Das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle einer Funktion
k(9) iteriert ¥ — 9 — k(9) /K (9). Wir wenden es auf den Startwert 7 an,
der gegen die Nullstelle konvergiert, brauchen deshalb nur einen Iterations-
schritt. Die Ableitung

1 <& ..
k/(ﬂ) = - ZXz‘zflg(Xi —9X;1)
=1

ersetzen wir durch den Erwartungswert —y(0)EZ(¢) = —v(0)I. Dann liefert
das Newton—Raphson-Verfahren bei bekanntem f den Schéatzer

. 1 & . .
Ors +~(0)" 1 1%ZX1'—1€(X1' — Vs Xi-1),
i=1

der dquivalent zum Maximum-Likelihood-Schétzer ist. Da wir f nicht ken-
nen, miissen wir v(0), I und ¢ durch Schitzer ersetzen, also f durch einen
Kernschiitzef f , der auf den Residuen &; = X:, —9 s X;_1 beruht, f’ durch
f', 0 durch ¢ = —f'/f, I durch I = (1/n) 3 £2(¢;) und (0) durch den em-
pirischen Schiitzer 4(0) = (1/n) Y. X2 ;. Man kann zeigen, siche z.B. Koul
und Schick (1997), da8

. 141 n 2 ~
Y =1dps+4(0)71 lg ZXiflf(Xi —VrsXi-1)
i—1
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die Einflulfunktion gg hat, also effizient ist.

Die folgenden beiden Tricks konnen beim Beweis helfen.

1. Sample splitting: Man verwendet eine (wachsenden) Anteil der Stich-
probe fiir ¥ und den Rest fiir f .

2. Diskretisierung: Man ersetzt ¥ durch den néchstliegenden Punkt eines
Gitters, dessen Schrittweite von der Ordnung n~=1/2 ist.

Ein effizienter Schéatzer fiir Fk(c). Sei k € Lao(f). Wére 9 bekannt,
hétten wir fiir Fk(e) den empirischen Schétzer (1/n) > k(e;), der auf i.i.d.
Beobachtungen beruht. Wegen Fe = 0 ergébe sich ein verbesserter Schatzer

—Zk ZEZ gZ)nZ&;

& i=1
mit Einflufunktion
Eck(e)
Be? ©

Fiir i.i.d. Beobachtungen €1, ...,&, mit Fec = 0 ist das lokale Modell durch
fou(x) = f(2)(1 + n~Y2u(x)) gegeben, und wegen Ee = 0 mufl Ecu(e) = 0
gelten, also ist U der lokale Parameter-Raum. Der kanonische Gradient
von Fk(e) ergibt sich durch Projektion der EinfluBfunktion k — Ek(e) des
empirischen Schiitzers auf U~ als ug(z) = k°(x). Also ist der verbesserte
Schéatzer effizient.

Im AR(1)-Modell ergibt sich wegen der Adaptivitéit der kanonische Gra-
dient von Fk(e) genauso:

E%(2) = k(z) — Ek(e) —

n1/2</l~c(ac)fm(m) d — /k(:r)f(ac) dr) = (k,u); = (wo,u)y, weU.

Die Einflufunktion ist jetzt ug(y — Jz). Weil wir ¥ nicht kennen, schétzen

wir Ek(e) mit
.1 Z” Ly 2 Eik(8) 1 Z” .
KR = Ei::l k(gl)—Té?ﬁ E;.

i=1
Falls k geeignet differenzierbar ist, erhalten wir mit &, —¢; = —(1§ Ls—X;—1
I, oy 1 ¢ / ~1/2
- Z; k(&) == Z k(ei) — (s — 9)~ ;Xi_lk (gi) + 0p(n~1/?)

= LS ke oyt
=1
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letzteres wegen n'/2(9pg — ) = Op(1) und EX; 1k'(g;) = 0. Die Voraus-
setzung Fe = 0 hat also den Effekt, dafl die Ersetzung von ¢; durch é; den
Schétzer fir Ek(e) nicht verdndert. Er hat also wieder die Einfluffunk-
tion up(y — Yx) und ist effizient. Insbesondere haben wir keinen effizienten
Schatzer fiir 9 gebraucht.

Effiziente Schatzer fiir bedingte Erwartungswerte. Es gilt
Pr, Xn+1 = E(Xp41]Xn) = 9X,.

Ein Schitzer fiir den Pridiktor ist also 9X,. Der Pridiktor ist zufallig.
Damit wir asymptotische Verteilungen und Effizienz studieren kénnen, be-
trachten wir das Problem, bedingte Erwartungswerte gegeben einen festen
Wert X,, = w zu schitzen. Damit das Problem nichttrivial wird, betrachten
wir bedingte Erwartungswerte von Funktionen k(X,41) statt von X, 41.
Fiir eine reellwertige Markov-Kette mit Ubergangsverteilung Q(z, dy) und
Ubergangsdichte q(z,y) gilt

k= Bk Xo = w) = [ K)atw,y) dy

Ist p(z) die stationdre Dichte von Xy und pe(x,y) die von (Xp, X1), so gilt
q(z,y) = pa(x,y)/p(z). Sind p und po (Kern-)Schitzer fiir p und pe, so
erhalten wir als Schétzer fiir k den nichtparametrischen Schéatzer

= oo [ (o g)dy

Seine Konvergenzrate héngt von der Bandweite ab. Insbesondere ist sie
hochstens so schnell wie die von p(w), also langsamer als n=1/2,
Im AR(1)-Modell gilt

E(k(Xps1)|Xp = w) = BE(k(0Xn + ni1)| Xn = w) = Ek(e + dw).

Der bedingte Erwartungswert ist also ein gewohnlicher. Wére 9 bekannt,
ergabe sich ein effizienter Schétzer als

1 & > eik(e; + Yw)
— k(e; ) — i
- ;:1 (e +Dw) o E &

Wir haben beim Schétzen von Ek(e) gesehen, dafl sich asymptotisch nichts
andert, wenn ¢; durch &; ersetzt wird. Aber Ek(e + Jw) héngt auch von
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ab. Es ist iibersichtlicher, allgemeiner das Schiitzen von Eky(e) zu betrach-
ten. Sei ky geeignet in ¥ differenzierbar, mit Ableitung ky. Wir schreiben
Eky(e) = [ ko(z)f(z) dx und erhalten

nm( [ o) mata)da = [ ko(a) (@) o)
— tEkﬂ(g) + (u, k‘r@)f, teRuel.

Der kanonische Gradient go(x,y) = toxl(y — 9z) 4+ ug(y — 9z) ergibt sich
also als Losung von

tE/;Lg(é“) + (u, kﬁ)f = ttoy(0)I + (U,UQ)f, teR,uel.
Das liefert mit Projektion von ky auf U~

Ekﬁ(é‘)
Y(0)I

Als Schétzer fiir k = Fky(¢) nehmen wir

=1

Eé‘kﬂ(ﬁ)x

uo(a:) = kg(l') - Ekg(E) B Ee2

tg =

:M—‘

Wir wissen schon, dafl sich asymptotisch nichts dndert, wenn wir &; durch
g; ersetzen. Auflerdem gilt

25Z (€;) — Eeky(e).

Wir brauchen nur noch die stochastische Entwicklung
1 « 1 « A l; 1y
- > kyle) = - Zkﬁ(si) + (0 —9)~ > ka(ei) + op(n7?)
i=1 ' i=1
- Z ko(gi) + (0 — 9)Eky(e) + op(n~1/?).
Insgesamt erhalten wir
h—k= Zuo (gi) + (0 — 9)Eky(e) + 0p(n~1/?).

Also ist & genau dann effizient, wenn ¥ effizient ist.
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Von-Mises-Statistiken. Als Vorbereitung fiir das Schitzen bedingter
Erwartungswerte hoherer Ordnung betrachten wir das Schétzen von Er-
wartungswerten x(f) = Eh(e1, e2) aufgrund von unabhéngigen Beobachtun-
gen €1,...,&, mit Dichte f. Der naheliegende Schétzer ist der empirische
Schétzer, die von-Mises-Statistik

1 C
= ﬁ Z h(ei,c?j).

ij=1
Wir haben schon in Kapitel 4 gesehen, daB mit f,,,(z) = f(z)(1+n"?u(z))
fiir beschrénktes u € Lo o(f) LAN gilt:

g 1
Apy =112 Zu(ez) - 5”“”? + op(1).
=1

Ist h € La(f ® f), so gilt

! (5 fu) = K(F))
= n1/2 // 2, Y) frou(@) fru(y) de dy — //f y) dx dy)
/ [ 1) (ula) + ulw) + 0 Puleyuly) 1) £(0) do dy

(u, b1 + ha) g+ O(n~'/?)

/h 5 )f(y) dy = E(h(e1, 22)[e1 = ),

ha(o) = [ iy, f(0) dy = Elh(er,20)fe2 = )
Der kanonische Gradient ergibt sich durch Projektion von hi+hg auf Lo o(f):
UQ:El—i-BQ, Er:hr—Ehr(E).

Wir zeigen, dafl die von-Mises-Statistik diese Einfluflifunktion hat. Wie bei
der Hoeffding-Zerlegung setzen wir

m(z,y) = h(y,z) — hi(z) — ha(y), h=h — Eh(e1,e2).
Dann gilt

b= 3 heneg) = wl) + - S (a(e) + iy Z
ij=1 i=1 =1
= w(f) + - S () + aler)) + Opfn ).
=1
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Also ist die von-Mises-Statistik effizient.

Schatzer fiir bedingte Erwartungswerte hoherer Ordnung. Sei
k€ La(f). Es gilt

B(k(Xny2)| X = w) = B(0Xms1 + np2) [ X = )
E(k(ﬁQXn +Veny1 + 5n+2)|Xn = w)
= FE(k(ept1 + enta + 19211)) = Fhy(e1,e2)

fiir hy(z,y) = k(Y + y + 9?w). Wir betrachten das allgemeinere Problem
des Schétzens von

k(0. ) = Ehy(er,e2) = / / o, y) (2) () de dy.
Wir erhalten

n1/2(f'f('l9nt; fnu) - 5(197 f))
= 0250, fuu) — 60, £)) + 02 (5(Ons, £) = (0, £)) + 0(1)
— (u, hy1 + hg2) f + tEhg(e1,e2), tE€Ruel,

wobei ].?/19(./13, y) die Ableitung von hy(x,y) nach ¢ bezeichnet, Der kanonische
Gradient ergibt sich durch Projektion von hyy + hgs auf U~ mit

Ehﬁ(&l 62)
uy = hy, + hYy, to= ——

Wir schétzen Ehy(e1,e2) mit

N U
KR = E Z h@(é‘i,Ej).
2,7=1

Wir haben gesehen, daf sich asymptotisch nichts &ndert, wenn wir €5 durch

€x ersetzen. Wir erhalten die stochastische Entwicklung

n

kR—k(V, f) = %Z(flm(fi) + hya(ei)

i=1

. 1 <. B
+(ﬁ_0)ﬁ E ho(ei, ) + op(n~?).
i,j=1

71



Es gilt
1 <. . .
e} Z hy(ei,ej) = Ehy(e1,€2) + op(1).
ij=1

Falls o effizient ist, liefert der zweite Term der Entwicklung von & den richti-
gen Anteil der effizienten EinfluBfunktion. Im ersten Term miifite aber
hgl + th statt hgy + hgo stehen. Der Schétzer # ist also nicht effizient.
Wir haben die Information Ee = 0 noch nicht verwendet. Das konnen wir
jetzt nachholen. Es gilt

Echyy(e) = Fchyy(e) = Fe1hy(e1,e2),
Echyy(e) = Eehya(e) = Eeghy(er, e2).

Also korrigieren wir & wie folgt:

N 22
n Zi:l &5 n i=1

1 A ~ A A
a7 i i+ Ehy(Ei65) 1 z”:&

Schitzer fiir Fk(X). Sei k € Lo(m). Fiir nichtparametrische Markov-
Ketten ist der empirische Schétzer (1/n) > k(X;) fur 7k = Ek(X) asymp-
totisch linear mit Einfluifunktion Ak und effizient; siehe Satze 10 und 12.

Es gelte die Nebenbedingung mh = Eh(X) = 0 fiir ein h € Lo(7). Dann
ergibt sich fiir jedes ¢ € R ein neuer Schétzer fir Ek(X),

1 n
- > (k(X5) = ch(X).
i=1
Er hat die Einflufunktion Ak — cAh, also nach Satz 7 die asymptotische
Varianz 7 ® Q(Ak — cAh)?. Sie wird minimiert fiir
c=7® QAk Ah/T ® Q(AR)? = a/b.
Es gilt wie in Kapitel 9 mit Eh(X) = 0:

a=1®QAk Ah = Ek(X)h(X) + i Ek(Xo)h(X,) + i Ek(X,)h(Xo).
s=1 s=1

Ein empirischer Schéatzer fiir a ist




Ein empirischer Schéatzer fiir b ist analog

b= L3 n0) 123 S R,
=1 s=1 =1

n—s=*“

Dabei wachst m langsam mit n. Es ergibt sich der Schatzer

mit Einfluifunktion go = Ak — (a/b) Ah und asymptotischer Varianz

2

7 ® Qg =1 ® Q(Ak)? — 2%a+ Z—Qb
B , (7 ®QAk Ah)?
=@ QMR = S ARy

Das lokale Modell ist Q. (, dy) = Q(z, dy)(1 + n~'?u(z,y)). Dabei ist u
beschrankt, Qu = 0 und wegen der Nebenbedingung auch

0= n1/2(7rnuh —7h) = 7 ® QuAh.
Der kanonische Gradient fiir 7k = Fk(X) ergibt sich aus
nl/z(ﬂnuk —7k) — ™ ® QuAk

als Projektion von Ak auf den Raum der u, also wieder als gg. Also ist &
effizient unter der Nebenbedingung wh = 0.
Im AR(1)-Modell kénnen wir schreiben:

Ek(Xt) = Ek‘(ﬁXt_l + 5t)-
Als Schitzer bietet sich eine von-Mises-Statistik an:
1 n
5 D kXt ¢)).
ij=1

Wegen Fe = FX = 0 kann er noch verbessert werden. Er ist dann noch
nicht effizient, denn X;_; kann wiederum durch ¥.X;_s+e¢_1 ersetzt werden.
Durch Iteration:

Ek(X;) = Ek(i Wst_j).
=0
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Das kann durch eine von-Mises-Statistik wachsender Ordnung geschétzt wer-

den:
ok 5 (S

B1yeeytm=1
Dabei wachst m langsam mit n. Der Schatzer kann wegen Fe = 0 noch
verbessert werden und ist dann effizient, wenn ¢ effizient ist.

Schiatzer fiir die stationare Dichte. Wir haben schon erwahnt, daf
die Dichte p der invarianten Verteilung 7 einer reellwertigen Markov-Kette
durch (Kern-)Schétzer p geschétzt werden kann, deren Rate aber schlechter
als n~1/2 ist. Im AR(1)-Modell gilt nach Definition der invarianten Vertei-

lung
v = [ £~ v2)p(a) da
Als Schétzer fiir p(y) ergibt sich die lokale von-Mises-Statistik

ny 0X;) ZKb — & —0X;)

1,5=1

— / fy — 92)p(z) d

Das 1483t sich wie beim Schétzen von Ek(X) iterieren,
— [[ 1= 991 - vulplw) do du
— [[ 1= o= 0 f@p(w) de du

und ein Plug—m—Schatzer

und schliellich
p(y) = /f(y — iﬁjxj) ﬁ fx)dej = Ef<y _ iﬁjgj)_
Jj=1 j=1 j=1

Die Dichte kann also durch eine lokale von-Mises-Statistik wachsender Ord-
nung geschatzt werden:

n

= > f(y—iéjéij)
j=1

il:---vimzl

:nim Z :LZKb(y—éz—leéjéZ])
j=

i1, im=1 i=1
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Dabei wachst m langsam mit n. Der Schétzer kann wegen Fe = 0 noch
verbessert werden und ist dann effizient, wenn ¢ effizient ist.
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