MUSTERLOSUNG ZU BLATT 8

Aufgabe 36:
T—p 2
a) Sei X ~ N, 2, d.h. X hat die Dichte f(z) = \/;? e~ In den Rechnungen

wird an den mit ,,&” gekennzeichneten Stellen die Substitution y = *==£, dy = %dx

2
benutzt. Da e~z die Dichte der Standardnormalverteilung ist, gilt

1
V2T

[ee] 1 y2
1 — e zdy =1.
(1) /_OO or y

Wer diese Eigenschaft nicht benutzen will, der kann das einfach nachrechnen:

00 2 2 . +y © 27
(/ e_2dy) = / / :/ e‘?rdr/ dy
—00 0 0
- ( —%) ‘ = 2.
0

Nun zur Berechnung des Erwartungswertes:

z—1)2
EX = / %dm

1
= / (oy + u) ce” 7 dy

2
Yy

* 1
— 2 d + / - . 6_7d .
\/27/ v 0o V21 Y

=A

2
Fiir den Term A kann man benutzen, daf die Funktion h : y — ye~ = die Eigenschaft
h(—y) = —h(y) besitzt. Daher gilt

o 2
2) A= [Cyetay-o
2
Alternativ kann man verwenden, daf die Funktion y — ye~z die Stammfunktion
2 2 100
—e~'7 besitzt. Auf diese Weise folgt ebenfalls A = —e~ 'z = (. Insgesamt erhélt
man also
gx "M,
Fiir das zweite Moment rechnet man:
o 1 _e=w? g [ 1 v2

E(X?) = / z? ce 207 dx—/ oy + e 2 dy

=L e oy +u) V=




Der mit I bezeichnete Term léfst sich mit partieller Integration umformen zu

7 (—y) 2" + 2/00 1 2,
= s {—y)e g - e .
V2T Y oo —oo V2T Y

Da die Exponentialfunktion starker wéchst als jede Potenz, ist der erste Term gleich
Null. Mit (1) folgt, dak I = ¢ Mit (1) und (2) ergibt sich also

E(X?) =0+ 4.
Demnach gilt fiir die Varianz
Var(X) = E(X?) — (EX)? = 0® + 1i* — p* = 0%

b) Benutze an den mit * gekennzeichneten Stellen die Substitution y = 2, dy = éd:v
und an den mit ** gekennzeichneten Stellen die Eigenschaft I'(b + 1) = bI'(b).

& 1 < 1 & .
EFX = / T b lemadr = —/ 2Pe " adx
0 0

abT(b) abT(b)
* 1 OO b~y __a X b1 —y
= G J, e =g [ ey
— W-F(anl)gm-bF(b):ab.

& 1 z 1 & <
E (X2) = / 22— b leTadr = / 2"le adr
0 0

atT'(b) atT'(b)
* 1 /Oo(ay)b+1€_yady _ a_2 /OO y(b+2)_16_ydy
abF(b) 0 F(b) 0
= 2 rp+2)= i (b+ 1)T(b+1)
-~ T(b) - T(b)
Kk (12

= (b+ 1)bI(b) = a®b* + a?b.

Aus beiden Rechnungen ergibt sich die Varianz

Var(X) = F (X?) — (EX)? = a®V + a®b — a*b* = a®b.

Aufgabe 37: )
a) Benutze zur Berechnung der Verteilungsfunktionen die Aquivalenzen
(3) min x; >r<Vi=1,...,n: ;> x
1<i<n
und
(4) max v, <zr e Vi=1,...,n: z; <z
1<i<n

2



Damit folgt

1<i<n

Fy(x) = PY<az)=P (min X, < x)

= 1—P<minXi>a:)

1<i<n
= 1-P(Xi>w,...,X, > )
et [P > w)
i=1

= 1-JJ[t-PXi<a)|=1-(1-F()"

i=1 )

Ahnlich ergibt sich

Fz(l’>

P(ZSx)zP(maxXigx)

1<i<n

—~
=

= PX;<ux,...,X,<u1)

unabh. & n
=[] PG <o) = (F()"
I

b) Da nach den Voraussetzungen aus Aufgabenteil b) gilt F(z) = [ f(t)dt, ist F
sogar differenzierbar mit F'(x) = f(x). Damit sind auch Fy und F, als Verkettungen
differenzierbarer Funktionen differenzierbar. Nach Satz 13.3 sind dann Fj, bzw. F7
Dichten von Y bzw. Z. Man errechnet

fr(@) = Fy(z) = —n- (1= F(2))""" - (= f(2)) = nf(z)(1 = F(z))"™
fz(x) = Fy(z) = n(F ()" f(2).

Aufgabe 38:
Von den 1.000.000 Wahlern sind noch n = 999.000 unentschieden. Sei €2 die Menge
aller Wahlausgénge. Definiere fiir w € (2

X,(w) 1, falls Wahler ¢ fiir A stimmt
i\W) = .. R . .
0 , falls Wéhler ¢ fiir B stimmt

Die Zufallsvariablen X; sind offensichtlich B; ,-verteilt und unabhangig. Nach Ka-
pitel 11 ist die Zufallsvariable S, = > | X; also B,, ,-verteilt. Sie gibt an, wie viele
unentschiedene Wahler fiir Kandidat A stimmen. Nach Aufgabe 33 gilt £S,, = n-p =
499.500 und Var(S,) = np(1 — p) = 249750. Kandidat A hat eine Mehrheit, wenn

er mehr als 500.000 Stimmen erreicht. Es fehlen ihm also noch mehr als 499.000
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Stimmen. In der nun folgenden Rechnung sei Z eine Ny ;-verteilte Zufallsvariable.

P(S,, > 499.000)

P(S,, —np > —500)

g

P (n_1/2 z":

=1

Sn_np

U -
np(1 = p) )

P(Z > —-1)
1—-P(Z<-1)
o(1)

Tabelle

~

1—®(—1) = 0,8413.

Kandidat A wird die Wahl also mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 84% gewinnen.

Aufgabe 39:

a) Beh.: Wenn f stetig in p ist, dann gilt f (237" X;) — f(p) in W.
Beweis. Nach dem GGZ (Satz 14.7) und der Definition der stochastischen Konver-

genz (Kapitel 16) gilt

%iXi_’ﬂ in W.

=1

Sei ¢ > 0 beliebig. Da f stetig in
|f(x) — f(u)| < e. Also folgt

[ (i) v

Man erhélt folgende Abschéitzung:

 ist, existiert ein 6 > 0 mit |[x — p| < 0 =
> Xi—u zé}

1
> ¢ C —
n <
1=1
1
C —
n <

0 < P f(%Z&)—f(u) >a>
=1

< P f(%ZXz)—f(u) Zs>
i=1

< P %;Xi—u >5>ﬂ>o.

Daraus folgt die Behauptung.

b) Beh.: Wenn f stetig differenzierbar in y ist, dann gilt

n1/2 <f <% ZXZ> — f(u)) = NO,(f/(#))zoz.
=1

Zusatz: Flir obige Aussage reicht es aus, f lediglich als differenzierbar in p voraus-

zusetzen.
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Beweis. Aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes (Satz 15.1) gilt

n

P <a <n~l/? Z(Xz —p) < b) =55 Nog2(a,b) Va < b.
i=1
Mit der absteigenden Stetigkeit des W-Mafles P erhalten wir

Fx(b) — Fx(a) = P (a <n Py (X - p) < b) 7%, Nog2(a,b] Va < b.
i=1
Fiir a — —oo folgt daraus

Fx(b) == Ny42(—00,b] VbeR.
Mit der Definition der schwachen Konvergenz (Kapitel 16) ergibt sich also

n

n!/? Z(Xz — 1) = Noo2.
i=1
Dies ist die Aussage, die in der Literatur unter dem Stichwort ,Zentraler Grenzwert-
satz” angegeben wird. Zitiere nun fiir den ersten Teil den Beweis bzw. die Aussage
von Bemerkung 16.6 mit a, = n'/2, L 3" X, anstatt X,, und ¢ = p.

Gehe fiir den Zusatz folgendermaﬁennvor:

Da f in pu differenzierbar ist, ist die Funktion
f@)—f(w)
D ris / T—p , L 7& H
flw) e=p
stetig in u. Es gilt

1/2 - X, | = =Dl = X. | -nt2( = X, —
denn fiir die w mit £ 3" | X;(w) = p steht auf beiden Seiten Null, fiir die w mit
i Xi(w) # p gilt

RS f (G2 Xiw)) — f(w)
? (E;Xi(w)) B (%é?zl Xi((cj))—u -

Durch eine Nullergénzung erhilt man also

n

oo (s(155) ) = s

=1

+ (D (% ZX> - f’(u)) Ty (X = ).

Mit dem ZGWS (Satz 15.1) leitet man wie oben her

Fln™2> (X5 = 1) = No e
i=1
Insbesondere gilt nach Bemerkung 16.3

n

WY (X = ) = O,(1).
=1 5



Auferdem folgt mit a)

zlr—‘

(i) e

dh. D (23" X;) — f'(1) = 0p(1). Mit Beh. A.1 aus dem Anhang ergibt sich also

<D (% Z)Q) - f’(u)) n2Y (X = p) = 0p(1).

i=1

Die Behauptung folgt hieraus mit Lemma 16.4 (Slutsky). O

Aufgabe 40:
Beh.: Es gilt unter den genannten Voraussetzungen

(HX) — e =1 in W.

Beweis. Schreibe

1
[ 6% POy IOng'.

(HX> _elog e 1X)

Definiere Y; := log X;. Dies sind weiterhin Zufallsvariablen, die unabhéngig und
identisch verteilt sind (vgl. Beh. A.2 im Anhang). Man errechnet

¢ 1 1 .1
EleElogXI:/1 logx-e_ldxze_l (xlogzr —x)|| = 1

Um das Gesetz der groften Zahlen anwenden zu konnen, muft man nachrechnen, daf
die Varianz der Y; endlich ist. Dazu reicht es schon zu zeigen, dafs das zweite Moment
endlich ist:

1 1

¢ e €—2
E(Y?) :/1 (logz)? - 6_1dx: P (x(logx)Q—Q(xlogx—x))‘l =

e—1

Mit dem Gesetz der grofsen Zahlen (Satz 14.7) und der Definition der stochastischen
Konvergenz (Kapitel 16) ergibt sich

1 n
— ZlogXi — Elog X; in W.
" v

__1

e—1

Da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt mit Aufgabe 39)a) bzw Prop. 16.5

1
(HXZ> _>€:11 in W.
i=1



ANHANG
Beh. A.1: Wenn X, = O,(1) und Y,, = 0,(1), dann gilt X,,Y;, = 0,(1).

Beweis. Seien € > 0 und o > 0 beliebig. Nach Vorraussetzung existiert ein ¢ > 0, so
dak P(|.X,| > ¢) < £ fiir schlieflich alle n, d.h. es gibt ein n; € IN, so daf fiir alle n >
ny gilt P(]X,| > ¢) < 3. (Es kann sein, daf dieser Zusatz in der Vorlesung gefehlt
hat.) Andererseits existiert nach Voraussetzung und der Definition der Konvergenz
reeller Zahlenfolgen ein ny € IN, so daf fiir alle n > ny gilt P(]Y,| > £) < 2. Fiir
n > max{nj,ny} kann man also abschétzen

P(X,Y,| > ¢)
- P(IX, Y| > £, X0 <)+ P(1X,Y,| > &, [ Xo| > ¢)
< P(|Xn||yn| > €, |Xn| §0)+P(|Xn| >C)
{|Xn|-|Yn|>e}C{c|Yn|>e} e
< P(ym > X, gc) + P(|X,] > ¢)
C
< P (%] > =) + P(1X] > <)
C
S.0. Q Q
< L2
= g Tg=¢

Mit der Definition der Konvergenz reeller Zahlenfolgen erhélt man

Ve >0: P(|X,Y,| >¢) =0,

was aber nach Kapitel 16 gleichbedeutend ist mit X,,Y,, = 0,(1). O

Beh. A.2: a) Sei X eine Zufallsvariable und f : R — R eine mefsbare Funktion,
dann ist auch f o X eine Zufallsvariable.
b) Seien Xj, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen und f; : R — R mefsbare Funk-
tionen (i = 1,...,n), dann sind die Zufallsvariablen f; o X; (i = 1,...,n) ebenfalls
unabhéngig.

Beweis. a) Sei B € B! beliebig. Wegen

(Fox)'(B) = x(7'(B) " "
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ist foX :Q — R melbar und damit eine Zufallsvariable.
b) Seien By, ... B, € B! beliebig. Es gilt

P(fioX,€By,...,fn0X, €B,)
= P((fioX1) {(Bi)N...0 (fnoX,) " (Bn))
- P(XT(fiH(B) N0 X (£,1(B)))
= P(Xy€ fi'(By),...,Xn € £, (Bn))

s TP (X e 7(B)
e e
= IIP(ex) @)

=1

Daher sind die Zufallsvariablen f; o X; unabhéngig.



