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6. Seien Ω abzählbar unendlich und F die Menge aller Teilmengen von
Ω. De�niere µA = 0 für A endlich und µA = ∞ sonst.

a) Die Mengenfunktion µ ist additiv, aber nicht σ-additiv.
b) Der Grundraum Ω ist Limes einer aufsteigenden Folge von Mengen An

mit µAn = 0.

7. Die o�enen Teilmengen von R sind Borel-messbar.
Bemerkung: Wenn wir das System der o�enen Teilmengen von R mit O be-
zeichnen, dann gilt sogar σ(O) = B.

8. Seien Ω abzählbar und F die Menge aller Teilmengen von Ω, die end-
lich sind oder endliches Komplement haben.

a) Das Mengensystem F ist eine Algebra, aber keine σ-Algebra.
b) De�niere µA = 0 für A endlich und µA = 1 sonst. Die Mengenfunktion

µ ist additiv, aber nicht σ-additiv.

9. Seien Ω beliebig und F die Menge aller Teilmengen von Ω. De�niere
µA = #{ω : ω ∈ A} für A ⊂ Ω.

a) Die Mengenfunktion µ ist ein Maÿ, das Zählmaÿ.
b) Ist Ω unendlich, so gibt es eine Folge von Mengen An ↓ ∅ mit

lim
n→∞

µAn 6= 0.

10. Sei µ ein endliches Maÿ auf einer σ-Algebra F . Seien A1, A2, . . . ∈ F
mit An → A. Dann gilt

µAn → µA.


