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16. Fiir jede Abbildung f : 2 — Q' einer Menge €2 in eine Menge ' und
jedes Mengensystem & C P(Q) zeige man:

FHo(€) =a(f ().
17. Sei (2, F) ein beliebiger Mafraum. Definiere fiir jedes A € F

(A) 1 ,fallswe A
Ew =
0 sonst ,

das sogenannte Dirac-Maff im Punkt w. Seien weiterhin wy,ws,... € €,
ay,as,... > 0und f : @ — R eine messbare Abbildung. Wann ist f be-
ziiglich des Makes p := Y7, aje,,, integrierbar? Berechnen Sie in diesem

7=1
Fall juf.
18. Sei (92, F,u) ein Makraum und ¢ : [0, ) (0,00) aufsteigend.
Dann ist ¢ : ([0,00), BN [0,00)) — ((0, ),B 0,00)) messbar. Fiir eine

Borel-messbare Funktion f gilt zudem

pllfl = a) < —=pl(p o |f]).

ola)

19. Definition 1: Gegeben sei ein Mafraum (€, F, u). Eine Menge N C
2 heift eine p-Nullmenge, wenn N € F und p(N) = 0 ist.
Definition 2: Es sei E eine Eigenschaft derart, dass fiir jeden Punkt w € 2
definiert ist, ob w diese Eigenschaft besitzt oder nicht. Wir sagen ,,u-fast alle
Punkte w € Q) besitzen die Eigenschaft E* oder ,F gilt p-fast iberall auf ),
wenn es eine y-Nullmenge N gibt, so dass alle Punkte w € N¢ die Eigenschaft
E besitzen.
Sei nun f eine nichtnegative Borel-messbare Funktion auf dem Raum (€, F).
Zeigen Sie, dass dann gilt:

puf =0« f=0 p-fast tiberall.
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20. a) Sind fi, fo, ... nichtnegativ und Borel-messbar, so gilt

Uan:Z,ufn-

b) Sei f eine Borel-messbare Funktion. Zeigen Sie, dass f genau dann
integrierbar ist, wenn |f| integrierbar ist.

¢) Sind f und g Borel-messbar mit |f| < g, und ist g integrierbar, dann
ist auch f integrierbar.



