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31. Sei (X1, . . . , Xn) ein Zufallsvektor mit λn-Dichte f : Rn → R, d.h. die
induzierte Verteilung P (X1,...,Xn) ist stetig mit λn-Dichte f (vgl. Aufgabe 25).
Dann hat jedes Xi eine λ1-Dichte fi. Auÿerdem sind in diesem Fall X1, . . . , Xn

genau dann unabhängig, wenn gilt f(x1, . . . , xn) = f1(x1) · . . . ·fn(xn) für λn-
fast alle (x1, . . . , xn) ∈ Rn.
Hinweise: 1. Es gilt Bn = B1 ⊗ . . .⊗ B1 und λn = λ1 ⊗ . . .⊗ λ1 (mit jeweils
n Faktoren).
2. Für einen Maÿraum (Ω,F , µ) und µ-integrierbare Funktionen f und g gilt:∫

A

fdµ ≤
∫

A

gdµ ∀A ∈ F ⇒ f ≤ g µ-fast überall.

32. Sei p ≥ 1. Gelte Xn → X in Wahrscheinlichkeit mit X ∈ Lp. Ferner
gebe es ein Y ∈ Lp, so dass |Xn| ≤ Y für alle n. Dann gilt auch Xn → X in
Lp.

33. Sind X1, X2, . . . Zufallsvariablen, so konvergiert die Folge (Xn(ω)) für
fast alle ω genau dann, wenn für alle ε > 0 gilt:

P

( ⋃
j,k≥n

{|Xj −Xk| > ε}
)
→ 0 für n →∞.

34. a) Wenn Xn → X in Lp und Yn → Y in Lp für p ≥ 1, dann auch
Xn + Yn → X + Y in Lp.

b) Seien p > 1 und q = p/(p− 1). Wenn Xn → X in Lp und Yn → Y in
Lq, dann gilt XnYn → XY in L1.

c) Wenn Xn → X und Yn → Y in Wahrscheinlichkeit, dann auch Xn +
Yn → X + Y und XnYn → XY in Wahrscheinlichkeit.

35. Seien f : R→ R eine stetige Funktion und X1, X2, . . . eine Folge von
Zufallsvariablen.

a) Gilt Xn → X fast sicher, dann auch f ◦Xn → f ◦X fast sicher.
b) Gilt Xn → X in Wahrscheinlichkeit, dann auch f ◦ Xn → f ◦ X in

Wahrscheinlichkeit.


