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41. (5 Punkte) Berechnen Sie die charakteristischen Funktionen für
a) das Dirac-Maÿ εa,
b) das Maÿ 1

2
(εa + ε−a),

c) die Bernoulli-Verteilung B1,p ,
d) die geometrische Verteilung Gp ,
e) die Poisson-Verteilung Pλ,
f) die Gleichverteilung über einem symmetrischen Intervall (−a, a).

42. (3 Punkte) (Eigenschaften charakteristischer Funktionen)
Sei ϕ die charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmaÿes P . Zei-
gen Sie:

a) Es gilt |ϕ(t)| ≤ 1 = ϕ(0).
b) Die charakteristische Funktion ϕ ist gleichmäÿig stetig.
c) Es gilt ϕ(−t) = ϕ(t).

43. (Vertauschung von Di�erentiation und Integration)
Sei (Ω,F , µ) ein Maÿraum, I ein o�enes Intervall, t ∈ I und f : I × Ω → R

eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) Für s ∈ I ist f(s, ·) : ω 7→ f(s, ω) integrierbar.
b) Für ω ∈ Ω ist f(·, ω) : t 7→ f(t, ω) auf ganz I di�erenzierbar mit

Ableitung f ′(·, ω).
c) Es existiert eine µ-integrierbare Funktion g ≥ 0 auf Ω, so dass für alle

ω ∈ Ω und s 6= t gilt ∣∣∣∣f(s, ω)− f(t, ω)

s− t

∣∣∣∣ ≤ g(ω).

Dann ist die Funktion ψ(t) :=
∫
f(t, ω)µ(dω) di�erenzierbar mit Ableitung

ψ′(t) =

∫
f ′(t, ω)µ(dω).
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44. (Momente als Ableitungen der charakteristischen Funktion)
Für X ∈ Ln ist die charakteristische Funktion ϕX n-mal di�erenzierbar mit
dnϕX

dtn
(t) = inE(XneitX). Insbesondere gilt dnϕX

dtn
(0) = inE(Xn).

Hinweis: Für 1 < q < p gilt Lp ⊂ Lq.

45. Es sei (Xn)n∈N eine Folge unabhängiger, jeweils Ca-verteilter Zufalls-
variablen mit der Dichte

fa(x) =
1

aπ

1

1 +
(

x
a

)2 , x ∈ R.

a) Für welche γ konvergiert

X1 + · · ·+Xn

nγ

in Verteilung?

b) Bestimmen Sie im Fall der Konvergenz jeweils die Grenzverteilung.
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