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1. Es seien Xi, i ∈ N, unabhängige Zd-wertige Zufallsvariablen mit
P (Xi = j) = 1

2d
für j ∈ Z

d mit |j| = 1. Setze Sn :=
∑n

i=1 Xi, n ∈ N.
Zeigen Sie:

(a) (‖Sn‖2, n ∈ N) ist ein Submartingal.

(b) (‖Sn‖2 − n, n ∈ N) ist ein Martingal.

2. Betrachten Sie die durch folgende Angaben de�nierte Markov-Kette.
Sei X0 = 0 und

P (Xn+1 = n + 1|Xn = n) = pn+1 = 1− P (Xn+1 = −(n + 1)|Xn = n)

P (Xn+1 = −k|Xn = −k) = 1 ∀n ∈ N0,∀k ∈ N.

Zeigen Sie, dass für pn+1 = (2n + 1)/(2n + 2), n ∈ N0, die Markov-Kette ein
Martingal ist.

3. Es sei (Xn)n∈N eine Folge von P -integrierbaren Zufallsvariablen auf
einem W-Raum (Ω,F , P ). Ferner sei (Fn)n∈N eine aufsteigende Folge von
σ-Algebren (eine sog. Filtration), und Xn sei Fn-messbar für alle n ∈ N.
Angenommen, es ist

E(Xn+1|Fn) =
1

2
Xn +

1

2
Xn−1, ∀n = 2, 3, . . . .

Zeigen Sie: Falls supn E|Xn| < ∞, dann konvergiert (Xn)n∈N P -f.s. für
n →∞. Gehen Sie dazu in folgenden Schritten vor:

(a) Beweisen Sie, dass die Folge (Yn)n≥2 mit Yn = Xn+ 1
2
Xn−1 ein Martingal

bezüglich der Filtration (Fn)n≥2 ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge (Yn)n≥2 P -f.s. gegen eine integrierbare Zu-
fallsvariable Y konvergiert.
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(c) Schlieÿen Sie daraus auf die P -f.s. Konvergenz der Folge (Xn)n∈N.

4. Sei (Yi)i∈N eine Folge nichtnegativer, unabhängiger und identisch ver-
teilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert Eins. Seien F0 := {∅, Ω} und
Fn := F(Y1, . . . , Yn). Ist X0 = 0 und Xn =

∏n
k=1 Yk, dann ist (Xn,Fn)n∈N0

ein Martingal und (
√

Xn,Fn)n∈N0 ein Supermartingal.

5. Seien Xn und Fn wie in Aufgabe 4 de�niert. Zeigen Sie:

(a) Wenn
∏∞

k=1 E[
√

Yk] = 0, dann konvergiert (Xn)n∈N0 nicht in L1.

(b) Wenn
∏∞

k=1 E[
√

Yk] > 0, dann ist (
√

Xn)n∈N0 eine Cauchy-Folge in L2

und (Xn)n∈N0 konvergiert in L1.

2


