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1. Es seien X;, i« € N, unabhingige Z?wertige Zufallsvariablen mit
P(X; = j) = o fiir j € Z% mit [j| = 1. Setze S, == Y1 X;, n € N.
Zeigen Sie:

(a) (||Snl|?,n € IN) ist ein Submartingal.

(b) (|[Sn]|*> — n,n € IN) ist ein Martingal.

2. Betrachten Sie die durch folgende Angaben definierte Markov-Kette.
Sel Xg = 0 und

PX,ui=n+1X,=n)=ppy1=1—P(Xs1=—(n+1)|X,, =n)
P(Xpp1 = —k|Xp= —k)=1  VneNo,vk € IN.

Zeigen Sie, dass fiir p,11 = (2n+1)/(2n +2), n € Ny, die Markov-Kette ein
Martingal ist.

3. Es sei (X,)nen eine Folge von P-integrierbaren Zufallsvariablen auf
einem W-Raum (Q, F, P). Ferner sei (F,)nen eine aufsteigende Folge von
o-Algebren (eine sog. Filtration), und X,, sei F,-messbar fiir alle n € IN.
Angenommen, es ist

1 1
B(XonilF) = 5Xa+ 53X, Vn=2,3,....
Zeigen Sie: Falls sup, F|X,| < oo, dann konvergiert (X,)neny P-f.s. fiir
n — o0o. Gehen Sie dazu in folgenden Schritten vor:

a) Beweisen Sie, dass die Folge (Y},),>2 mit Y, = X,+1X,_;ein Martingal
> 2
beziiglich der Filtration (F,),>2 ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge (Y},),>2 P-f.s. gegen eine integrierbare Zu-
fallsvariable Y konvergiert.



(c) Schliefen Sie daraus auf die P-f.s. Konvergenz der Folge (X,,)nen-

4. Sei (Y;);en eine Folge nichtnegativer, unabhéngiger und identisch ver-
teilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert Eins. Seien Fy := {0,Q} und
Foi=FY1,...,Y,). Ist Xg =0 und X,, = [[}_, Y%, dann ist (X,,, F)nen,
ein Martingal und (v/X,,, F)nen, €in Supermartingal.

5. Seien X,, und F,, wie in Aufgabe 4 definiert. Zeigen Sie:
(a) Wenn [[,2, E[vYs] =0, dann konvergiert (X,,),en, nicht in L.

(b) Wenn [[;2, E[\/Y;] > 0, dann ist (v/X,,)nen, eine Cauchy-Folge in Ly
und (X, )new, konvergiert in L.



