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6. Sei (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit Werten in [0, 1] und
Fo=F(X1,...,Xy). Gilt

14+ X,

Xn
P(Xn+1 = 7

fn) =1—X, und P(XnH =

«/Tn) :Xna

dann ist (X,,, F,)nen ein Martingal. Zeigen Sie ferner, dass X, fast sicher
und in Lo konvergiert.

7. Sei (X,,)nenw wie in Aufgabe 6 und Z = lim, .., X,. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

(1) B((Xns1 — Xn)?) = 1 E(Xn(1 = X))

1

(i) E(Z(1—Z)) =0 und Z ist Bernoulli-verteilt.

8. Es sei (X,,, F)new ein Submartingal, welches zu einem Submartingal
(X, Fr)nenu{oo} fortgesetzt werden kann. Zeigen Sie, dass dann (X,,),en fast
sicher konvergiert und X, > lim,,_,., X,, fast sicher gilt.

Hinweis: Betrachten Sie das Submartingal (7) (Y, Fn)neny mit
Y, := X,, — E(X«|F,) und die Folge (E(Xoo|Fn))nen-

9. Es seien (92, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Y,,, n € —IN, und Y_

n——0oo

Zufallsvariablen mit Y,, —— Y_ f.s., und es gebe eine Zufallsvariable Z
mit £Z < oo und |Y,| < Z fs. firallene —IN. 7, C F, n€ —INU {—o0},
seien o-Algebren mit F,, | F_.. Zeigen Sie, dass dann

E(Y,|Fn) 52 B(Y_ oo Fooo) s
gilt.

10. a) Seien Xi,..., X, € Lo(P) vertauschbar. Zeigen Sie, dass dann
Cov (X1, X3) > ——=Var(X;) gilt.



b) Seien Xi,..., X, € Ly(P) vertauschbar. Zeigen Sie: Cov (X1, X3) > 0.
¢) Eine Folge von Zufallsvariablen (X, ),en heifst bedingt u.i.v. gegeben G,
falls

P(X; <x,..., X, <2]G) = [] P(X1 < 2]G)
m=1

gilt. Beweisen Sie: Ist (X, ),en bedingt u.i.v. gegeben G, so ist (X, )nen ver-
tauschbar.



