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11. Seien Xn, n ∈ N, unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit EXn = µ und Var(Xn) = σ2 < ∞. Zeigen Sie, dass(

n

2

)−1 ∑
1≤i<j≤n

(Xi −Xj)
2 −→ 2σ2

gilt.

12. Sei (Xn)n∈N eine Folge {0, 1}-wertiger, vertauschbarer Zufallsvaria-
blen. Folgern Sie direkt aus der De�nition der Vertauschbarkeit, dass

P (X1 = 1, . . . , Xk = 1|Sn = m) =

(
n−k
n−m

)(
n
m

)
gilt (k ≤ m ≤ n, Sn :=

∑n
j=1 Xj).

13. Seien an ∈ R, n ∈ N, und (Yn)n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsva-
riablen mit P (Yn = an) = P (Yn = −an) = 1

2
. Zeigen Sie:

∑∞
n=1 a2

n konvergiert
genau dann, wenn

∑∞
n=1 Yn fast sicher konvergiert.

14. Zeigen Sie:

a) Die Produkt-σ-Algebra B[0,∞) auf R[0,∞) besteht aus den messbaren
Zylindern mit abzählbarer Basis.

b) Die Menge der stetigen Pfade ω = (ω(t))t≥0 in R[0,∞) ist nicht Borel-
messbar.
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15. Sei qt die Dichte der Normalverteilung mit Mittelwert 0 und Varianz
t. De�niere

Pt1,...,tn(A1 × · · · × An) =

∫
A1

qt1(x1)dx1

∫
A2

qt2−t1(x2 − x1)dx2

· · ·
∫

An

qtn−tn−1(xn − xn−1)dxn.

Zeigen Sie:

a) Diese Familie ist projektiv.

b) Die Fortsetzung auf B[0,∞) hat unabhängige Zuwächse.
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