Prof. Dr. W. Wefelmeyer Wintersemester 2008/2009
Dipl.-Math. Markus Schulz

Ubungen zur Stochastik II
Serie 4
Abgabe: Dienstag, 11. November 2008, vor der Vorlesung

16. (3 Punkte) a) Sei X N, ,2-verteilt, Y unabhéngig von X und X +Y
N, 2-verteilt mit 72 > o2, Dann ist Y N,_, ;2 2-verteilt.
b) Sei X; Ny -verteilt. Dann gilt F|X,|* = t¥2E|X;|°.

17. (Transformationssatz fiir Dichten) Sei U C R? offen, T : U — R ste-
tig differenzierbar und invertierbar. Ferner sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs
mit Dichte f und PU = 1. Zeigen Sie, dass PT die Dichte

gy (T () , falls y € T(U)
T = ¢ [J@T1w)l
fw) {O ' sonst

hat.

Hinweis: Benutzen Sie folgende Aussage zur Variablentransformation: Sei
U C R? offen, T : U — R? stetig differenzierbar und invertierbar. Sei
f: R? — R nichtnegativ und messbar. Ist A C T'(U) messbar, so gilt

/Af(x)dx = /T—l(A) |J(2)|f(T())dz,

wobei J(x) die Jacobi-Determinante von 7" in z ist.

18. Die d-dimensionale Normalverteilung N(u,¥) mit Mittelwert p und
Kovarianzmatrix 3 hat die Dichte

fx) = (2m) 2| det 5|72z 2 e

a) Ist X verteilt nach N(u,Y) und A eine invertierbare d x d-Matrix, wie
ist dann AX verteilt?

b) Sei X' = (Y,",Y,") verteilt nach N (0, ). Ist
Y X
Y =
( Yo Yoo ) ’
so gilt ¥;; = EY;Y;". Setzen wir Z; = Y1155, Y, dannist (Z],Y,")T
normalverteilt. Aufserdem sind Z; und Y, unabhéngig.



c¢) Sei (Y;",Y,")T wie oben. Was ist die bedingte Verteilung von Y; gegeben
Y57

19. Ist B eine eindimensionale Brownsche Bewegung, so heillt B; —tB;
0 <t <1, eine Brownsche Briicke.
a) Berechnen Sie die Kovarianzfunktion der Brownschen Briicke.
b) Zeigen Sie, dass die Brownsche Briicke wie By, 0 < t < 1 bedingt nach
B; = 0 verteilt ist.
Hinweis: Es geniigt, die endlich-dimensionalen Randverteilungen zu betrach-
ten.

20. (5 Punkte) Sei W = (W;)c0,0) €ine Brownsche Bewegung und
B = (By)icpp,1) eine Brownsche Briicke. Zeigen Sie:

a) (tW%)te[om) ist ebenfalls eine Brownsche Bewegung.

b) ((1 =)W _+_)tcpo,1) ist eine Brownsche Briicke.

1-t

c) ((1+ t)B%H)te[o,oo) ist eine Brownsche Bewegung.

Setze dabei O - W% = 0.



