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21. (2 Punkte) a) Zeigen Sie, dass ein Zufallsvektor (X1, . . . , Xn) genau
dann normalverteilt ist, wenn t1X1 + . . . + tnXn normalverteilt ist für alle
t1, . . . , tn ∈ R.
b) Seien Xn, n ∈ N, und X d-dimensionale Zufallsvektoren. Zeigen Sie: Es
gilt Xn ⇒ X genau dann, wenn t>Xn ⇒ t>X für alle t ∈ Rd.

22. Sei B die Brownsche Bewegung und 0 < s < t < u. Berechnen Sie
die bedingte Verteilung von Bt gegeben Bs und Bu.

23. (3 Punkte) Für die Brownsche Bewegung (Bt)t≥0 gilt: (Bst)s≥0 ist
verteilt wie (t1/2Bs)s≥0 für alle t ≥ 0.
Hinweis: Es genügt, die endlich-dimensionalen Randverteilungen zu betrach-
ten.

24. Ist B eine eindimensionale Brownsche Bewegung, so sind folgende
Prozesse Martingale bezüglich der Filtration (Ft)t≥0 mit Ft := F(Bs, s ≤ t):

a) B2
t − t,

b) exp(aBt − 1
2
a2t), a ∈ R.

25. (7 Punkte) Seien Xn, n ∈ N, unabhängig und E1/a-verteilt. Zeigen
Sie:

a) Sn =
∑n

i=1 Xi ist Γ1/a,n-verteilt.

b) Nt = #{n : Sn ≤ t} ist Pat-verteilt.

c) Sei (Ft) die natürliche Filtration von N . Zu A ∈ Fs und n ∈ N existiert
B ∈ F(S1, . . . , Sn) mit A ∩ {Ns = n} = B ∩ {Ns = n}.

d) Für A ∈ Fs und t ≥ s gilt

E1A∩{Ns=n}P (Sn+1 > t|Fs) = e−a(t−s)P (A ∩ {Ns = n}).
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e) Für t ≥ s gilt: P (SNs+1 > t|Fs) = e−a(t−s).

f) Für A ∈ Fs und t ≥ s gilt

E1A∩{Ns=n}P (Nt−Ns ≤ k|Fs) =
k∑

j=1

e−a(t−s) (a(t− s))j

j!
P (A∩{Ns = n}).

g) N hat unabhängige Zuwächse.

Ein Prozess N mit unabhängigen Zuwächsen und Nt−Ns ∼ Pa(t−s) für s < t
heiÿt Poisson-Prozess mit Intensität a.
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