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21. (2 Punkte) a) Zeigen Sie, dass ein Zufallsvektor (X, ..., X,) genau
dann normalverteilt ist, wenn t; X7 + ... + t,X,, normalverteilt ist fiir alle
ti, ...t € R.

b) Seien X,,, n € N, und X d-dimensionale Zufallsvektoren. Zeigen Sie: Es
gilt X,, = X genau dann, wenn t' X,, = t' X fiir alle t € R%.

22. Sei B die Brownsche Bewegung und 0 < s < t < u. Berechnen Sie
die bedingte Verteilung von B, gegeben B, und B,,.

23. (3 Punkte) Fiir die Brownsche Bewegung (B;);>o gilt: (Bst)s>o ist
verteilt wie (t'/2B,),> fiir alle t > 0.
Hinweis: Es geniigt, die endlich-dimensionalen Randverteilungen zu betrach-
ten.

24. Ist B eine eindimensionale Brownsche Bewegung, so sind folgende
Prozesse Martingale beziiglich der Filtration (F;);>o mit F; := F(Bs, s < t):

a) B? —t,
b) exp(aB; — 1a*t), a € R.
25. (7 Punkte) Seien X,,, n € IN, unabhéngig und FE ,-verteilt. Zeigen
Sie:
a) S, =>1 Xjist I'y /g p-verteilt.
b) Ny = #{n: S, <t} ist Py-verteilt.

¢) Sei (F;) die natiirliche Filtration von N. Zu A € F; und n € N existiert
B e F(S,...,S,) mit AN{N; =n} = BnN{N; =n}.

d) Fir A € F; und ¢t > s gilt

ElAﬁ{NS:n}P(Sn—H > t|f5) = e_a(t_S)P(A N {NS = n})



e) Fiir t > s gilt: P(Sy, 41 > t|F,) = 7279,

f) Fir A € Fsund t > s gilt

k
PLingon PV—N, < ) = 3 -0

J=1

g) N hat unabhingige Zuwichse.

Ein Prozess N mit unabhingigen Zuwéchsen und N, —

heilit Poisson-Prozess mit Intensitdt a.

N ~ Pa(t—s) flirs <t



