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31. Sei B die Brownsche Bewegung und Mt := sup0≤s≤t Bs. Bestimmen
Sie die bedingte Verteilung von Mt gegeben Bt = Mt.

32. Sei Mt de�niert wie in Aufgabe 31. Leiten Sie mit Hilfe der Proposi-
tion 33.2 (Maximumprozess) folgende Aussage her:

Für a > 0 gilt: P (Mt ≥ at) ≤ exp(−a2t/2).

33. Sei die Stoppzeit Ta de�niert durch

Ta := inf{t ≥ 0 : Bt ≥ a}.

Bestimmen Sie die Dichte von Ta.
Hinweis: Leiten Sie einen Zusammenhang zwischen Mt und Ta her und be-
nutzen Sie Proposition 33.2 (Maximumprozess).

34. Sei B die Brownsche Bewegung. Zeigen Sie:

a) lim inft→∞
Bt√

2t log log t
= −1 f.s.

b) lim supt↓0
Bt√

2t log log( 1
t
)

= 1 f.s.

c) lim supt↓0
Bs+t−Bs√
2t log log( 1

t
)

= 1 f.s.

35. Sei B die Brownsche Bewegung. Für jedes t gilt:

lim sup
u↓0

|Bt+u −Bt|√
u

= ∞ f.s..

Die Pfade sind also nicht Hölder-stetig der Ordnung 1
2
.
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Bonusaufgabe: Beweisen Sie folgende Aussagen aus der Vorlesung:

a) Auf einer Menge von Maÿen (auf einer σ-Algebra A) wird durch die
Abbildungen µ 7→ µB für messbare B eine σ-Algebra induziert.

b) Sei nun µ ein Maÿ auf R. Setze µ± = µ|R±\{0} und

µ∗(dx, dy) := µ{0}δ00(dx, dy) +
y − x∫
xµ+(dx)

µ−(dx)µ+(dy).

Dann ist die Abbildung µ 7→ µ∗ messbar bezüglich der σ-Algebra aus
a).

c) Für reellwertige, nicht negative messbare Funktionen f ist auch die
Abbildung µ 7→ µf messbar bezüglich der induzierten σ-Algebra aus
a).
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