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41. (3 Punkte) Seien B eine Brownsche Bewegung mit stetigen Pfaden
und 7, = inf{t > 0: B; > a} (vgl. Aufgabe 33). Betrachten Sie den Prozess
T = (Ta)a>0- Zeigen Sie, dass fiir 0 < a < b das Inkrement 7;, — T}, unabhéngig
von .7-"}; ist und die Dichte
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besitzt.

42. a) Seien &, &, ... iid mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Zeigen
Sie, dass 172 SUPg<pen gy & in Verteilung gegen M = supg<,; B; kon-
vergiert.

b) Wie folgt aus Satz 34.16 der zentrale Grenzwertsatz in der Form
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fir X1, X5, ... iid mit EX; = p und Var(X;) = 0% < 00?

43. (5 Punkte) Seien B eine Brownsche Bewegung und ¢ eine beschrénk-
te Funktion auf [0, 1]. Dann ist
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normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz fol fol g(s)g(t)s Atdsdt. Betrach-
ten Sie dazu unabhingige Ny ;-verteilte Zufallsvariablen ;. Zeigen Sie fiir
Xpo=n2Y0, &, dass fol g(t)X'dt in Verteilung sowohl gegen fol g(t)Bydt

als auch gegen eine N, YT g(s)g(t)sntds - verteilte Zufallsvariable konvergiert.

44. Sei (X,,)new ein Submartingal. Beweisen Sie fiir & > 1 die Ungleichung
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Hinweis: Benutzen Sie die Holder-Ungleichung aus Stochastik 1.

45. Sei (Z,)nen, €in Supermartingal. Beweisen Sie die Ungleichung

1
P(suka > a) < —(E[Zf|\+EZy— EZ,),a > 0.
k<n a

Benutzen Sie dazu die Doob-Zerlegung aus Aufgabe 55 (Stochastik I):

Ein Supermartingal (Z,)nen, ldsst sich schreiben als Z,, = X,, — A,,, wobei
(X7 )nen, ein Martingal und (A, )new, eine nichtfallende Folge von Zufallsva-
riablen mit Ay = 0 ist.

Bonusaufgabe: Sei B eine Brownsche Bewegung und N ein Erneue-
rungsprozess wie in Aufgabe 40. Zeigen Sie, dass

t™Y2sup|N, —s — 0By — 0 in W.

s<t

fiir ¢ — oo. Insbesondere gilt fiir N ein funktionaler zentraler Grenzwertsatz.



