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46. Seien A, B, C und D von endlicher Variation. Dann gilt

A · (B · (C ·D)) = (ABC) ·D

und
(A + B) · (C + D) = A · C + A ·D + B · C + B ·D.

47. a) Sei B : [0,∞) → R rechtsstetig und V die Variation von B. Zeigen
Sie, dass gilt |B| ≤ V .
b) Sei B nun von endlicher Variation V . Ferner seien An, A und D Funktionen
von [0,∞) nach R mit An → A punktweise, |An| ≤ D und D ·V < ∞. Dann
gilt

An ·B → A ·B punktweise.

De�nition: Sei (Ft)t≥0 eine rechtsstetige und vollständige Filtrierung. Ein
Prozess M heiÿt lokales Martingal, wenn er adaptiert ist (d.h. Mt ist Ft-
messbar ∀t) und Stoppzeiten τn ↑ ∞ existieren, so dass M τn −M0 für alle n
ein Martingal ist.

48. Seien X, Y lokale Martingale bezüglich einer Filtrierung (Ft)t≥0 und
Z eine F0-messbare Zufallsvariable. Dann sind auch X + Y und ZX lokale
Martingale.
Bemerkung: Die Menge der lokalen Martingale bezüglich einer Filtrierung
(Ft)t≥0 ist also ein Vektorraum.

49. Seien X ein lokales Martingal und S und T Stoppzeiten, so dass
XS und XT gleichmäÿig integrierbare Martingale sind. Dann ist XS∨T ein
gleichmäÿig integrierbares Martingal.

50. Zeigen Sie, dass jedes lokale Martingal M ≥ 0 mit EM0 < ∞ ein
Supermartingal ist.
Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Fatou.
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Bonusaufgabe: Ist B eine Brownsche Bewegung, und sind S und T
beschränkte Stoppzeiten mit S ≤ T , dann gilt:

E[(BT −BS)2] = E(B2
T −B2

S) = E(T − S).
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