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51. Seien X, Y und Z stetige lokale Martingale und a, b ∈ R. Bewei-
sen Sie folgende Eigenschaften der Kovariation ausschlieÿlich mit Hilfe der
De�nition:

a) [X, Y ] = [Y, X],

b) [aX, bY ] = ab[X,Y ],

c) [X + Y, Z] = [X,Z] + [Y, Z],

d) [X −X0, Z] = [X, Z].

52. Sei (Ft)t≥0 eine rechtsstetige und vollständige Filtrierung und N ein
an diese Filtrierung adaptierter Poisson-Prozess mit Intensität λ (vgl. Auf-
gabe 25). Setze Mt = Nt − λt. Zeigen Sie, dass gilt [M, M ]t = λt.
Hinweis: Die Kovariation lässt sich analog zu Satz 38.5 auch für rechtsstetige
lokale Martingale de�nieren.

53. Ist X = (X1, . . . , Xd) ein Vektor stetiger lokaler Martingale, dann
gibt es einen f.s. eindeutigen Prozess A von endlicher Variation, so dass
|X|2 − A ein stetiges lokales Martingal ist.

54. Sind M und N unabhängige, stetige lokale Martingale bzgl. der
Filtrierung (Ft)t≥0, so ist MN ein stetiges lokales Martingal, und es gilt
[M, N ] = 0.

55. Ist M ein stetiges lokales Martingal mit M0 = 0 und T eine Stoppzeit,
so gilt EM2

T ≤ E[M, M ]T .

Sei (Ft)t≥0 eine rechtsstetige und vollständige Filtrierung. Ein Prozess X
heiÿt lokales Submartingal, wenn er adaptiert ist und Stoppzeiten τn ↑ ∞
existieren, so dass M τn −M0 ein Submartingal ist.

Bonusaufgabe: a) Seien X ein stetiges lokales Martingal mit X0 = 0
und ϕ eine konvexe Funktion. Dann ist ϕ(X) ein lokales Submartingal.
b) Sei X ein stetiges lokales Submartingal mit E(sup0≤s≤t |Xs|) < ∞ für alle
t ≥ 0. Dann ist X ein Submartingal.


