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21. (3 Punkte) Sei P die Familie der Verteilungen auf B mit Lebesgue-
Dichte. Berechnen Sie das M-Funktional und einen M-Schätzer für
ψϑ(x) = |x− ϑ|.

22. Sei t̂ ein (eindimensionaler) Schätzer mit

n1/2(t̂− t) = n−1/2

n∑
i=1

g(Xi) + op(1)

für ein g ∈ L2(P ) mit Pg = 0. Sei fs stetig di�erenzierbar in s = t, ft ∈ L2(P )
sowie |ḟs| ≤ H für s in einer Umgebung von t und ein P -integrierbares H.
Was schätzt der Einschritt-Schätzer

ϑ̂ = t̂+
1

n

n∑
i=1

ft̂(Xi),

und wie ist seine asymptotische Verteilung?

23. (5 Punkte) Seien X1, . . . , Xn unabhängig und identisch verteilt mit
Dichte fϑ. Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schätzer für ϑ in den
folgenden Fällen:

a) fϑ ist die Dichte der log-Normalverteilung mit Parametern µ und σ2,
d.h.

fϑ(x) =
1√

2πσ2 x
e−

(log x−µ)2

2σ2 1(0,∞)(x),

mit ϑ = (µ, σ2) ∈ R× (0,∞).

b) fϑ(x) = β−ααxα−11(0,β)(x) mit ϑ = (α, β) ∈ (0,∞)× (0,∞).

24. Seien X1, . . . , Xn unabhängig und auf den Intervall (0, ϑ) gleichver-
teilt; ϑ > 0 sei unbekannt.
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a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer ϑ̂ für ϑ.

b) Bestimmen Sie den UMVU-Schätzer T für ϑ.

c) Sei Za,ϑ eine E(a, ϑ)-verteilte Zufallsvariable. Zeigen Sie, dass gilt

n(ϑ− ϑ̂) ⇒ Z0,ϑ und n(ϑ− T ) ⇒ Z−ϑ,ϑ.

25. Sei X eine Zufallsvariable mit Lebesgue-Dichte

fϑ(x) =
1

π
· 1

1 + (x− ϑ)2
, x ∈ R, ϑ ∈ R.

Sei ϑ̂ eine konsistente Version des Maximum-Likelihood-Schätzers. Zeigen
Sie, dass

√
n(ϑ̂−ϑ) schwach gegen eine N0,2-verteilte Zufallsvariable konver-

giert.
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