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56. Seien X1, . . . , Xn unabhängig mit Verteilungsfunktion F und Dichte
f . Bezeichne mit Ri den Rang von Xi. Dann gilt

a) Der Vektor (X1:n, . . . , Xn:n) hat die Dichte n!
∏n

i=1 f(xi) auf der Menge
x1 < · · · < xn.

b) Der Vektor (R1, . . . , Rn) ist gleichverteilt auf der Menge aller n! Per-
mutationen von 1, 2, . . . , n.

c) Die Vektoren (X1:n, . . . , Xn:n) und (R1, . . . , Rn) sind unabhängig.

d) Für jede messbare Abbildung T und jede Permutation (r1, . . . , rn) von
1, . . . , n gilt

E(T (X1, . . . , Xn)|R1 = r1, . . . , Rn = rn) = ET (Xr1:n, . . . , Xrn:n).

57. Seien X1, . . . , Xn unabhängig und verteilt nach P . Sei P invariant un-
ter einer endlichen Gruppe von Transformationen T1, . . . , Tk. Seien w1, . . . , wk

Gewichte mit w1 + . . .+wk = 1. Dann ist 1
n

∑n
i=1

∑k
s=1 wsh(TsXi) ein erwar-

tungstreuer und konsistenter Schätzer für Ph. Berechnen Sie seine asympto-
tische Verteilung. Was sind die optimalen Gewichte?

58. Seien X1, . . . , Xn unabhängig und verteilt nach P . Sei P invariant un-
ter einer Gruppe von Transformationen Ts, s ∈ [0, 1]. Sei ws eine Gewichts-
funktion mit

∫
wsds = 1. Dann ist 1

n

∑n
i=1

∫
wsh(TsXi)ds ein erwartungs-

treuer und konsistenter Schätzer für Ph. Berechnen Sie seine asymptotische
Verteilung. Was ist die optimale Gewichtsfunktion?

59. Seien X1, . . . , Xm unabhängig mit Verteilung P1,ϑ, ϑ ∈ Θ ⊂ R, und
Y1, . . . , Yn unabhängig und unabhängig von X1, . . . , Xm mit Verteilung P2,ϑ.
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Seien ϑ̂1 und ϑ̂2 �asymptotische Maximum-Likelihood- Schätzer� für ϑ:

ϑ̂1 − ϑ = Λ−1
1,ϑ

1

m

m∑
i=1

˙̀
1,ϑ(Xi) + op(n

−1/2),

ϑ̂2 − ϑ = Λ−1
2,ϑ

1

n

n∑
j=1

˙̀
2,ϑ(Yj) + op(n

−1/2)

mit Λ1,ϑ = E[ ˙̀21,ϑ(X)] und Λ2,ϑ = E[ ˙̀22,ϑ(Y )]. Gelte m/n → c. Konstruieren

Sie eine optimale Konvexkombination von ϑ̂1 und ϑ̂2.

60. Seien X1, . . . , Xn unabhängig mit Verteilungsfunktion F ∈ F und PG

das zu G ∈ F gehörendeWahrscheinlichkeitsmaÿ. Gegeben X1 = x1, . . . , Xn =
xn ist die nichtparametrische Likelihood-Funktion de�niert als das folgende
Funktional von F nach [0,∞):

`(G) =
n∏

i=1

PG({xi}), G ∈ F .

Zeigen Sie, dass die empirische Verteilungsfunktion Fn das Funktional über
G ∈ F maximiert.
Hinweis: Benutzen Sie die Methode der Lagrange Multiplikatoren.
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