Prof. Dr. W. Wefelmeyer Wintersemester 2009/10
Dipl.-Math. Markus Schulz

Ubungen zur Statistik fiir Zeitreihen (Statistik II)
Serie 1
Abgabe: Dienstag, 20. Oktober 2009, vor der Vorlesung

Sei 1 ein k-dimensionaler Vektor und X eine positiv definite & x k& Matrix.
Die k-dimensionale Normalverteilung N(p,>) mit Mittelwertvektor x und
Kovarianzmatrix > hat die Dichte
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Es gilt folgende mehrdimensionale Version des zentralen Grenzwertsatzes.
Sind X, X;, Xs,... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvektoren mit
Mittelwertvektor g = EX und Kovarianzmatrix ¥ = E(X — pu)(X — u) T,
dann gilt

n

n 23 (X = ) = N, %),
i=1
1. Seien X, X;, Xy, ... iid., und fir j = 1,...,k seien h; reellwertige

Funktionen mit Eh;(X) = 0 und Eh3(X) < oco. Seien T,; asymptotisch
lineare Schitzer fiir t; mit Einflussfunktion hj(X), d.h. es gilt

n"*(T,; — —n_l/QZh i)+ o,(1).

Zeigen Sie mit Ty, = (T1, ..., Top) ', t = (t1, ..., ti) ", b= (he, ..., h) "
a) Die Schitzer T,, sind asymptotisch linear fiir ¢ mit Einflussfunktion h:

n*?(T, — _1/2Zh )+ o0,(1

b) Hat ¥ = Eh(X)h(X)" eine von 0 verschiedene Determinante, so gilt
n/2(T, —t) = N(0,%).



2. Seien X, Xy, X, ... i.i.d. Seien S,, T, reellwertige Schétzer fiir ¢ mit
Einflussfunktionen ¢(X), h(X), so dass Eg(X) = Eh(X) = 0 und o? =
FEg¢*(X) = Eh*(X) < oo gilt. Dann ist das arithmetische Mittel (S, + T,)/2
asymptotisch nicht schlechter als .S,, oder T;,. Wie gut kann es werden?

3. a) Sei u ein o-endliches und v ein endliches Maf auf (2, ). Dann gilt
v < p genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt derart, dass fiir
alle B € F gilt
u(B) <o = v(B) <e.

b) Betrachte nun die Folgen (P,) und (Q,) mit P, := P und @, := Q fiir
zwei Wahrscheinlichkeitsmafe P und (). Zeigen Sie, dass ), < P, genau dann
gilt, wenn @) < P.

4. a) Bezeichne U(a,b) die Gleichverteilung auf dem Intervall (a,b). Fiir
n € N seien P, := @, U(0,1) und @, := @), U(n™°,1+n7%), § > 0.
Dann gilt:
Q.<P, & d>1.

b) Fiir n € N seien P, := @;_; No1 und Q,, := @j_; Ny-s,1, 6 > 0. Dann
gilt:

Q.<P, & 6>

N | —

5. a) Definiere ||P — Q|| := supy |P(A) — Q(A)|. Seien nun zwei Folgen
(P,) und (Q,) von Wahrscheinlichkeitsmaken mit || P, — Q,| — 0 gegeben.
Zeigen Sie, dass gilt P, < @, und Q, < P,.

b) Sei ¢ > 0. Finden Sie ein Beispiel von Folgen (P,) und (Q,), so dass
P, <@, und Q, < P, gilt, aber ||P, — Q.|| gegen 1 — ¢ konvergiert.
Hinweis: Versuchen Sie es mit Zweipunktmafen.



