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Sei µ ein k-dimensionaler Vektor und Σ eine positiv de�nite k × k Matrix.
Die k-dimensionale Normalverteilung N(µ, Σ) mit Mittelwertvektor µ und
Kovarianzmatrix Σ hat die Dichte

pµ,Σ(x) = (2π)−k/2(det Σ)−1/2 exp
(
− 1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

)
.

Es gilt folgende mehrdimensionale Version des zentralen Grenzwertsatzes.
Sind X, X1, X2, . . . unabhängige und identisch verteilte Zufallsvektoren mit
Mittelwertvektor µ = EX und Kovarianzmatrix Σ = E(X − µ)(X − µ)>,
dann gilt

n−1/2

n∑
i=1

(Xi − µ)⇒ N(µ, Σ).

1. Seien X, X1, X2, . . . i.i.d., und für j = 1, . . . , k seien hj reellwertige
Funktionen mit Ehj(X) = 0 und Eh2

j(X) < ∞. Seien Tnj asymptotisch

lineare Schätzer für tj mit Ein�ussfunktion hj(X), d.h. es gilt

n1/2(Tnj − tj) = n−1/2

n∑
i=1

hj(Xi) + op(1).

Zeigen Sie mit Tn = (Tn1, . . . , Tnk)
>, t = (t1, . . . , tk)

>, h = (h1, . . . , hk)
>:

a) Die Schätzer Tn sind asymptotisch linear für t mit Ein�ussfunktion h:

n1/2(Tn − t) = n−1/2

n∑
i=1

h(Xi) + op(1).

b) Hat Σ = Eh(X)h(X)> eine von 0 verschiedene Determinante, so gilt
n1/2(Tn − t)⇒ N(0, Σ).
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2. Seien X, X1, X2, . . . i.i.d. Seien Sn, Tn reellwertige Schätzer für t mit
Ein�ussfunktionen g(X), h(X), so dass Eg(X) = Eh(X) = 0 und σ2 =
Eg2(X) = Eh2(X) <∞ gilt. Dann ist das arithmetische Mittel (Sn + Tn)/2
asymptotisch nicht schlechter als Sn oder Tn. Wie gut kann es werden?

3. a) Sei µ ein σ-endliches und ν ein endliches Maÿ auf (Ω,F). Dann gilt
ν � µ genau dann, wenn es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 gibt derart, dass für
alle B ∈ F gilt

µ(B) ≤ δ ⇒ ν(B) ≤ ε.

b) Betrachte nun die Folgen (Pn) und (Qn) mit Pn := P und Qn := Q für
zwei Wahrscheinlichkeitsmaÿe P und Q. Zeigen Sie, dass QnCPn genau dann
gilt, wenn Q� P .

4. a) Bezeichne U(a, b) die Gleichverteilung auf dem Intervall (a, b). Für
n ∈ N seien Pn :=

⊗n
j=1 U(0, 1) und Qn :=

⊗n
j=1 U(n−δ, 1 + n−δ), δ > 0.

Dann gilt:
Qn C Pn ⇔ δ > 1.

b) Für n ∈ N seien Pn :=
⊗n

j=1 N0,1 und Qn :=
⊗n

j=1 Nn−δ ,1, δ > 0. Dann
gilt:

Qn C Pn ⇔ δ ≥ 1

2
.

5. a) De�niere ‖P − Q‖ := supA |P (A) − Q(A)|. Seien nun zwei Folgen
(Pn) und (Qn) von Wahrscheinlichkeitsmaÿen mit ‖Pn − Qn‖ → 0 gegeben.
Zeigen Sie, dass gilt Pn C Qn und Qn C Pn.
b) Sei ε > 0. Finden Sie ein Beispiel von Folgen (Pn) und (Qn), so dass
Pn C Qn und Qn C Pn gilt, aber ‖Pn −Qn‖ gegen 1− ε konvergiert.
Hinweis: Versuchen Sie es mit Zweipunktmaÿen.
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