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21. Seien X1, . . . , X2n Beobachtungen in Ω und f auf Ω beschränkt. Ge-
ben Sie ein Modell an, in dem der Schätzer (1/n)

∑n
i=1 f(X2i) asymptotisch

linear, regulär und e�zient ist.

22. Seien X1, . . . , X2n Beobachtungen in Ω und f auf Ω2 beschränkt. Ge-
ben Sie ein Modell an, in dem der Schätzer (1/n)

∑n
i=1 f(X2i−1, X2i) asym-

ptotisch linear, regulär und e�zient ist.

23. Seien X1, . . . , X2n Beobachtungen in Ω und f auf Ω2 beschränkt.
Geben Sie ein Modell an, in dem der Schätzer (1/2n)

∑n
i=1(f(X2i−1, X2i) +

f(X2i, X2i−1)) asymptotisch linear, regulär und e�zient ist.

24. (Paarweise Beobachtungen) Sei X0, X1, . . . eine Markov-Kette mit
Übergangsverteilung Q und invarianter Verteilung π.
Ist (X0, X1), (X2, X3), . . . eine Markov-Kette? Was ist ihre Übergangsvertei-
lung und ihre invariante Verteilung?

Sei wie in der Vorlesung X0, X1, . . . eine Markov-Kette mit Zustandsraum
(E, E).
De�nition: Eine Menge A ∈ E heiÿt Harris-rekurrent, wenn

Px

( ∞∑
n=0

1{Xn∈A} = ∞
)

= 1 , x ∈ A.

25. Für A ∈ E seien τA := inf{k ≥ 1 : Xk ∈ A} die Rückkehrzeit nach
A und ηA :=

∑∞
n=0 1{Xn∈A} die Anzahl der Besuche in A. Setze Q(x, A) =

Px(ηA = ∞) und L(x, A) = Px(τA < ∞). Für eine Menge A ∈ E und alle
x ∈ A gelte L(x, A) = 1. Dann gilt Q(x, A) = L(x, A) für alle x ∈ E.
Insbesondere ist A Harris-rekurrent.

Hinweis: Die Markov-Kette besitzt die starke Markov-Eigenschaft, d.h.
für eine beliebige Startverteilung µ, eine reellwertige, beschränkte und mess-
bare Funktion h und eine Stoppzeit τ gilt

Eµ(h(Xτ , Xτ+1, . . .)|FX
τ ) = EXτ [h(X0, X1, . . .)] Pµ-f.s.

auf der Menge {τ < ∞}.


