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11. (3 Punkte) Sind X1, . . . , Xn unabhängig mit Verteilungsfunktion F ,
so ist die Verteilungsfunktion Fr der r-ten Ordnungsstatistik Xr:n gegeben
durch

Fr(x) =
n∑

i=r

(
n

i

)
(F (x))i(1− F (x))n−i.

Ist zusätzlich F differenzierbar mit Ableitung f , so besitzt Xr:n die Dichte

fr(x) = r

(
n

r

)
(F (x))r−1(1− F (x))n−rf(x).

12. (Bahadur-Darstellung) (6 Punkte) Seien X1, . . . , Xn unabhängige
und Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion F . Sei F stetig differenzierbar
in ξp mit F ′(ξp) > 0.

a) Setze für t ∈ R ξnt := ξp + tn−1/2, Zn(t) := n1/2 F (ξnt)−Fn(ξnt)
F ′(ξp)

und

Un(t) = n1/2 F (ξnt)−Fn(ξ̂p)

F ′(ξp)
. Zeigen Sie, dass für alle t ∈ R gilt

Zn(t)− Zn(0) = op(1) und Un(t)→ t.

b) Beweisen Sie mit Hilfe von a), dass gilt

ξ̂p = ξp +
F (ξp)− Fn(ξp)

F ′(ξp)
+ op(n

−1/2).

Hinweis: Verwenden Sie (ohne Beweis) die folgende Aussage: Seien (Xn)n∈N
und (Yn)n∈N zwei Folgen von Zufallsvariablen. (Xn)n sei beschränkt in Wahr-
scheinlichkeit und für alle t ∈ R und ε > 0 gelte

P (Xn ≤ t, Yn ≥ t + ε) + P (Xn ≥ t + ε, Yn ≤ t)→ 0.

Dann gilt Xn − Yn = op(1) .



13. (3 Punkte) Für einen Kern K sei µj(K) :=
∫

ujK(u)du und
µ2p(K) <∞. Np sei die (p + 1)× (p + 1)-Matrix mit Einträgen
(Np)i,j=1,...,p+1 = µi+j−2(K). Die (p + 1)× (p + 1)-Matrix Mp(u) entstehe aus
Np, indem man die erste Spalte durch (1, u, . . . , up)> ersetzt. Dann gilt:
Wenn p ungerade ist, so ist

K(p)(u) =
det(Mp(u))

det(Np)
K(u)

ein Kern mit
∫

ukK(p)(u)du = 0 für k = 1, . . . , p.

14. Sei f eine Dichte auf R mit einem Sprung in x. Wie verhält sich ein
Kernschätzer in x?

15. Sei f eine stetig differenzierbare Dichte auf R. Bestimmen Sie einen
(Kern-)Schätzer für die Ableitung von f . Berechnen Sie unter geeigneten
Bedingungen die Konvergenzrate.


