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Es gelte Y = X + Z, und X und Z seien unabhéngig. X besitze die Dichte
f € La(N), Z die Dichte g und Y die Dichte h, und g sei bekannt. Um f zu
schéitzen, setzt man an

1 L7 (T
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mit dem Kernschiitzer h(z) = Ly Ki(r = Y), = [e"g(x)dx und

einem Kern K € Ly(A), dessen Fourier—Transformlerte ng einen kompakten
Tréger besitzt. Zudem gelte ¢, (t) # 0 fiir alle .

Hinweis: Fiir geeignete Funktionen gilt 5= [ e ¢, = f(z). Die Parseval-
Identitit o= [ |pf(t)|?dt = [ f*(x)dx Komnte ebenfalls nutzhch sein.

21. (3 Punkte)
a) Begriinden Sie (heuristisch), warum der angegebene Schitzer geeignet ist,
um die Dichte f von X zu schétzen.
b) Zeigen Sie, dass der Schitzer T die Darstellung S Kf(x = Y5,0)

mit K7 (u,b) = b-LKZ(%,b) und KZ(u,b) = (2m) 7 [ e~ e (t) (i04(£)) " dt
besitzt.

22. (5 Punkte) Die Situation sei die gleiche wie in Aufgabe 21.
a) Zeigen Sie, dass der mittlere integrierte quadratische Fehler (MISE) gege-
ben ist durch

2 1 2 2
5o [ 1w (s = s R e+ 5 [ lotit) = 1Pl 0P

b) Weisen Sie nach, dass sich dies auch in der Form

%R (K%(., /f Ydz+(1—n"~ )/(Kb*f)2(x)dx—2/(Kb*f)(x)f(x)dx

mit R(KZ(.,b)) = [(KZ(u,b))*du schreiben lisst.



23. Sei (X, Y) ein zweidimensionaler Zufallsvektor mit gemeinsamer Dich-
te f. Sei fi die Dichte von X und r(z) = E(Y|X = z) die Regressionsfunktion
von Y auf X. Definiere den Nadaraya-Watson-Schétzer

_ Z?:l Y Ky(r — X;)
Z?:l Ky(r — X;) '

Berechnen Sie unter geeigneten Bedingungen die Konvergenzrate von 7(z).

7(x)

Voraussetzungen fiir die Aufgaben 24 und 25: Sei (X,Y") ein Zufallsvektor mit
zweimal stetig differenzierbarer Regressionsfunktion g. Die zweite Ableitung
von g sei beschrénkt. Ferner besitze X die Dichte f mit Trager [0,1]. f sei
stetig auf (0,1) mit f(0) = f(0+). Die Funktion

v(x) = Var(Y|X = 1) := E((Y — g(X))*|X =)

sei ebenfalls stetig. Um die Regressionsfunktion zu schéitzen, wihlen wir
einen symmetrischen beschrinkten Kern K > 0 mit Triger [—1,1] und
Jub K (u)du < oo.

24. a) Zeigen Sie, dass fiir j =0,1,2,3 gilt
A A L :
LS =V F04) [ WK (u)du + o)
n < 0
=1

b) Sei go(z) der aus der Vorlesung bekannte Nadaraya-Watson-Schétzer. Be-
rechnen Sie fiir diesen den bedingten Bias E(go(0)|X1,...,X,) — g(0) und
die bedingte Varianz

Var(go(0)| X1, ..., Xn) = E((§o(0) — E(go(0)|X1, ..., Xn)*| X1, .., Xa).

25. a) Bestimmen Sie explizit den lokalen polynomialen Glétter g, (x) der
Ordnung r = 1 (sog. lokaler linearer Gldtter).
b) Berechnen Sie den bedingten Bias F(g1(0)|X1,...,X,) — ¢(0) und die
bedingte Varianz

Var(§,(0)| X1, ..., X,)) = B((31(0) — E(@(0)| X1, ... X)) X1, ..., X,,).

c) Vergleichen Sie die in Aufgabe 24b) gefundenen Raten mit den Raten aus
Aufgabenteil b).



