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31. Seien X1, . . . , Xn unabhängig und identisch verteilt mit stetiger Dich-
te f > 0 und Verteilungsfunktion F . Zudem existiere ein α > 0, so dass gilt

lim
x→∞

xf(x)

1− F (x)
= α.

Für x∗rn = F−1
(
1− 1

n

)
gilt dann

P

(
Xn:n

x∗rn

≤ t

)
→

{
e−t−α

, t > 0

0 , t ≤ 0
.

Seien im Folgenden Xi, i ∈ N, unabhängig mit Verteilungsfunktion F . Sei
g(X1, . . . , Xm) integrierbar und symmetrisch in den Argumenten. Die zu
X1, . . . , Xn mit n ≥ m gehörige U-Statistik mit Kern g ist

Un =

(
n

m

)−1 ∑
{i1,...,im}⊂{1,...,n}

g(Xi1 , . . . , Xim).

32. Setze ḡ = g − E[g(X1, . . . , Xm)] und de�niere

gk(x1, . . . , xk) = E[g(x1, . . . , xk, Xk+1 . . . , Xm)]

= E(g(X1, . . . , Xm)|X1 = x1, . . . , Xk = xk).

Zeigen Sie, dass für eine U-Statistik Un mit E[g2(X1, . . . , Xm)] <∞ gilt

Var(Un) =

(
n

m

)−1 m∑
k=1

(
m

k

)(
n−m

m− k

)
ζk

mit ζk := Var(gk(X1, . . . , Xk)).
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33. Zeigen Sie unter den Voraussetzungen aus Aufgabe 32:

a) Es gilt ζ1 ≤ ζ2 ≤ · · · ≤ ζm.

b) Sei m fest und k zwischen 1 und m so, dass ζj = 0 für j < k und ζk > 0,
dann gilt

Var(Un) =
k!

(
m
k

)2
ζk

nk
+O

(
1

nk+1

)
.

34. De�niere Ǔn = EUn + m
n

∑n
i=1(g1(Xi)−E[g(X1, . . . , Xm)]) mit g1 wie

in Aufgabe 32. Sei E[g2(X1, . . . , Xm)] <∞ und ζ1 > 0.

a) Zeigen Sie, dass gilt

E[(Un − Ǔn)2] = O(n−2).

b) Folgern Sie √
n(Un − EUn) ⇒ N0,m2ζ1 .

35. a) Sei Vn eine V-Statistik mit symmetrischem Kern ψ vom Grad k,
d.h.

Vn = n−k

n∑
i1=1

· · ·
n∑

ik=1

ψ(Xi1 , . . . , Xik).

Dann gilt

Vn = n−k

k∑
j=1

j!S(j)
k

(
n

j

)
U (j)

n ,

wobei U
(j)
n eine U-Statistik vom Grad j mit Kern φ(j) gegeben durch

φ(j)(x1, . . . , xj) = (j!S(j)
k )−1

∑∗

(j)

ψ(xi1 , . . . , xik)

ist. Die Gröÿen S(j)
k seien de�niert durch

nk =
k∑

j=1

S(j)
k n(n− 1) · · · (n− j + 1).

Die Summe
∑∗

(j) wird über alle k-Tupel aus {1, 2, . . . , j} gebildet.
b) Welche Gestalt hat Vn für k = 3? Wie ist

√
n(Vn − EVn) asymptotisch

verteilt?
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