Einfihrung in die Stochastik

Vorlesung von Wolfgang Wefelmeyer
Universitat zu Koln
Wintersemester 2010/2011
Skript von Markus Schulz



Inhaltsverzeichnis

1 Diskrete Experimente

2 Kombinatorik

3 Anwendungen der Kombinatorik
4 Gekoppelte Experimente

5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

6 Unabhingige Ereignisse

7 Mittelwert und Erwartungswert

8 Die Kolmogorov-Axiome
und das Lebesgue-Borel-Malfs

9 Lebesgue-Integral

10 Produktmafie und unabhingige Zufallsvariablen

11 Einige diskrete Verteilungen
12 Stetige Wahrscheinlichkeitsmafie

13 Verteilungsfunktionen
und Transformationssitze

14 Gesetz der grofien Zahl
15 Zentraler Grenzwertsatz

16 Schwache Konvergenz
und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

17 Empirische Schitzer

18 Lineare Regression

19 Kernschitzer fiir Dichten

20 Maximum-Likelihood-Schitzer
21 Tests

22 Exponentielle Familien,
monotone Dichtequotienten,
gleichméifig beste Tests

23 Konfidenzbereiche

10

12

13

14

15

18

19

22

23

27

28

30

32

34

35

37

39

42

46



Vorbemerkung

Die Vorlesung richtet sich an zwei Gruppen von Hoérern. Einerseits ist sie eine in
sich geschlossene Einfiihrung in einige Begriffe und Methoden der Wahrscheinlich-
keitstheorie und Statistik. Sie wendet sich insbesondere an Lehramtsstudenten; viele
behandelte Beispiele sind auch fiir den Unterricht brauchbar. Sie gehort zum Bereich
D (Angewandte Mathematik). Andererseits dient die Vorlesung der Einstimmung
auf weiterfithrende Vorlesungen zur Stochastik. In den Bachelor- und Masterstudien-
géngen gehort die Vorlesung zum Bereich Stochastik und Versicherungsmathematik.
Zusammen mit der Vorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I deckt sie das Grundwis-
sen iiber Stochastik fiir die Zulassung zur Aktuarausbildung ab. Es ist ratsam, die
Einfiihrung schon im dritten Semester zu héren.

Stichworte zum Inhalt der Einfiihrung: Kombinatorik, bedingte Wahrscheinlich-
keiten, Bayes-Regel, Gesetz der grofen Zahl, zentraler Grenzwertsatz; empirische
Schitzer, Maximum-Likelihood-Schétzer, Kernschitzer, lineare Regression, Tests,
Konfidenzbereiche.



1 Diskrete Experimente

Definition 1.1. Ein diskretes Experiment besteht aus einer endlichen (spéter auch
abzdhlbaren) Menge Q2 = {wy,ws, ...} von Ergebnissen, denen Wahrscheinlichkeiten
P({wi}) = p; zugeordnet sind. Dabei gilt p; > 0 und ). p; = 1.

Beispiel 1.1 (Werfen zweier (unterscheidbarer) Miinzen). Wir schreiben die Ergeb-
nismenge als Q = {KK,KZ, ZK,ZZ}. Die Ergebnisse KK, KZ, ZK, ZZ sind
gleich wahrscheinlich; ihre Wahrscheinlichkeit ist also jeweils 1/4.

Beispiel 1.2 (Werfen zweier (nicht unterscheidbarer) Miinzen). Als Ergebnismen-
ge betrachten wir die moéglichen Anzahlen von “Kopf™ € = {0,1,2}. Dann gilt
P({0}) =P({2}) = jund P({1}) = 7 + 1 = 5.

Definition 1.2. Ein Ereignis ist eine Menge von Ergebnissen. Die Menge aller mog-
lichen Ereignisse ist die Potenzmenge P(2). Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

Aist P(4) = Y, P({w}).
Erinnerung: Fiir A, B C ) sind folgende Mengenoperationen definiert:

A={weQ:w¢ A} Komplement,
AUB={weQ:we AVwe B} Vereinigung,
ANB={weN:we AANw e B} Durchschnitt,
A-B=A\B={weQ:weAANw¢ B} =ANB° Differenz,
AAB = (AUB)— (AN B) symmetrische Differenz.
Definition 1.3. Zwei Ereignisse A und B heiken disjunkt, wenn AN B = (). Dann

schreiben wir AU B = A + B. Ereignisse A;, i € N, heifsen paarweise disjunkt,
wenn je zwei Ereignisse A; und Aj, j # 14, disjunkt sind. Wir schreiben dann auch

UieN A= Zf; A;.

Regeln von de Morgan: Zwischen Vereinigung, Durchschnitt und Komplement
bestehen folgende Beziehungen fiir beliebige Ereignisse A;:

(ﬂ A,L-> = (U AZ-> =4r
Bemerkung 1.1. Durch die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse ist eine Abbildung
P :P(Q) — [0, 1] definiert, fiir die gilt:
P(Q) =1,
P(A+ B) = P(A) + P(B).
Beweis. Wegen p; > 0 ist P(A) > 0. Es gilt P(Q) =1, da ), p; = 1. Man rechnet
P(A)+ P(B) =) P{w}) + > P({w}) = Y P{w})=P(A+B).

wEA w€eB wEA+B
]

Beispiel 1.3. Bei einer medizinischen Studie konnte man die FErgebnisse “Zustand
verbessert”, “Zustand gleich” und “Zustand verschlechtert” als 2 = {—1,0, 1} mode-
lieren.



Beispiel 1.4. An einer Klausur nehmen n Personen teil. Wir numerieren sie durch.
Erreichen alle unterschiedliche Punktzahlen, so 14t sich eine Rangliste als Permu-
tation {w1,...,w,} von {1,...,n} bilden. Teilnehmer 1 hat den Rang w;, usw.
Gibt es moglicherweise Teilnehmer mit gleicher Punktzahl, ist die Beschreibung
komplizierter. Haben a; Teilnehmer die hochste erreichte Punktzahl, so haben sie
alle Rang 1. Die Rangliste 14t sich durch eine Permutation des Vektors

(1,...,1,2,...,2, ko k)

ausdriicken, in dem a;-mal 1, as-mal 2 usw. steht. Es gilt Zle a; = nmit a; > 1 und
k > 1. Teilnehmer 1 hat wieder den Rang, der an der ersten Stelle der Permutation
steht.

Definition 1.4. Eine Abbildung X : Q2 — R heilt Zufallsvariable.

Beispiel 1.5 (Zwei (unterscheidbare) Miinzen). Der Ergebnisraum fiir den Wurf zwei-
er Miinzen ist Q = {(¢,7) : 4,5 € {0,1}}, wenn 0 fiir “Zahl” und 1 fiir “Kopf” steht.
Jedes Ergebnis besitzt die Wahrscheinlichkeit i. Die Zufallsvariable X gebe nun die
Anzahl der Miinzen mit “Kopf” an, also X (i,7) =i+ j. Es gilt

P(mindestens einmal Kopf) = P(X > 1) = P({w : X(w)
= P({(07 1)7 (17 O)’ (17 1)}) =

Definition 1.5. Die Verteilung von X ist gegeben durch

PX({b}) = P(X =b) = P({w: X(w)=b}) = Y P({w}).

w:X (w)=b

1})

>
3
1

Nach Bemerkung 1.1 ist PX ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem Wertebereich von
X (vgl. Kapitel 8).
Beispiel 1.6 (Zwei (unterscheidbare) Miinzen). Wie oben sei Q = {(i,j) : i,j €
{0,1}} und P({(i,4)}) = 1. Als Zufallsvariablen betrachten wir X;(¢,j) = i und
Xs(i,7) = j, die Projektionen. Dann gilt
P(erste Miinze Kopf) = P(X; =1) = 1/2

P(mindestens einmal Kopf) = P(X; + Xy, > 1) = 3/4.
Bemerkung 1.2. Die Verteilung einer Zufallsvariablen X laft sich mit Hilfe der Ur-
bildabbildung ausdriicken:

X '(B)={w: X(w) € B} = (X € B).

Insbesondere haben wir X }({b}) = {w : X(w) = b}, also PX({b}) = P(XL({b})).
Laplacesche Experimente: Sei (2 endlich. Die Laplace- Verteilung (oder Gleichver-
teilung) tiber Q ist definiert durch P({w}) = 1/|€2|. Hier und im folgenden bezeichnet
der Betrag einer Menge die Anzahl ihrer Elemente, also |A| = #{w : w € A}. Ein
Laplacesches Experiment ist ein diskretes Experiment, in dem die Verteilung durch
eine Laplace-Verteilung gegeben ist. Fiir Ereignisse A gilt in diesem Fall

P(A) = H _ Anzahl der giinstigen Ergebnisse

|| Anzahl der moglichen Ergebnisse’

Wahrscheinlichkeiten in Laplaceschen Experimenten berechnet man mit Hilfe der
Kombinatorik, die im néchsten Abschnitt behandelt wird.



2 Kombinatorik

A. Permutationen. Sei k € {1,...,n}. Permutationen sind k-Tupel aus verschie-
denen Zahlen 1,...,n. Ihre Anzahl ist

neg=nn—-1)...(n—k+1)=

(n—k)l

Denn fiir die Belegung der ersten Stelle des k-Tupels gibt es n Moglichkeiten, fiir
die der zweiten Stelle nur noch n — 1, usw.

Eine dquivalente Beschreibung der Anzahl der Permutationen: Die Anzahl der Mog-
lichkeiten, k unterscheidbare Kugeln auf n Facher ohne Mehrfachbelegung zu ver-
teilen. Denn fiir die erste Kugel stehen n Féacher zur Verfiigung, fiir die zweite nur
noch n — 1, usw.

Eine weitere dquivalente Beschreibung: Die Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Urne
mit n numerierten Kugeln k£ unter Beachtung der Reihenfolge und ohne Zuriicklegen
zu ziehen.

Eine weitere dquivalente Beschreibung: Die Anzahl der Abbildungen {1,... k} —
{1,...,n}, die injektiv sind. Denn 1 kann auf einen von n Werten abgebildet werden,
2 kann wegen der Injektivitdt nur noch auf einen der iibrigen n — 1 Werte abgebildet
werden, usw.

Es héngt von der Anwendung ab, welche Beschreibung die bequemste ist.

Fir £ = n gilt speziell (n), = n(n —1)...1 = nl. Unter “Permutationen” versteht
man haufig diesen Spezialfall.

Beispiel 2.1. Fiinf Géste sollen auf zehn Zimmer verteilt werden. Dafiir gibt es
(10)5; = 30.240 Moglichkeiten.

Fiinf Kinder sollen sich fiir ein Gruppenbild in einer Reihe aufstellen. Es gibt 5!
mogliche Anordnungen.

B. Kombinationen. Sei k € {0,1,...,n}. Kombinationen sind k-elementige Teil-
mengen von {1,...,n}. Ihre Anzahl ist

(¥)

Begriindung: Es gibt (n); k-Tupel. Fiir jedes k-Tupel gibt es k! Anordnungen, die
alle aber die gleiche Teilmenge bilden, also nicht unterschieden werden. Also ist die

gesuchte Anzahl
(M)e n! _(n
Ko kl(n—k)!  \k/)

Zweite Begriindung: Induktion iiber n. Bezeichne C),; die gesuchte Zahl. Es gilt
Cio=1und C;; = 1. Sei k € {0,...,n}. An den k-elementigen Teilmengen von
1,...,n+ 1 ist die Zahl n + 1 entweder nicht beteiligt oder beteiligt. Es gilt also
Cra1x = Cpp+Cp k1. Diese Beziehung gilt tatséchlich fiir die Binomialkoeffizienten.
Der Schritt von k =n auf k = n + 1 ist trivial wegen Cj 41541 = 1.

Eine dquivalente Beschreibung der Anzahl der Kombinationen: Die Anzahl der Mog-
lichkeiten, k nicht unterscheidbare Kugeln ohne Mehrfachbelegung auf n Féicher zu
verteilen. Denn die belegten Fécher beschreiben eine Teilmenge von {1,...,n}.

4



Eine weitere dquivalente Beschreibung: Die Anzahl der Moglichkeiten, aus einer Urne
mit n numerierten Kugeln k ohne Beachtung der Reihenfolge und ohne Zuriicklegen
zu ziehen.

Eine weitere dquivalente Beschreibung: Die Anzahl der Abbildungen {1,...,n} —
{0,1} mit #f~'({1}) = k. Denn die Zahlen, die auf 1 abgebildet werden, bilden eine
k-elementige Menge.

Beispiel 2.2. Beim Lotto “6 aus 49”7 gibt es (469) = 13.983.816 mdgliche Ziehungser-
gebnisse.
Beispiel 2.3. Ordne a Nullen und b Einsen in einer Reihe an. Dafiir hat man (aib) =
(azb) Moglichkeiten.
Beispiel 2.4. Gegeben seien n; Zeichen der Sorte j, und k& Sorten, also insgesamt
n = ny + --- + ng Zeichen. Die Anzahl der Anordnungen ist gegeben durch den
Multinomialkoeffizienten
n B n!
(nlnk> ol

Denn fiir Sorte 1 gibt es (:’) Moglichkeiten, die Zeichen auf n Stellen zu verteilen;

ni
fiir Sorte 2 hat man anschlieRend (

es also

n—ni
n2

(n) (n—m) n!
ny N9 nilng!(n —ny — ny)!

mogliche Anordnungen. Jetzt Sorte 3 hinzunehmen, usw.

) Moglichkeiten. Fiir beide zusammen gibt

C. Variationen. Sei k£ € N. Variationen sind k-Tupel aus Zahlen 1,...,n. Thre
Anzahl ist n*. Denn fiir jede Stelle des k-Tupels gibt es n Mdglichkeiten.

Eine dquivalente Beschreibung der Anzahl der Anzahl der Variationen: Die Anzahl
der Moglichkeiten, k& unterscheidbare Kugeln auf n Facher zu verteilen.

Eine weitere dquivalente Beschreibung: Die Anzahl der Méglichkeiten, aus einer Urne
mit n numerierten Kugeln £ mit Beachtung der Reihenfolge und mit Zuriicklegen
zu ziehen.

Eine weitere dquivalente Beschreibung: Die Anzahl aller Abbildungen {1,...,k} —
{1,...,n}.

Beispiel 2.5. “Kombinations”-Schlofs.

3 Anwendungen der Kombinatorik

Beispiel 3.1. Wiirden Sie darauf wetten, mit 4 Wiirfeln mindestens eine 6 zu wiirfeln?
Die Wahrscheinlichkeit dafiir kann man iiber das (Gegenereignis “keine 6” errechnen.
(Diesen Trick, zunéichst das Komplement des gesuchten Ereignisses zu betrachten,
werden wir noch hiufig anwenden.) Numeriere die Wiirfel durch. Mit dem Abschnitt
iiber Variationen erkennt man, dafes 6* mogliche Wurfergebnisse gibt, von denen 5%
fiir das Komplementiarereignis giinstig sind. Mit dem Laplace-Ansatz erhalten wir

4 4

) )
P(keine 6) = 6 also P(mindestens eine 6) = 1 — i =0.52 > 1/2.

(In der Frage waren die Wiirfel nicht numeriert. Aber nur durch Numerieren erhalten

wir lauter gleichwahrscheinliche Ergebnisse und kénnen Kombinatorik anwenden.
Auch dieser Trick wird uns noch hiufig helfen.)
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Beispiel 3.2 (Olympialotterie von 1971). In einer Trommel befinden sich je 7 Kugeln
mit den Ziffern 0,...,9. Wir entnehmen nacheinander 7 Kugeln und erhalten eine
7-stellige Zahl. Die Lose mit diesen Zahlen waren gleich teuer. War das fair?

Es ist iibersichtlicher, das Problem etwas allgemeiner zu fassen. (Der Grund ist, daf
die 7 in zwei Bedeutungen auftritt.) Es sollen in der Trommel je m Kugeln der Ziffern
0,...,9 sein, von denen wir £k < m Kugeln ziehen. Wir numerieren im Geiste die
Kugeln mit der gleichen Ziffer jeweils durch. Dann gibt es insgesamt(10m); mogliche
Ziehungsergebnisse. Fiir die Ziehung (0,...,0) gibt es (m); giinstige Ergebnisse,
also hat dieses Ereignis die Wahrscheinlichkeit (m)g/(10m);. Fiir £ = m = 7 ist
dies ungefihr 8.3 - 1071°, Fiir die Ziehung (0,1,...,k — 1) gibt es hingegen m*
giinstige Ergebnisse, also hat dieses Ereignis die Wahrscheinlichkeit m*/(10m),. Fiir
k = m = 7 ist dies ungefiihr 1.3-107". Die Ziehung (0,1,...,k —1) ist also ungefihr
150-mal so wahrscheinlich wie die Ziehung (0,...,0), und ein Los mit der letzteren
Nummer hitte entsprechend billiger sein sollen.

Beispiel 3.3. Eine Gesellschaft bestehe aus S Personen. Wie wahrscheinlich ist
es, dafs mindestens eine Person am selben Tag Geburtstag hat wie der Gastge-
ber? Wir numerieren die Tage eines Jahres durch. Die Géste numerieren wir mit
1,...,8 — 1. Der Gastgeber habe am Tag 1s Geburtstag. Der Ergebnisraum ist
Q= {(i1,...,is-1) 1 i; € {1,...,365}}. Auf dem Umweg iiber das Gegenereignis
erhalten wir die Wahrscheinlichkeit 1—364°~!/365%~1. In der folgenden Tabelle sind
einige Zahlenwerte angegeben:

S—1 || 5 |10 ] 15 | 20 |40 [---|253

Wahrsch. || 0.01 | 0.03 | 0.04 [ 0.05 [0.1]--- | 05
Erst bei mehr als 253 Gésten wird die gesuchte Wahrscheinlichkeit grofer als 1/2.

Beispiel 3.4. Wiederum bestehe die Gesellschaft aus S Personen. Wie wahrschein-
lich ist es, dalt mindestens zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben? Wir
numerieren die Gesellschaft mit 1,...,S. Es gibt (365)¢ ungiinstige Ereignisse. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 1 — (365)s/365°. Hier einige Zahlenwerte:

S | 5 | 10 | 15 | 20 | 23 | 40 | 55

Wahrsch. || 0.03 | 0.12 | 0.25 | 0.41 | 0.51 | 0.84 | 0.99
Schon ab 23 Gésten ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit grofer als 1/2.

Einschlufi-Ausschluff-Formel (Siebformel von Poincaré—Sylvester). Seien
Ay, ..., A, endliche Teilmengen von 2. Wir erhalten

‘Al U A2| - ‘A1’ + |A2’ - ‘Al ﬂ A2|
und
‘A1UA2UA3’ - |A1‘+ ’A2’+‘A3‘ - |A1ﬁA2’ - |A1ﬂA3‘ - ‘A2mA3’+|A1ﬂA2mA3’

Allgemein gilt

U
=1

=D A= ) JANA+ - (D) AIN N A,
=1

et Y N

{i1,mmmsim }C{1,...} j=1
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Oft hidngt die Grofe der Durchschnitte nur von der Anzahl der beteiligten Mengen
ab, das heift, fiir jedes m gibt es eine Zahl ¢(m), so dal

fin
j=1

fiir alle m-elementigen Teilmengen {iq,...,4,} C {1,...,n}. Dann vereinfacht sich
die Einschluf-Ausschlufs-Formel zu

UJa- i<—1>m—1(;;)c<m>.

i=1 m=1

= c(m)

Beispiel 3.5. Verteile k Kugeln auf n Facher mit moglicher Mehrfachbelegung. Wie
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, daft mindestens ein Fach leer bleibt?

Fiir £ < n ist die Wahrscheinlichkeit 1. Sei also & > n. Numeriere die Kugeln durch.
Firi=1,...,n sei A; die Menge der Zuordnungen, bei denen Fach i leer bleibt.
Nach der Formel fiir die Anzahl der Variationen gilt

A, N NAL | = (n—m)F = c(m).

Die spezielle Einschluf-Ausschluf-Formel liefert fiir die Anzahl der giinstigen Zu-

ordnungen ) )
U = S ()it

m=1
Die Anzahl aller moglichen Zuordnungen ist n*. Also ist die gesuchte Wahrschein-

lichkeit . .
1 met1[ T m\*
ﬁ‘g Ayl = m§:1<—1) ' (m) (1 B E) '

Beispiel 3.6 (Rencontre, matching, Koinzidenzen. Montmort 1713). Wir betrachten
Permutationen der Zahlen 1, ..., n. Wie wahrscheinlich ist es, dak (mindestens) eine
Zahl unveriandert bleibt?

Sei A; die Menge der Permutationen, bei denen die Stelle ¢ unverédndert bleibt. Es
gilt

|4, N...NA
Die spezielle Einschluf-Ausschluf-Formel liefert fiir die Anzahl der giinstigen Zu-

ordnungen i )
U] =0 )=

Die Anzahl aller Permutationen ist n!. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

L0 =Sy () e sy L

m=1 m=1

=(n—m)! = c(m).

im

Fiir groRes n ist das ungefihr 1 —e™! = (.63, also fast 2/3.

Bringt jeder in einer Gruppe ein Geschenk mit, und werden die Geschenke dann
zufillig an die Gruppenmitglieder verteilt, so ist es auch bei sehr groken Gruppen
recht wahrscheinlich, dakl einer sein eigenes Geschenk erhilt.



Beispiel 3.7 (Hypergeometrische Verteilung). Eine Lieferung der Grofe N enthélt
K defekte Stiicke. Entnehme n Stiicke. Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthilt diese
Stichprobe genau k defekte Stiicke?

(Diesmal numerieren wir nicht.) Die Anzahl aller moglichen Stichproben ist (]Z)
Wir haben (Ik() Moglichkeiten, k aus K defekten Stiicken auszuwéahlen, und (]\TZ :f)
Moglichkeiten, n — k aus N — K nicht defekten Stiicken auszuwihlen. Die Anzahl
der Stichproben mit k defekten Stiicken ist also (Ik{) (]X:f) Dabei muf k zwischen
max{0, K +n — N} und min{n, K} liegen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

(D08
)

Beispiel 3.8. Eine Lieferung der Groke N = 1000 soll nur hochstens 2% Ausschuss
enthalten. Der Empfinger darf vertragsgemifl die Lieferung zuriickweisen, wenn
eine Stichprobe der Gréfe n = 10 mindestens ein defektes Stiick enthalt. Ist das
verniinftig?

Bei K defekten Stiicken weist der Empfanger die Lieferung mit Wahrscheinlichkeit

HN,K,n{k} =

Hio00,x,10{1, - --,10} =1 — Higo0,x,10{0}

zuriick. Fiir K = 20 hat dies ungefdhr den Wert 0.18. Von den gerade noch akzep-
tablen Lieferungen wird also fast jede fiinfte zuriickgewiesen. (Das wére etwas zu
streng.)

4 Gekoppelte Experimente

Beispiel 4.1 (Irrfahrt). In einem Spiel gewinnen wir 1 Euro mit Wahrscheinlichkeit
p und verlieren 1 Euro mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Wir wiederholen das Spiel
mehrmals. Unser Startvermdgen vor dem ersten Spiel sei 0 Euro. Unser Vermogen
nach Spiel 1 ist dann 1 Euro mit Wahrscheinlichkeit p;(1) = p und —1 Euro mit
Wahrscheinlichkeit p;(—1) = g¢.

Falls wir das erste Spiel gewonnen haben, ist unser Vermdgen nach dem zweiten
Spiel 2 Euro mit Wahrscheinlichkeit py(2|1) = p und 0 Euro mit Wahrscheinlichkeit
p2(0|1) = g. Wir nennen solche Wahrscheinlichkeiten “bedingt” (auf das Ergebnis
des ersten Spiels).

Entsprechend gilt: Falls wir das erste Spiel verloren haben, ist unser Vermogen nach
dem zweiten Spiel 0 Euro mit Wahrscheinlichkeit py(0] — 1) = p und —2 Euro mit
Wahrscheinlichkeit po(—2| — 1) = q.

Das Experiment heifst “gekoppelt”, weil unser Vermogen nach dem zweiten Spiel von
dem nach dem ersten Spiel abhéngt. Das konnen wir mit einem “Baum” illustrieren.
Nach zwei Spielen sei die Entwicklung unseres Vermogens (ein “Pfad”) durch (1, 0)
gegeben. (Wir haben das erste Spiel gewonnen, das zweite verloren.) Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist dann

p(1,0) = p1(1)p2(0[1) = pq.

Analog gilt p(—1,0) = gp, p(1,2) = pp und p(—1, —2) = qq.



Definition 4.1. Seien €4, ..., €2, endlich, und seien p; Wahrscheinlichkeiten auf 24,
pa(-lwr) auf Qo ...) pu(twr, ..., wy) auf Q,. Das gekoppelte Experiment (n-stufiges
Experiment) gibt einem Pfad (wy,...,w,) die Wahrscheinlichkeit

p(Wh e 7wn) = pl(w1) -pg(w2|w1) e 'pn(wn|w17 cee ,Wn—1)-

Ein solches Experiment heifst stochastischer Prozefs. Fiir das zugehdrige Wahrschein-
lichkeitsmaf gilt:

P(Ayx - x Ay) = > pi(wn) Y pa(walwn) -+ D polwalwr, .. wns).

w1€A] wa€A2 wn€An

Héngen die p; nur von w;_; ab, so heifst der Prozef Markov-Kette.

Héngen die p; nicht von wy,...,w;_; ab, dann heit das Experiment ein unabhdn-
giges Produkt von Experimenten. In diesem Fall erhalten fiir das zugehorige Wahr-
scheinlichkeitsmarfs

P(A; % ... x A,) = Pi(A}) -~ Py(A)

mit
Pi(A;) = > pilwy).
ijAj

Wir nennen P ein unabhdngiges Produkt und schreiben wir P =P, ® ... ® P,.

Beispiel 4.2 (Hardy—Weinberg-Gesetz). Ein Allel komme in einer Population in den
beiden Ausprigungen A und a vor. Die Genotypen AA, Aa(= aA) und aa treten
dann mit Wahrscheinlichkeiten u, 2v, w auf, wobei u + 2v + w = 1 gelten muf. Die
Paarungen erfolgen entsprechend den Wahrscheinlichkeiten der Genotypen in der
Population. Es ergeben sich die folgenden Wahrscheinlichkeiten.

Genotyp der | dessen Wahr- bedingte Wahrscheinlichkeit der

Eltern scheinlichkeit | Genotypen in der nichsten Generation
AA | Aa oder aA aa

AA x AA u? 1 0 0

AA X Aa 2uv 1/2 1/2 0

Aa x AA 2uv 1/2 1/2 0

AA X aa uw 0 1 0

Aa x Aa 4o 1/4 1/2 1/4

aa X AA uw 0 1 0

Aa X aa 20w 0 1/2 1/2

aa X Aa 20w 0 1/2 1/2

aa X aa w? 0 0 1

Fiir die ndchste Generation resultieren also fiir die Genotypen die Wahrscheinlich-
keiten

Quv  2uv  4v?

ur = pi(AA) =’ + =+ Y=+ — = (u+v)*,
2 2 4
Qow 2w 4v?

wy = pi(aa) =w* + — +—+ — = (v+w)?,

2 2 4
201 =1 — (u+v)* — (v+w)? =2(u+v)(v+w).

In der iibernichsten Generation gilt dann

us = (ur401)? = ((u+v)> 4 (u40) (v+w))* = (ut0)? (u+v+v+w)? = (u+v)? = ;.
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Analog erhilt man ws = (v + w)? = w; und vy = v;. Nach der ersten Generation
andert sich also die Verteilung der Genotypen nicht mehr.

5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bei den gekoppelten Experimenten hatten wir mit bedingten Wahrscheinlichkeiten
begonnen und daraus Wahrscheinlichkeiten fiir Pfade berechnet. Jetzt gehen wir
umgekehrt vor.

Beispiel 5.1 (Roulette). Wir nehmen vereinfacht an, daf von den Zahlen 0, ..., 36
die ungeraden Zahlen rot und die geraden schwarz seien; 0 sei griin. Wir wissen:
a) Die Wahrscheinlichkeit, eine 7 zu ziehen, betrdgt 1/37.
b) Wenn bekannt ist, dak eine rote Zahl gezogen wurde, dann ist es mit Wahrschein-
lichkeit 1/18 die 7.
Der Ergebnisraum ist Q@ = {0,...,36} mit p(j) = 1/37. Es gilt A = {rot} =
{1,3,...,37} und B = {7}. Die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, daf die gezogene
Zahl die 7 ist, wenn bekannt ist, dafs die gezogene Zahl rot ist, ergibt sich als
1 1/37  P(ANB)
P(BlA4) = 18 18/37  P(A)

Das ist der Anteil von B an A.

Definition 5.1. Gegeben sei ein Grundraum €2 mit einem Wahrscheinlichkeitsmaf
P und Ereignisse A, B C Q mit P(A) > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von B
gegeben A ist definiert als
P(ANB)

P(A)
Satz 5.1. Fir jede Menge A ist P(-|A) ist ein Wahrscheinlichkeitsmap.
Beweis. Es gilt P(B|A) = P(AN B)/PA > 0 und P(QA) = P(A)/P(A) = 1.
Schlieklich gilt noch die Additivitét,

P(B +C|A) = P((B;(j)) n4) _ B0 A;?A;D(C 04 _ pp1a)+ P(ClA).

P(B|A) =

]

Beispiel 5.2 (Roulette als gekoppeltes Experiment). Wir kénnen (kiinstlich) ein ein-
zelnes Roulettespiel als gekoppeltes Experiment wie in Kapitel 4 auffassen, indem
wir erst die Farbe (g, r oder s) und dann die gezogene Zahl angeben. Der Ergebnis-
raum ist dann

Q={g,r,s} x{0,1,...,36}.
Fiir die Farben gelten die Wahrscheinlichkeiten p;(g) = 1/37 und py(r) = p1(s)
18/37, und die bedingten Wahrscheinlichkeiten der Zahlen sind dann py(0lg) =
und py(ilg) =0 fiir i = 1,...,36 und

1

(i) 1/18, i=1,3,...,35, (ils) 1/18, i=2,4,...,36,
1Tr) = 2718 ) =
b2 0, i—024,. .. 3, 0, i=0,1,3,...,35.
Die Wahrscheinlichkeit, die 7 zu ziehen, ist dann
18 1 1
p(7) =p(r,7) = pu()pa(Tlr) = 520 = 5=
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Beispiel 5.3 (Wiirfeln). Wir werfen erst einen roten und dann einen schwarzen Wiir-
fel.

a) Die Wahrscheinlichkeit, daf der rote Wiirfel eine 6 zeigt, ist dann 1/6.

b) Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafs der rote Wiirfel eine 6 zeigt, wenn die
Augensumme beider Wiirfel 11 ist, betrigt

P(rote 6 und Augensumme 11) 1/36 1
P(rote 6|Augensumme 11) = P(Augensumme 11) = 2736 =3

Das sieht man auch direkt: Moglich fiir 11 sind (5,6) und (6,5); giinstig fiir eine
rote 6 ist (6,5).

Der nichste Satz zeigt, wie sich ein Wahrscheinlichkeitsmaft aus bedingten Wahr-
scheinlichkeiten rekonstruieren lafit.

Satz 5.2 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Ist Q = >"7 | Ay mit P(Ay) >
0, dann gilt

P(B) =)  P(B|Ay)P(A).

Beweis. Mit der Additivitdt des Wahrscheinlichkeitsmales und der Definition der
bedingten Wahrscheinlichkeit folgt

P(B) =Y PBNAY =3 PECE (4 = Y PUBLAP(A),
O

Der nachste Satz zeigt, wie man bedingte Wahrscheinlichkeiten aus bedingten Wahr-
scheinlichkeiten in der umgekehrten Richtung rekonstruiert.

Satz 5.3 (Bayessche Regel). Unter den Voraussetzungen von Satz 5.2 gilt

P(B[Am) P(An) P(B[Am) P(An)

P(AnlB) = =55 ~ S P(BIA)P(Ay)

Beweis. Es gilt

P(A,NB) P(AnNB)P(A,)  P(B|An)P(An)
PlalB) = =5~ = ~p(4,) P®B) ~ PB)

Wende dann auf den Nenner Satz 5.2 an. ]

Beispiel 5.4 (Diagnose). Ein Test stuft eine Person mit 5% Wahrscheinlichkeit félsch-
lich als krank ein, mit 10% Wahrscheinlichkeit filschlich als gesund. Der Anteil der
Kranken an den Getesteten betrigt 2%.

Bezeichne die Zustinde “gesund” und “krank” mit G und K, und die Diagnosen
“gesund” bzw. “krank”mit g bzw. k. Gegeben sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten

p(k|G) = 0.05, p(g|K) = 0.1, p(K) = 0.02.
Die Gegenwahrscheinlichkeiten sind dann

p(g9|G) = 0.95, p(k|K) = 0.9, p(G) = 0.98.
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Uns interessieren die umgekehrten bedingten Wahrscheinlichkeiten.

a) Wie wahrscheinlich ist es, dak eine als gesund diagnostizierte Person tatséchlich
krank ist?

Satz 5.3 liefert

p(g|K)p(K) B 0,1-0.02
(9| K)p(K) + p(g|G)p(G) — 0,1-0.02+0.95-0.98

p(K|g) = 5 ~ 0.002.

b) Wie wahrscheinlich ist es, daf eine als krank diagnostizierte Person tatséchlich
gesund ist?
Mit Satz 5.3 erhalten wir

p(k|G)p(G)
(K|G)p(G) + p(k|K)p(K)

Der Unterschied erkléart sich aus dem geringen Anteil der Kranken.

~ 0.73.

p(Glk) = ,

6 Unabhangige Ereignisse

Beispiel 6.1 (Wiirfeln). Wir werfen erst einen roten und dann einen schwarzen Wiir-
fel. Es gilt P(rote 6) = 1/6, aber

P(rote 6|Augensumme 11) = %,
P(rote 6|Augensumme nicht 11) = % = 3%
Hier sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht gleich der unbedingten. Aber
P(rote 6|Augensumme gerade) = % = % = %,
P(rote 6|Augensumme ungerade) = % = %

Hier stimmen die bedingten Wahrscheinlichkeiten mit der unbedingten iiberein. Der
néchste Satz erkldrt, warum das so ist.

Satz 6.1. Es gilt P(A|B) = P(A|B°) genau dann, wenn P(AN B) = P(A)P(B),
also P(A|B) = P(A) und P(B|A) = P(B).

Beweis. P(A|B) = P(A|B¢) bedeutet, dafs
P(ANnB) P(AnNB°)

P(B) —  P(B)
Dann gilt
P(A) = P(AN B) + P(AN B*) = P(AN B)(1+ ];((B;))) - P(]f(;)B)
Gilt umgekehrt P(AN B) = P(A)P(B), so erhalten wir
P~ PANB) _PAPB) o

P(B) P(B)
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Aus P(AN B) = P(A)P(B) folgt auch
P(ANB¢) = P(A)— P(ANnB) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°);
also gilt auch P(A|B¢) = P(A). O

Definition 6.1. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf 2 und A, B C . Dann
heien A und B unabhdngig, wenn

P(AN B) = P(A)P(B).

Definition 6.2. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf ). Die Ereignisse Aq,..., A,
in Q heifen unabhangig, wenn fiir k = 2,... n und alle Teilmengen {iq,...,i;} von
{1,...,n} gilt:

P(A 0N Ay) = P(Ay) -+ P(A).

Bemerkung 6.1. Um Unabhéngigkeit nachzuweisen, reicht es nich{ aus, die Pro-
duktformel nur fiir k£ = n nachzuweisen. Seien zum Beispiel A und B abhingig und
C = (. Dann gilt P(AN BN C) = P(A)P(B)P(C), obwohl die Ereignisse nicht
unabhéngig sind.

Bemerkung 6.2. Paarweise Unabhéngigkeit reicht ebenfalls nicht aus, um Unab-
hangigkeit nachzuweisen. Werfen wir zum Beispiel nacheinander zwei Miinzen und
betrachten die Ereignisse A = {erste Miinze Kopf}, B = {zweite Miinze Kopf} und

C' = {genau einmal Kopf}. Man sieht sofort, dak diese Ereignisse paarweise unab-
héngig sind, aber 0 = P(()) = P(ANBNC) # P(A)P(B)P(C) =1/8.

7 Mittelwert und Erwartungswert

Definition 7.1. Sei Q = {ay,...,a,} C R. Das Wahrscheinlichkeitsmafy P auf Q
sei gegeben durch P({a;}) = p;. Der Mittelwert von P ist

u(P) =Y pa.
i=1

Beispiel 7.1. Bei 2 von 2000 Losen gewinnt man 1000 Euro, sonst gewinnt man nur
1 Euro. Der erwartete Gewinn ist der Mittelwert
1998 2
P)=——1+ ——1000 ~ 1.999.
#P) = 000" T 2000
Ein Lospreis von 2 Euro wére also schon (knapp) ungiinstig.
Beispiel 7.2. Wir werfen einen Wiirfel. Dann ergibt sich die “mittlere” Augenzahl
als $(1+2+4+3+4+5+6) =35.

Definition 7.2. Sei X eine Zufallsvariable auf (2, P). Der Erwartungswert von X
ist der Mittelwert von P¥.

Die Zufallsvariable X auf 2 nehme die Werte a4, ..., a, an. Dann ist die induzierte
Verteilung P~ von X gegeben durch p; = PX({a;}) = P({w € Q: X(w) = a;}) =
P(X = a;). Der Erwartungswert von X ergibt sich also als

i=1 1=1
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Beispiel 7.3. Sei Q = {1,...,2000} und P({w;}) = 1/2000. Setze X (1) = X(2) =
1000 und X (j) = 1 sonst. Diese Zufallsvariable beschreibt den moglichen Gewinn
im obigen Beispiel mit den Losen. Der erwartete Gewinn ergibt sich jetzt als

1998 2
EX=uy(PXY=P(X=1)-1+P(X =1 -1000 = ——1 + ——1000.
wu(P) ( ) -1+ P( 000) - 1000 5000 +2000 000

8 Die Kolmogorov-Axiome
und das Lebesgue-Borel-Mafs

In diesem Kapitel fiihren wir allgemeine Experimente ein. Sie konnen auch abzahlbar
oder sogar iiberabzihlbar viele Ergebnisse haben, zum Beispiel beliebige reellwertige
Ergebnisse. Wir brauchen (fiir die Theorie) die Additivitdt von Wahrscheinlichkeits-
malfsen auch fiir abzdhlbar viele disjunkte Ereignisse. Dann kénnen wir nicht mehr
fiir alle Ereignisse Wahrscheinlichkeiten einfiihren.

Beispiel 8.1. Betrachte das Intervall [0, 1]. Die Wahrscheinlichkeit eines Teilintervalls
(a,b) sei durch das Lebesgue-Maf8 P((a,b)) = b — a gegeben. Es ist nicht moglich,
dieses Mak abzihlbar additiv auf alle Teilmengen von [0, 1] fortzusetzen. (Das soll
hier nicht begriindet werden.)

Wir umgehen das Problem im folgenden, indem wir uns auf “einfache” Ereignisse
beschranken. Das reicht fiir alle Anwendungen. Zur Bequemlichkeit nehmen wir
zusitzlich an, dafs Komplemente und abzdhlbare Vereinigungen wieder zu diesen
“einfachen” Ereignissen gehdren.

Die Kolmogorovschen Axiome: Unter einem Wahrscheinlichkeitsraum (oder
(Zufalls- ) Ezperiment) verstehen wir einen Grundraum  # () mit einer o-Algebra F
tiber 2 (einen meflbaren Raum) und einem Wahrscheinlichkeitsmafi P auf F.

Definition 8.1. Ein Mengensystem F C P((2) ist eine o-Algebra, wenn es folgende
Eigenschaften besitzt:

(i) Qe F;
(i) Wenn A € F dann auch A° € F;
(iii) Wenn A; € F fiir i € N, dann auch (J, .y 4; € F.

Definition 8.2. Eine Mengenfunktion P auf F heiltt Wahrscheinlichkeitsmafs, falls
P(Q) =1, P(A) > 0 fiir A € F gilt und die Mengenfunktion abzdhlbar additiv
(o-additiv) ist:

P(Z Ai> = Z P(A;) fiir paarweise disjunkte A; € F.
i=1 i=1

Gilt P(Q) = 1 nicht, dann heikt P Map.

Lemma 8.1. Ist S C P(), dann ezistiert eine kleinste o-Algebra o(S), die S
enthdlt.

Eine wichtige o-Algebra ist die Borel-Algebra iiber R™. Sie wird von den Quadern
erzeugt. Im folgenden bezeichne (a,b) ein offenes, halboffenes oder abgeschlossenes
Intervall.
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Definition 8.3. Die Borel-(o-)Algebra B™ ist die kleinste o-Algebra, die alle Quader
{(ay1,b1) X -+ X (a, by,) enthilt.

B™ wird zu Beispiel auch schon von den abgeschlossenen “unteren Quadranten”
(_OO’Ch] X X (—oo,qm]7 q; € Q, erzeugt.

Ein wichtiges Mafs auf der Borel-Algebra B™ ist das Lebesgue—Borel-Mafs \™. Es
mifst das “Volumen” einer Menge. Auf dem Einheitswiirfel [0, 1]™ ist es ein Wahr-
scheinlichkeitsmafs. Fiir eine (m-dimensionalen) beschrinkten Quader ist das Volu-
men das Produkt der Kantenldngen

m

A" ((ar, br) X -+ X (am, b)) = [ [ (b — a2).

i=1

Satz 8.2. Das Lebesgue—Borel-Maf§ \™ lafit sich von den beschrankten Quadern
eindeutig zu einem MafS auf B™ fortsetzen.

9 Lebesgue-Integral

A. Zufallsvariablen: Um das Lebesgue-Integral zu definieren, fithren wir “Zufalls-
variablen” allgemeiner als in Kapitel 1 ein. Seien (€2, F) und (£, ') mefsbare Rédume.

Definition 9.1. Eine Abbildung X : Q — €' heifst mefbar, wenn Urbilder mefsbarer
Mengen mekbar sind; das heifét, fiir alle A" € F’ gilt

XA ={w: Xw)eA}=(XecA)eF.

Ist 7' = o(S), so geniigt es zu zeigen, daf X 1(S) € F fiir alle S € S. Dazu muf
man nur nachpriifen, daf 7 = {A’ C ' : X 1(A4’) € F} eine o-Algebra ist. Da sie
S enthélt, muk dann F' = o(S) C 7 gelten.

Mefkbare Funktionen mit € = R™ heifsen Zufallsvektoren; mit ' = R heilen sie
Zufallsvariablen.

Proposition 9.1. Die Menge der Zufallsvariablen ist abgeschlossen unter Linear-
kombinationen, abzdhlbaren Suprema, abzdihlbaren Infima und Limites.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dafs Urbilder offener unterer Halbstrahlen mefbar sind.
Fiir die Skalarmultiplikation mit o > 0 gilt das wegen (X <7r) = (X < r/a). Fiir
die Addition schreibt man

X+Y<n)=J(X<un¥ <r-u).
u€eQ

]

Zufallsvariablen lassen sich als Limites mefsbarer Treppenfunktionen charakterisie-
ren. Dazu fithren wir zunéchst die Indikatorfunktion einer Menge A ein,



Definition 9.2. Eine Funktion X : © — R heift Treppenfunktion, wenn sie nur
endlich viele Werte annimmt.

Eine Treppenfunktion ldkt sich in der Form > | a;14, mit paarweise disjunkten A;
schreiben. Sie ist mekbar genau dann, wenn alle A; mefsbar sind.

Proposition 9.2. Sei X : Q — [0,00) eine (nichtnegative) Zufallsvariable. Dann
existieren mefsbare Treppenfunktionen X,, mit X,, T X punktweise, und umgekehrt.

Beweis. Wahle

B. Lebesgue-Integral: Das Lebesgue-Integral wird durch “algebraische Induktion”
eingefiihrt: Man beginnt mit den einfachsten Integranden und setzt das Integral dann
linear und stetig fort.

Sei (Q, F) ein mefbarer Raum und p ein Maf auf F. Fiir mefbare Indikatorfunk-
tionen X = 14 definieren wir das Integral als

[ X du=uia).

Fiir meftbare Treppenfunktionen X = Y7 | a;14, definieren wir das Integral als

/Xdu = aip(A).

Fiir nichtnegative Zufallsvariablen X wihlen wir mefbare Treppenfunktionen X,
mit X,, T X und definieren das Integral als

/Xdu:sup/Xnd,u.

Bezeichne X+ = X1(x>0) und X~ = —X1(x<q) den Positiv- bzw. Negativteil einer
Zufallsvariablen X. Dann gilt X = X+ — X~. Wir nennen X integrierbar, wenn
J Xt dpoder [ X~ dp endlich ist, und definieren das Integral als

/Xduz/X*du—/Xd,u.

Die folgenden niitzlichen Konvergenzsitze beweisen wir nicht.

Satz 9.3 (Levi). Seien X,, nichtnegative Zufallsvariablen mit X, T X punktweise,

dann st X integrierbar, und
/XndP T /XdP.
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Satz 9.4 (Lebesgue). Seien X, und X Zufallsvariablen mit X,, — X punktweise,
und gilt | X,| <Y fir ein’Y mit [ YdP < oo, so gilt

/XndP—> /XdP.

C. Induzierte Mafie: Seien (2, F) und (', ') mefsbare Réume, p|F ein Maf und
X : Q — € eine mefbare Abbildung. Das durch X und p auf Q' induzierte Maf p*
ist definiert durch

WX (A) = p(X7(A)) = u(X € A), A€ F.

Dak das tatsdchlich ein Maf ist, rechnet man wie folgt nach. Offensichtlich gilt
pX(A) = pu(X € A’) > 0. Sind A, € F' paarweise disjunkt, so auch X1(A).
Daher folgt die o-Additivitit von p~,

(S 0) (- (5 4)) - (S
=D XA =D (A,
Proposition 9.5. Sei (", F") ein weiterer mefbarer Raum und Y : Q' — Q" eine
weitere meflbare Abbildung. Dann gilt fir alle C" € F":
(MX)Y<C//) _ ,U,YOX(CH).
Beweis. Fir C" € F" gilt

(L) (C") = p (YTHC")) = p(XTH(Y7H(CM))
p((Y 0 X)7HC")) = o ("),

]

D. Integrale bzgl. induzierter Mafie: Gegeben seien ein Makraum (€2, F, u),
mefbare Raume (', F') und (R, B) sowie mefbare Abbildungen X : Q@ — Q' und
Y Q' —R.

Proposition 9.6. Ist Y o X p-integrierbar, so gilt

/YduX:/Yonu.

Beweis. Wir verwenden wieder algebraische Induktion wie bei der Konstruktion des
Lebesgue-Integrals. Fiir mefibare Indikatorfunktionen Y = 15 gilt

[ 1 = 1(B) = X (B) = [ s = [ 1m0 Xau

Fiir mefbare Treppenfunktionen Y = 3"  b;1p, gilt

/Yd,uX:Zbi/lgidux:Zbi/lBion,u:/Yon,u.
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Fiir nichtnegative Zufallsvariablen Y > 0 wahlen wir mefkbare Treppenfunktionen
Y, mit Y, 1Y, also auch ¥,,0 X 1Y o X. Wir haben gerade gezeigt, daR [ Y, du~ =
JY, o Xdu. Jetzt wenden wir auf beiden Seiten den Satz von Levi an.

Fiir eine beliebige Zufallsvariable Y schreiben wir Y = Y+ — Y. Die Behauptung
folgt wegen (Yo X)T=YToX und (YoX) =Y oX. O

Definition 9.3. Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Der Mittelwert von P
ist u(P) = [xP(dz). Der Erwartungswert von X ist [ XdP = [xPX(dx).

10 Produktmalfie und unabhingige Zufallsvariablen

Die Unabhéangigkeit von Ereignissen haben wir in Kapitel 6 beschrieben. Die Un-
abhéngigkeit von Experimenten beschreibt man am besten mit Produktmafen (auf
Produktrdumen).

Definition 10.1. Gegeben seien mefsbare Riume (€);,F;), i € N. Die von den
melbaren Zylindern

Ar X o X Ay X Qg X -+, Ay € F,
erzeugte o-Algebra ®;cnF; auf X;en$); heilt Produkt-o-Algebra.
Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmails auf ®;7;, so heifst das durch

PA; =P(Qy X o+ X Qg XAy X Qg X -0+ )
definierte Wahrscheinlichkeitsmaf die i-te Randverteilung.

Satz 10.1. Sind (9, F;, P;) Wahrscheinlichkeitsraume, so lafit sich die Mengen-
funktion

P(AL X - X Ay X Qpt X ) = Py (Ay) -+ Po(Ay)

eindeutig auf ®;F; zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl fortsetzen. FEs wird ®;P; ge-
schrieben und heifst Produktmals.

Definition 10.2. Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Mengen A, B €
F heiken unabhdingig, wenn

P(AN B) = P(A)P(B).

Definition 10.3. Zwei Mengensysteme G, H C F heifen unabhdngig, wenn A und
B unabhiingig sind fiir alle A € G und B € H.

Definition 10.4. Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Auferdem seien
(', F') und (2", F") mekbare Raume sowie X : Q — Q' und Y : Q — Q" mekbare
Abbildungen. Dann heiken X, Y unabhingig, wenn X ~1(F’), Y~1(F") unabhingig
sind.

Bemerkung 10.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. X,Y sind unabhéngig.
2. P(Xe€eAYeB)=P(Xe€APYeB) firAcF ,BeF".
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3. PXY)(A x B) = PX(A)PY(B) fir Ae F',Bc F".
4, pXY) = pX ¢ pY,
5. PX5Y) ist ein Produktmaf.

Seien 2q, 25 endliche Mengen. Dann ist die Gleichverteilung auf 2; x {25 das unab-
hingige Produkt der Gleichverteilungen auf €2;. Denn fiir A; x Ay mit A; € F; und
A2 S FZ gllt

[Ar X As|  [A4] Ay

[ x Qo [ Q]

Die Unabhéngigkeit zweier Miinzen, Wiirfel oder Roulettespiele hatten wir oben
immer stillschweigend angenommen.

Definition 10.5. Mengen A; € F, i = 1,...,n, n > 2, heifen unabhdngig, wenn
fiir alle £ > 2 und alle Indexmengen {iy, ... it} C {1,...,n} gilt

P(ﬁ Ai].> _ ﬁP(Aij).

Entsprechend fiir Mengensysteme und Zufallsvariablen.

11 Einige diskrete Verteilungen

Wir definieren diskrete Experimente jetzt etwas allgemeiner als in Kapitel 1. Die
o-Additivitat bekommen wir dabei geschenkt.

Proposition 11.1. Sei (Q, F) ein meflbarer Raum. F enthalte alle Einpunktmen-
gen. Gegeben seien w; € Q, i € N, mit Wahrscheinlichkeiten p; > 0 und ),y p; = 1.
Dann definiert

w; EA

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf F. Fs heifst diskret.

Beweis. Die Eigenschaften P(A) > 0 und P(2) = 1 sind offensichtlich erfiillt. Seien
nun A; € F fir j € N paarweise disjunkte Mengen. Dann gilt mit dem grofen
Umordnungssatz

P(ZA]‘>: Z Pz‘:ZZPiZZP(AJ)-
JEN “-’iezjeNAj JjeEN w;eA; jEN
]

Eine Zufallsvariable X : 2 — R heifst diskret, wenn das induzierte Wahrscheinlich-
keitsmaf PX|B diskret ist.

Beispiel 11.1. Eine Zufallsvariable X heit Laplace-verteilt (oder gleichverteilt) auf
{ai,...,a,}, wenn P(X =a;) = 1/n.
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Beispiel 11.2. Eine Zufallsvariable X heifit hypergeometrisch verteilt mit den Para-
metern NV, K und n, in Zeichen X ~ Hy g, wenn

K\ (N-K
() Giie)

)
Definition 11.1. Seien Xj,..., X, unabhéngige Zufallsvariablen. Die Verteilung
von X; + --- 4+ X, heil’t Faltung.

P(X =k)=Hygn{k} = k = max{0, K +n — N},..., min{n, K}.

Satz 11.2. Sind X, Y unabhingig mit Werten in 7., so gilt

P(X+Y =i)=) P(X=i-kPY =k).
k€EZ

Beweis. Schreibe das Ereignis (X + Y =) als disjunkte Vereinigung

(X+Y =i)=) (X=i-kY =k).

kez
[l

Beispiel 11.3. Seien X und Y unabhéngige und auf {1,...,6} Laplace-verteilte Zu-
fallsvariablen. Dann ist die Verteilung von X 4+ Y gegeben durch

P(X+Y =i)=) P(X=i—kP(Y =k
k

1
= el 1<i—k <61 <k <6}
1
= gl{k - max{1,i — 6} <k < min{6.i — 1}}]

Definition 11.2. Eine Zufallsvariable X heilst Bernoulli-verteilt mit dem Parameter
p, in Zeichen X ~ B;,, wenn

P(X=1)=B,{1} =p=1—-P(X =0) = B;,{0}.

Beispiel 11.4. Sei (2, F, P) eine Wahrscheinlichkeitsraum und A € F. Dann ist die
Indikatorfunktion X = 1,4 Bernoulli-verteilt mit dem Parameter p = P(X = 1) =
P(A).

Definition 11.3. Eine Zufallsvariable X heilit binomialverteilt mit den Parametern
n und p, in Zeichen X ~ B, ,,, wenn

P(X = k) = By, {k} = (Z)ﬁu Pk k=0,...,n
Satz 11.3. Sind X,,..., X, unabhingig und B p-verteilt, dann ist X; +--- + X,

verteult nach B, p.

Beweis. Seien ¢; € {0,1} fiir i = 1,...,n. Dann gilt

P(Xy =61, Xy = 6,) = [ [ P(Xi = 6) = p=i=1 (1 — p)" im0,

=1
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Fiir >, 6; = k gibt es () Maglichkeiten. Also folgt

P(Z X; = k) - (Z)pk(l — )"t = B, {k}.

]

Beispiel 11.5. Sie spielen n-mal ein Spiel, das Sie jeweils mit Wahrscheinlichkeit p
gewinnen. Wie wahrscheinlich ist es dann, dak Sie genau einmal gewinnen?

Hier wurde stillschweigend angenommen, daft die Ergebnisse unabhéngig sind. Wir
beschreiben sie mit unabhangigen und B, ,-verteilten Zufallsvariablen X,..., X,
bei denen der Wert, 1 fiir ein gewonnenes Spiel steht. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit

ist also
n

P(X1+-~~+Xn:1):(1

)pl(l —p)"t=np(l —p" .
Fiir kleines p ist das ungefihr np.

Definition 11.4. Eine Zufallsvariable X heifst geometrisch verteilt mit dem Para-
meter p, in Zeichen X ~ G, wenn

P(X =k)=G,{k}=p(1—-p)* "t k=12....

Definition 11.5. Sind X, X5, ... Bernoulli-verteilt, so heifst die Zufallsvariable
Wy = inf{k : X, = 1} die Wartezeit bis zum ersten Erfolg. Induktiv definiert
man die Wartezeit bis zum n-ten Erfolg durch W,, = inf{k > W, _; : X} = 1}.

Satz 11.4. Sind X1, Xo, ... unabhdingig und B ,-verteilt, dann ist Wy ~ G).

Beweis. Es gilt Wi = k genau dann, wenn die ersten k — 1 Spiele verloren und das
k-te gewonnen wurde. Daher gilt

PWi=k)=PX,=-=X3_1=0,X,=1) = (1 —p)~Ip.
]

Definition 11.6. Eine Zufallsvariable X heilst negativ binomialverteilt, in Zeichen

X ~ B, ,, wenn

k—1
P(X =k) =B, {k} = <n_1>p”(1—p)k_n, k=n,n+1,....

Satz 11.5. Sind X, Xy, ... unabhingig B, p-verteilt, dann ist die Wartezeit W, bis
zum n-ten Erfolg B, -verteill.

Beweis. Setze Y7 = Wy und Y, = W, — W,_; fiir ¢ > 2. Die Y; bezeichnen die
Wartezeiten vom (i — 1)-ten bis zum i-ten Erfolg. Es gilt W, = >"" | Y;. Die Zu-
fallsvariablen Y; sind unabhéngig und G,-verteilt. Also ist die Verteilung von W,
die n-fache Faltung von G)-verteilten Zufallsvariablen. Wir haben deshalb

n

P(Yy=ky,....Yy=ky) = [[P(Yi = k) = p"(1 — p)>i=r ki,

i=1
Es gibt (~1) Méglichkeiten fiir S | k; = k mit k; > 1. Also folgt

k—1

PW,=k)=P(Yi+-+Y,=k) = (n—l

)p"(l —p)F
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Es gilt By, = G).

Definition 11.7. Eine Zufallsvariable X heilst Poisson-verteilt mit dem Parameter
A, in Zeichen X ~ P,, wenn

k
P(X:k;)zPA{kz}:%e‘A, k=0,1,....

Satz 11.6. Fir k=0,1,... gilt B, /n{k} — P\{k}, wenn n — oc.

Beweis. Schreibe

Bt = (1) C) () = g ) 60

Der erste und letzte Faktor konvergieren gegen 1, und (1 — \/n)™ konvergiert gegen
-\
e . [

Beispiel 11.6. Ein Teig enthalte so viele Rosinen, daf im Schnitt 10 Rosinen auf ein
Brotchen kommen. Wie wahrscheinlich ist es, dafs ein bestimmtes Brotchen keine
Rosine enthéalt?

Man braucht n Rosinen fiir n/10 Brotchen. Jede Rosine gerdt mit Wahrschein-
lichlichkeit 10/n und unabhéngig von den anderen in das gegebene Brotchen. Die
Anzahl der Rosinen in diesem Brétchen folgt also der Faltung von n jeweils By 10/~
verteilten Zufallsvariablen, also einer B, 1o/,-Verteilung. Die Wahrscheinlichkeit fiir

keine Rosine ist also B,, 19/,{0}. Nach dem vorigen Satz ist das fiir groke n ungeféhr
Plo{O} = 6_10.

Beispiel 11.7. Wenn eine Buchseite im Schnitt vier Druckfehler enthélt, so ist die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Seite mit mehr als zwei Druckfehlern wie im vorigen
Beispiel ungefihr

P{3,4,..}=1—-P{0,1,2} =1 —e*(1+4+8) =1—13¢""

12 Stetige Wahrscheinlichkeitsmafse

Neben den diskreten Wahrscheinlichkeitsmafen sind die im folgenden definierten
“stetigen” Wahrscheinlichkeitsmafe wichtig. Auch sie sind werden wieder automa-
tisch o-additiv sein.

Proposition 12.1. Seip: R™ — [0, 00) mefbar mit [ pd\™ = 1. Dann definiert

P(A) = / pd\™
A
ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf B™. Es heifst stetig; die Funktion p heif$t Dichte.

Beweis. Die Eigenschaften P(A) > 0 und P(R™) = 1 sind offensichtlich. Seien nun
A; fiir © € N paarweise disjunkte Mengen in B™. Dann gilt mit dem Satz iiber die
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monotone Konvergenz

P(iAi) =/ pdk”‘:/lz@mpdw
i=1 by

i€N Ay

= /ilAipd/\m :/ ILm zn:lAipd)\m
i=1 i=1
= lim /ilAipd)\m: lim i/ pdA™
n—00 P n—o00 = Ja
— Z/ pdA\™ =" P(A)).
i=1 v Ai i=1

]

Eine Zufallsvektor X : Q2 — R™ heifit stetig, wenn das induzierte Wahrscheinlich-
keitsmaly PX|B™ stetig ist.

Beispiel 12.1. Sei A € B™. Die Gleichverteilung auf A besitzt die Dichte

P) = @) = gyl

Bemerkung 12.1. Ist P|B"™ ® B™2 stetig mit Dichte p, so ist P ein unabhéngiges
Produkt auf R™ x R™2 (genau dann), wenn p(z,y) = pi(z)p2(y). Dann ist P =
P, ® P, wobei P; die Dichte p; hat.

Beweis. Gilt p(x,y) = p1(x)p2(y), so folgt

PAXB) = [ ey (do.dy)

:AM@WM@LM@WWM=MM%W)
O

Definition 12.1. Die Fzponentialverteilung F, mit Parameter a > 0 hat die Dichte

Le—tla >0
p(t)Z{a

0, sonst.

13 Verteilungsfunktionen
und Transformationssitze

Ein Wahrscheinlichkeitsmafs ist eine Mengenfunktion; auf der Borel-Algebra B 1afst
sie sich einfach durch eine Punktfunktion beschreiben.

Definition 13.1. Sei P|B ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann heifst die durch
F(t) = P((—o0,t]), t€R,

definierte Funktion F' auf R die Verteilungsfunktion von P.
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Satz 13.1. Fiir eine Verteilungsfunktion I gilt
1. F st nichtfallend;
2. limy oo F(t) =1 und limy—,_ o, F(t) =0;
3. F' ist rechtsstetig.
Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. Die folgenden beiden Sitze beweisen wir nicht.

Satz 13.2. Zu jeder Funktion F' mit den Eigenschaften 1.-3. aus obigem Satz gibt
es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Verteilungsfunktion F'.

Satz 13.3 (Satz iiber Stammfunktionen). Ist eine Verteilungsfunktion F differen-
zierbar, dann ist F' die zugehdrige Dichte.

Proposition 13.4 (Transformationssatz fiir Verteilungsfunktionen). Sei X eine
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F', und set T : R — R streng monoton
wachsend und stetig mit T(R) = (a,b), wobei —oo < a < b < co. Dann hat T o X
die Verteilungsfunktion

Beweis. Fiir y € (a,b) gilt
P(T o X <y)=PX(T <y) = P*((—o0, T (y)]).
O

Proposition 13.5 (Transformationssatz fiir Dichten). Sei X eine Zufallsvariable
mit Dichte p, und sei T : R — R differenzierbar mit T(R) = (a,b) und T" > 0 oder
T" < 0. Dann hat T o X die Dichte

p(T"'(y))
pr(y) = 1 T(T W)l
0, sonst.

y € (a,b),

Beweis. Nach dem Satz iiber Stammfunktionen erhalten wir die Dichte durch Ab-
leiten der Verteilungsfunktion aus dem Transformationssatz fiir Verteilungsfunktio-
nen. [

Beispiel 13.1. Hat die Zufallsvariable X die Dichte p*, so hat aX + b die Dichte

H(y) = rsz (y - b).

p

Beweis. Setze im Transformationssatz fiir Dichten T'(z) = az+b. Dann gilt T~ (y) =
(y —b)/a und T'(x) = a, also T'(T"(y)) = a. O

Definition 13.2. Die eindimensionale Normalverteilung N, ,» mit den Parametern
i € R und o > 0 hat die Dichte
1

_ —(x—p)?/202
r) = ———€ .
) = —

24



Ist X verteilt nach Np 1, so ist 0. X + p verteilt nach N, ;2. Das folgt aus dem vorigen
Beispiel.

Definition 13.3. Die Cauchy-Verteilung C,|B mit Parameter a > 0 hat die Dichte

1 1
mal+ (z/a)?

p(x) =

Ist X verteilt nach (', so ist aX verteilt nach C,.

Bemerkung 13.1. Der Mittelwert der Cauchy-Verteilung existiert nicht. Es geniigt,
dies fiir C; nachzuweisen. Es gilt

> 1 [ = 1 9\ [00
/0 :vp(a:)da::;/o 1+x2dx:%log(1+x)‘o =00

und analog

/0 wp(z)da = —oo.

—00

Beispiel 13.2. Ist X nichtnegativ mit Dichte p*, so hat X fiir a # 0 die Dichte

a 1 —a)/a a
P (y) = my“ VapX (ye),  y > 0.

Beweis. Setze im Transformationssatz fiir Dichten T'(z) = z®. Dann gilt T7(y) =
y'/% und T'(z) = ax® ", also T'(T~'(y)) = ay*=V/, O

Definition 13.4. Die Gamma-Verteilung I',|B mit Parametern a,b > 0 hat die

Dichte
1 b—le—x/a

p(x):abr—a))$ , x>0.

Die Gamma-Funktion ist dabei definiert durch

['(b) = / 2’ re " dr.
0
Sie geniigt der Funktionalgleichung I'(b + 1) = bI'(b). Wegen I'(1) = 1 folgt daraus
'(n) = (n — 1)!. Weiterhin gilt ['(1/2) = /7.
Der Parameter a von I'y; ist ein Skalenparameter. Auferdem gilt I',; = E,.

Beispiel 13.3. Ist X verteilt nach Ny ,2, so ist X? verteilt nach T'oy2 1 0.

Beweis. Die Funktion I'(x) = 2 ist zwar nicht injektiv, jedoch ist Ny ,2 symmetrisch
um 0. Ist X verteilt nach Np 52, so hat |X| also die Dichte

2
e—a:2/202
oV 2T

p(z) = , x>0
Nach dem Transformationssatz fiir Dichten hat X? = |X|? also mit /7 = T'(1/2)
die Dichte

22 L et 1 m—

2V ova  eoyrray”
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In Kapitel 11 hatten wir schon die Faltung zweier diskreter Zufallsvariablen ausge-
rechnet. Fiir stetige Zufallsvariablen gilt ein analoges Resultat.

Proposition 13.6 (Faltung von Dichten). Hat (X,Y") die Dichte p, dann hat X +Y
die Dichte

p () = /p(fv —y,y)dy.

Sind insbesondere X und Y unabhdngig mit Dichten py und py, so gilt p(x,y) =
p1(x)p2(y), also hat die Faltung X +Y die Dichte

P () = / pi(x —y)p2(y)dy.

Beweis. Fiir die Verteilungsfunktion von X + Y gilt
PX+Y <r)= / p(x, y)d(z,y) = / (/ p(x,y)dx) dy
X+Y<r X<r—y

:/(/;p(x—y,y)dx)dy:/;(/p(x_%y)dy)dx

Die Dichte ergibt sich aus dem Satz iiber Stammfunktionen. O

Bemerkung 13.2. Sind X und Y unabhéngig und I', ;- bzw. I, -verteilt, so ist X +Y
[y pyc-verteilt.

Beweis. Wir bezeichnen die Dichte von I',, mit p,;. Die Dichte von X + Y ergibt
sich aus der Proposition iiber die Faltung von Dichten und mit der Variablentrans-
formation y — xy als

P (z) = / Pap(L = Y)Pac(y)dy

1 -1 _—(z—y)/a c—1_—y/a
= SO0 / (2= )" e g0 (7 = y)y e 0.0 () ly
1 : b1~ (o—y)/ay e~ o~y
- === _ xT a, C ad
a+T(H)[(c) /0 (z—y)e yoemaw
1 b—1+c, —ax/ /1 b—1, c—1
— (& xr/a 1 _ (& d .
ab+CF(b)F(c)x e ; (I—y)""y"dy

Das verbleibende Integral wird auch als Beta-Funktion von (b, ¢) bezeichnet. Es hat
den Wert I'(0)I'(¢) /T'(b + ¢). O

Beispiel 13.4 (Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung). Der Geschwindigkeitsvek-
tor eines Molekiils werde mit X = (Xj, X3, X3) bezeichnet. Die drei Komponenten
seien unabhingig und Ny ,2-verteilt. Gesucht ist die Verteilung der Geschwindigkeit,
also der Linge | X| = (X? + X2 + X2)'/2 des Geschwindigkeitsvektors. Wir ha-
ben oben gesehen, dak X? nach [os2,1/2 verteilt ist. Nach dem vorigen Beispiel ist
X7 4 X3 4+ X3 verteilt nach I'yy2 3/ mit der Dichte
1 3 1
X24+X2+X2 _ 5—1_—z/20% _ 1/2 —x/202
(@) = Gomrr® ¢ NG

Durch Transformation mit 7'(z) = z'/2 erhalten wir daraus die Dichte der Geschwin-
digkeit (X7 + X7 + X7)V/2. Sie ist

p , x=>0.

2
X (y) = 3—\/\;_y26y2/202
g ™

[ , y>0.
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14 Gesetz der grofien Zahl

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir das Folgende bemerken wir, dafs der
Erwartungswert ein Integral, also linear im Integranden ist, d.h. es gilt E(cX) =
cEX und E(X +Y)=EX+EY.

Definition 14.1. Sei X eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert p(X) =
EX. Die Varianz von X ist

Var(X) = 02(X) = E[(X — EX)? = E[X? — 2u(X)? + u(X)? = E[X? — (EX).

Es gilt Var(cX) = ¢*Var(X), also o(cX) = |c|o(X). Es gilt Var(X + ¢) = Var(X),
also auch o(X 4 ¢) = 0(X). Diese beiden Eigenschaften machen die Standardabwei-
chung o(X) zu einem verniinftigen Mak fiir die Streuung von X.

Definition 14.2. Seien X und Y Zufallsvariablen mit endlicher Varianz. Dann heifit
Cov(X,Y) = FE[(X — EX)(Y — EY)] die Kovarianz von X und Y.

Bemerkung 14.1. Sind X, ..., X,, Zufallsvariablen mit endlicher Varianz, so gilt

Var( i XZ-) = iVar(Xi) +2 Z Cov(X;, Xj).

1<J

Beweis. Wir diirfen annehmen, daf EX; = 0 gilt. (Sonst betrachten wir Y; = X; —
EX;.) Es gilt

E[(ixﬂ _ E[ixg+zxixj} _ iE[Xf] +3 BXX).

i#] i#]

Satz 14.1. Sind X und Y unabhdingig mit endlichen Varianzen, so gilt
E[XY]=EXEY.

Beweis. Algebraische Induktion: Indikatorfunktionen 14 und 1p sind unabhéngig
genau dann, wenn A und B unabhéngig sind. Dann gilt

E[141p5] = Elgnp = P(AN B) = P(A)P(B) = E1,E1p.

Ein anderer Beweis benutzt den Satz von Fubini:
E[XY] = /a:yP(X’Y)(dx,dy) = // zyPX (dz)PY (dy)
= / x P~ (dx) / yPY (dy) = EXEY.

]

Folgerung 14.2. Sind X,..., X, unabhdngig mit endlichen Varianzen, dann gilt
Var < Z Xi> = Z Var(X;).
i=1 i=1
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Beweis. Mit Satz 14.1 gilt
[

Satz 14.3 (Chebyshev-Ungleichung). Ist X eine Zufallsvariable mit endlicher Va-
rianz, dann gilt fir alle ¢ > 0,

X
P(X —EX|>¢) < Varg ),
C

Beweis. Es gilt P(|X — EX| > ¢) = Elfx_gx|>c und

X—EX>2'

Lx—Ex|ze < ( C

Der Erwartungswert ist monoton. O

Satz 14.4 (Gesetz der grofen Zahl). Sind Xi,..., X, unabhingig und identisch
verteilt mit endlicher Varianz, so gilt fir alle € > 0,

1 n
P()E;Xi—EXl

Beweis. Wir wenden die Chebyshev-Ungleichung fiir ¢ = ¢ und X = (1/n) "1 | X,
an. Dann gilt FX = FX; und

1
Z 5) S @V&T(Xl).

1 ¢ 1
Var(X) = 3 ZVar(XZ-) = EVar(Xl).
i=1

15 Zentraler Grenzwertsatz

Nach dem Gesetz der grofen Zahl gilt fiir unabhéngige und identisch verteilte Zu-
fallsvariablen X, X5, ... mit endlicher Varianz in einem gewissen Sinne

i=1

—-1/2

Die Konvergenzgeschwindigkeit ist n=/*, denn die standardisierte Summe

n

1 n
w2 (= 2; X, = EX;) =n 23" (X, - BX))

=1

hat Erwartungswert 0 und eine endliche Varianz Var(X;). Diese Varianz ist auch
positiv, es sei denn, X ist eine Konstante. Es gilt sogar, daf die standardisierte Sum-
me fiir grofse n ungefidhr normalverteilt ist, ebenfalls mit Mittelwert 0 und Varianz
Var(Xl).
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Satz 15.1 (Zentraler Grenzwertsatz). Sind X1, Xs,... unabhdngige und identisch
verteilte Zufallsvariablen mit endlicher Varianz Var(X,) = o und Mittelwert EX; =
1, so gilt fir beliebige Zahlen a und b mit a < b, dafs

n 1 b w2
P<a <n1/? Z(XZ —p) < b) — Nyo2(a,b) = / e 22 dx.

Py oV 2T

Beispiel 15.1 (Symmetrische Irrfahrt). Seien X, X5, ... unabhéngige Zufallsvaria-
blen mit P(X; = 1) = P(X; = —1) = 3. Dann gilt 4 = EX; = 0 und 0? =
Var(X;) = 1. Aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt also fiir die Irrfahrt Y | X,
n=12...,dal

P( a2 <3X, < n1/2> - P( 1< Y X < 1) s Noa(=1,1) ~ 0,7.
i=1 i=1

Beispiel 15.2 (Mekfehler). Mit einem Instrument machen wir Messungen X, ..., X,
einer physikalischen Konstante p. Die Mefsfehler X; — 1 seien unabhéngig und iden-
tisch verteilt mit Mittelwert 0 und Varianz o?. Wir schiitzen p mit dem arithmeti-
schen Mittel der Messungen,

_ 1 <&

Nachdem Gesetz der grofen Zahl konvergiert der Schitzer X, gegen pi. In welchem
Bereich liegt der Schitzfehler X,, — p ungefahr mit Wahrscheinlichkeit 0.957
Nach dem Zentralen Grenzwertsatz ist
X, — "X, —
yedn T H a2 T

n ——=n Z; -
anndhernd Ny ;-verteilt. Aus Tabellen entnehmen wir Ny ;(—1.96,1.96) ~ 0.95. Also
gilt

_ X -
P(1%0 =l < 1,960 20) = P((= 196 < n'*="—F < 1.96)
o

— Np1(—1.96,1.96) ~ 0.95.
Der Schiitzfehler von X,, liegt also etwa mit Wahrscheinlichkeit 0.95 im Bereich
(—1.96n"25,1.96n""/%¢). Fiir ¢ = 1 und n = 100 ergibt sich z.B. 1.96n"/2¢ =
0.196.
Beispiel 15.3 (Rundungsfehler). Die Zahlen Ry,..., R, werden auf ganze Zahlen
gerundet, also R; = Z;+.5; mit ganzzahligem Anteil Z; € Z und Rundungsfehler S; €
[—1/2,1,2). Beim Summieren ", R; entsteht dann der Rundungsfehler Y " | S;.

Wir kénnen annehmen, dals die Rundungsfehler S; unabhingig und gleichverteilt
auf dem Intervall [—1/2,1/2) sind. Dann gilt ES; = 0 und

1/2 1
Var(S,) = E[S?] = / ridr = —.
o 12

Der Zentrale Grenzwertsatz liefert

P<‘ Zsl < nl/Qt) = P(‘nil/QZSZ) < t) — N071/12(—t,t).
i=1 =1

Fiir n = 100 wird der Rundungsfehler mit Wahrscheinlichkeit 0,95 kleiner als 5,7
sein. Dies zeigt man wie eben mit o = 1/12.
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Beispiel 15.4 (Normalapproximation der Binomialverteilung). Ist X ~ B, ,, dann
ist n=Y2(X — np) ungefihr Ny ,1_p)-verteilt.

Beweis. Nach Satz 11.3 ist X verteilt wie X; + --- + X,,, wenn die X; unabhingig
und B ,-verteilt sind. Es gilt EX; =0-(1—p)+1-p=pund
Var(X,) = E[(X, — EX1)%] = (1 -p)(0 —p)* + p(1 — p)* = p(1 — p).

Also ist n=Y/2(X —np) verteilt wie n=/23"" (X, —p). Wende darauf den Zentralen
Grenzwertsatz an. O

16 Schwache Konvergenz
und Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

Das Gesetz der grofen Zahl verwendet einen Konvergenzbegriff (fiir n — o), den wir
allgemein wie folgt definieren. Seien X, X;, X5, ... Zufallsvariablen. Die zugehérigen
Verteilungsfunktionen bezeichnen wir mit F, F, Fy, . ...

Definition 16.1. Die Folge X,, konvergiert gegen X in Wahrscheinlichkeil (oder
stochastisch; in Zeichen X,, = X 4 0,(1)), wenn

P(|X, — X|>¢)— 0 fiiralle e > 0.
Der zentrale Grenzwertsatz verwendet folgenden Konvergenzbegriff.

Definition 16.2. Die Folge X,, konvergiert schwach gegen X (oder in Verteilung;
in Zeichen X,, = X), wenn

F,(t) — F(t) fiir alle t, in denen F stetig ist.

Definition 16.3. Die Folge X, ist beschrankt in Wahrscheinlichkeit (in Zeichen
X, = O,(1)), wenn fiir alle ¢ > 0 ein ¢ > 0 existiert, so daf fiir alle (hinreichend
grofen) n gilt:

P(|X,| >c¢) <e.

Bemerkung 16.1. Wenn X,, — X in Wahrscheinlichkeit, dann gilt auch X,, = O,(1).

Beweis. Es gilt {|X| > ¢} | 0 fiir ¢ T co. Fiir ¢ > 0 gibt es also ein ¢ > 0, so daf
P(]X]| > ¢) < e. Andererseits gilt P(|X,, — X| > ¢) < ¢ fiir alle hinreichend grofsen
n. Wir diirfen € < ¢ annehmen. Dann erhalten wir

P(|X,| > 2c) < P(|X| >¢) + P(| X, — X| >¢) < 2e.
[l

Beispiel 16.1 (Summen unabhéingiger Zufallsvariablen). Seien X, X5, ... unabhén-
gig und identisch verteilt mit endlicher Varianz o und Erwartungswert p. Dann
gilt

1 n

— Z X; — p in Wahrscheinlichkeit,

n

i=1

nTV2Y (X = ) = X ~ Ny,
=1

w23 (X = ) = 0,(1).

i=1
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Bemerkung 16.2. Wenn X,, — X in Wahrscheinlichkeit und Y,, — Y in Wahrschein-
lichkeit, dann gilt auch X,, + Y, — X + Y in Wahrscheinlichkeit und X, Y,, — XY
in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Fiir die Summe schreiben wir
P(X,+Y,—(X+Y)|>e) < P(X,—X|>¢/2)+ P(|Y, = Y| >¢/2).

Fiir das Produkt schreiben wir X,,Y,, — XY = X, (Y, = Y) + (X,, — X)Y. Fire > 0
gibt es ein ¢ > 0, so dal P(|X,| > ¢) <eund P(|Y]| > ¢) < e. Es ergibt sich

P(| X, (Y, =Y)|>¢) < P(|Xn] >c)+ P(|Y, — Y| >¢/c) <e+o(1).
Ahnlich verfahre man fiir (X,, — X)Y. O
Bemerkung 16.3. Wenn X,, = X, dann gilt X,, = O,(1).

Beweis. Die Verteilungsfunktion von X sei stetig in ¢ und —c. Dann gilt

P(|X,| >¢)=P(X, >¢)+ P(X, < —c) = P(X >c¢)+ P(X < —c).

0

Lemma 16.1 (Slutsky). Gilt X,, = X und Y,, — 0 in Wahrscheinlichkeit, so gilt
X, +Y, = X.

Beweis. Die Verteilungsfunktion von X sei stetig in ¢t. Fiir jedes 6 > 0 gilt
P(X,+Y,<t)<P(X,+Y, <t |V, <0)+ P(|Y,] >9)
< P(X, <t+9d)+o0(l) = F(t+9).
Analog gilt
P(X,+Y,<t)>P(X,<t—0)+0(1) = F(t—9).
Jetzt § klein wihlen. O
Die folgende (wichtige) Proposition ist eine Ubungsaufgabe.

Proposition 16.2. Wenn X,, — ¢ in Wahrscheinlichkeit und f stetig in c ist, so
gilt f(X,) — f(c) in Wahrscheinlichkeit.

Ebenso wichtig ist die folgende Proposition.

Proposition 16.3. Wenn a,(X,, —c¢) = Z fir a, — oo und f stetig differenzierbar
n ¢ ist, so gilt

a (f(Xa) = f(c)) = f'(0)Z.
Beweis. Mit einer Taylor-Entwicklung ergibt sich

F(Xn) = () + (Xn = ) f'(0) + (X — C)/O (f'(Xn + t(Xn — ¢) = f'(c))dt.

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt

1
/ (f'(c+tlx—c))— f(c))dt =0 fiirz — c.
0
Aus a,(X,, — ¢) = Z folgt a,(X,, — ¢) = O,(1) und X,, = ¢+ 0,(1), also

/0 (f’(Xn +t(X, —c)) — f’(c))dt = 0,(1).
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17 Empirische Schatzer

Jetzt wechseln wir von der Wahrscheinlichkeitstheorie zur Statistik. Von jetzt an
schreiben wir den zugrundeliegenden mefbaren Raum immer in der “kanonischen”
Darstellung: Wir setzen 0 = RN und F = BY. Die Zufallsvariable X; bezeichnet jetzt
immer die Beobachtung des i-ten Experiments: Fiir = (z1,79,...) € RY setzen
wir X;(z) = x;, die i-te Koordinate von x. (Diese Notation ist eigentlich redundant,
vereinfacht aber hiufig die Schreibweise.) Auferdem werden wir immer annehmen,
dak die Experimente unabhéngig voneinander und identisch sind. Das bedeutet, daf
die Verteilung von X1, ..., X, ein unabhingiges Produkt der Form P" = P®---® P
mit n identischen Faktoren ist.

Das Wahrscheinlichkeitsmaft P kennen wir nicht oder zumindest nicht vollstindig.
Wir nehmen also an, dafs es in einer Familie P von Wahrscheinlichkeitsmafen liegt,
dem Modell. Wir beobachten X, ..., X, und wollen den Wert ¢(P) eines reellwerti-
gen Funktionals ¢ : P — R schétzen.

Ein Schdtzer T,, ist eine messbare Funktion von R™ nach R.

Definition 17.1. Ein Schitzer T), heift erwartungstreu fiir ¢, wenn EpT,, = t(P)
fiir alle P € P. (Fiir den Erwartungswert schreiben wir jetzt manchmal Ep statt F,
um die Abhéngigkeit von P auszudriicken.)

Ein Schétzer T, heift konsistent fiir t, wenn T,, — t(P) in W. fiir alle P € P. (Solche
asymptotischen Eigenschaften beziehen sich natiirlich auf eine Folge von Schétzern.)

Ein Schitzer T;, heilt asymptotisch normal unter P mit Varianz o2(P), wenn
n'*(T,, — t(P)) = X ~ Ny ,2(p).-

Beispiel 17.1. Sei t(P) = pu(P) = EpX. Der empirische Schitzer dafiir ist T,, =
L5 X, Gilt Ep[X? < oo fiir alle p € P, so ist T,, erwartungstreu, konsistent
und asymptotisch normal.

Beweis. Die Erwartungstreue folgt aus der Linearitit des Erwartungswerts,

1 n
EpT, ==Y EpX; = EpX = i(P).
P TZZZI P P ()

Die Konsistenz folgt aus dem Gesetz der groken Zahl,
RS . .
— E X, — EpX =t(P) in Wahrscheinlichkeit.
n
i=1

Die asymptotische Normalitit folgt aus dem Zentralen Grenzwertsatz,

n

n'/*(T, — t(P)) = n™'/? Z(Xz — u(P)) = X ~ Noo2(p).

=1
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Entsprechendes gilt allgemein fiir das Schétzen von Erwartungswerten Eh(X). Der
empirische Schdtzer dafiir ist

1 n
n;< )

Wir setzen Lo(P) = {h: Ep[h*(X)] < oo} und
Lyo(P) ={h € Lo(P) : Ep[h(X)] = 0}.

Bemerkung 17.1. Gilt h € Ly(P) fiir P € P, so ist der empirische Schétzer E, h fiir
Ep[h(X)] erwartungstreu, konsistent, und asymptotisch normal mit Varianz 0% (h) =
Ep[h*(X)] — (Ep[h(X)])?. Das zeigt man genau wie eben fiir (1/n) """ | X;.

Definition 17.2. Ein Schétzer T, heilst asymptotisch linear mit Finflufifunktion
a € Lyo(P) fiir t(P), wenn

n

n'2(T, = t(P)) =n" ") " a(X;) + 0,(1).

i=1

Ein solcher Schitzer ist konsistent und asymptotisch normal mit Varianz E[a?(X)].
Der empirische Schétzer E, h ist nicht nur asymptotisch linear, sondern sogar (exakt)
linear.

Beispiel 17.2. Ist f stetig in E,h, so ist f(E,h) konsistent fiir f(E,h) (aber nicht
(exakt) erwartungstreu). Ist f stetig differenzierbar in E,h, so ist f(E,h) asymp-
totisch linear mit Einfluftfunktion f’(u)(X — ), also insbesondere asymptotisch
normal mit Varianz (f'(u))?0?. Diese Aussagen ergeben sich direkt aus dem vorigen
Kapitel.

Beispiel 17.3. Seien X, Xs, ... unabhéngig mit Verteilung P und endlicher Varianz
0%. Der Mittelwert werde pp genannt. Wir wissen schon, da der empirische Schitzer
X, = (1/n) Y1 | X, erwartungstreu, konsistent und (exakt) linear fiir up ist. Seine
Genauigkeit hangt von 0% = E[(X — up)?] ab. Ein plausibler Schitzer dafiir ist

] — _
52 = — X; — X,)%
& nZ( )

Es gilt
ni2(62 — o2) = n1/2ﬁ z_; (X; — Xn)? —07)
S Z ((Xz — pup)® — 0123) - ”1/2(Xn — )’
i=1

und n'/2(X,, — up)? = 0,(1). Wenn E[X?] < oo gilt, dann ist also 62 asymptotisch
linear mit Einflufunktion a(X) = (X — up)? —0%; insbesondere asymptotisch linear
mit Varianz E[(X — up)*] — op.
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Beispiel 17.4. Seien X, Xs, ... unabhéngig und By, ,-verteilt. mit bekanntem k. Weil
By, wie BY, verteilt ist, ergibt sich sofort EX = kp. Also ist das arithmetische Mit-
tel (1/n)>"" | X; ein erwartungstreuer, konsistenter und (exakt) linearer Schétzer
fir kp mit asymptotischer Varianz kp(1 — p). Also ist (1/nk)> " | X; erwartungs-
treu, konsistent und (exakt) linear fiir p mit asymptotischer Varianz p(1—p)/k. Die
Binomialverteilung ist also informativer fiir p als die Bernoulliverteilung.

Weifs man etwas iiber die zugrundeliegenden Verteilungen, so gibt es oft bessere
Schétzer als die empirischen.

Beispiel 17.5. Die Taxis einer Stadt tragen die Nummern 1,..., N. Wie konnen wir
N schitzen? Wir beobachten n verschiedene Taxinummern. Sie kénnen als unab-
héngige, auf {1,..., N} Laplace-verteilte Zufallsvariablen modelliert werden. Hier
sind drei Schétzer fiir N:

1. Es gilt EX; = (N+1)/2, also N = 2EX, — 1; also ist T\\") = 2X,, — 1 erwartungs-
treu, konsistent und asymptotisch normal fiir V. Der Schitzer hat insbesondere die

Konvergenzrate n~ /2. Ein Nachteil: Er kann kleiner sein als die grofte beobachtete
Taxinummer.

2. Die grofte beobachtete Taxinummer 75> = max{Xjy, ..., X, }. Er ist nicht erwar-
tungstreu, aber konsistent, denn irgendwann hat man alle Taxinummern beobachtet,

P(T® < N)=P(X, <N,...,Xp < N)=P(X, < N)" = (1—1/N)" — 0.

Dieser Schiitzer ist viel besser als 75", denn seine Konvergenzrate ist 1/n. Heuri-
stisch folgt das daraus, dak die Beobachtungen ziemlich gleichméfig tiber {1,..., N}

verteilt sind, also die Liicke von der gréfiten beobachteten Taxinummer 7 2 bis N
ungefihr N/(n + 1) ist.

3. Wir konnen 7,\” verbessern, indem wir einen Schétzer fiir diese Liicke addieren,

_n+1
on

7@

n

T

18 Lineare Regression

Die Wirkung Y einer medizinischen Behandlung hingt im allgemeinen von ande-
ren Merkmalen des Patienten ab, die wir in einem Vektor X zusammenfassen (zum
Beispiel dem Krankenblatt). Wir nennen Y die Zielvariable, X die Kovariablen.
Manchmal 14afst sich diese Abhéngigkeit mit einem linearen Regressionsmodell be-

schreiben,
Y =a"X+b+e,

in dem X und € unabhéngig sind und der Fehler ¢ zentriert ist, F'e = 0. Wir kennen
die Parameter a und b nicht, und auch nicht die Verteilungen von ¢ und X.

Wir haben unabhéngige und identisch verteilte Beobachtungen (X;,Y;), 1 =1,...,n,
aus diesem Modell und wollen a und b schatzen.

Definition 18.1. Die Kleinste-Quadrate-Schatzer a und b sind Minimierer von

n

> (Yi—a'X; - )

=1
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Wir bestimmen a und ZA), indem wir die partiellen Ableitungen des obigen Ausdrucks
nach a und b gleich Null setzen. Das liefert die Normalengleichungen

i(Yi —a'X;—b) =0,

i=1
n

Y Xi(Yi—a'X;—b)=0.

i=1

(1) =(4)

kann man die Normalengleichungen zusammenfassen,

Mit den Abkiirzungen

Zn: Zi(Y; — " Z;) = 0.
i=1
Der Kleinste-Quadrate-Schiitzer ¢ = (b, a)T ergibt sich also als
1< 11 O
¢= (5;@2;) E;Zin
Er ist konsistent, denn aus Y =c¢'Z + ¢ = Z "¢ + ¢ folgt
E[ZY|=E[ZZ ]c+ E|Ze| = E[ZZ]c.
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil Z und e unabhéngig sind mit E[¢] = 0,

also E[Zg] = E[Z]E[e] = 0 gilt. Es ergibt sich ¢ = (EZZ")"'EY Z, und dagegen
konvergiert ¢ in Wahrscheinlichkeit.

19 Kernschatzer fur Dichten

Seien Xj,..., X, unabhéngige reellwertige Beobachtungen mit Dichte f. Sei x € R.
Wir wollen f(z) schitzen. Wenn f stetig in z ist und b eine kleine positive Zahl, so
gilt

z+b/2

Pz —b/2,2+b/2) = / F(t)dt ~ f(z) - b.

x—b/2

Der empirische Schitzer fiir P(z — b/2,z + b/2) ist der Anteil der Beobachtungen
in (z — b/2,z + b/2), némlich

1 & 1 .
n Z La—b/2,046/2)(Xi) = ﬁ#{l rr—b/2 < X; <z +b/2}
=1

Ein einfacher Schitzer fiir f(z) ist also

n

" 11 « 11 1
fla) =3~ D Lavpraien(Xi) = - > Lo (@ = Xi) = — > Kz - X))
=1

i=1 i=1

mit den Abkiirzungen K(t) = K(x/b)/b und K(t) = 1(_1/21/2)(t). Es ist aber meist
besser, statt der Indikatorfunktion K andere, zum Beispiel glatte, Funktionen zu
nehmen. Das fiihrt zu folgender Definition.
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Definition 19.1. Sei K eine Funktion mit [ K (¢)dt = 1. Setze K,(t) = K(t/b)/b.
Der Kernschdizer mit Kern K und Bandweite b,, ist definiert durch

Um Konsistenz von f,(z) zu zeigen, gehen wir wie folgt vor. Mit der Chebyshev-
Ungleichung 14.3 gilt zunédchst

P(|fula) = f(2)] > €) < éE[(fn(I) — f@))’]

Der Erwartungswert E[(fo(x) — f(2))¥ ist der mittlere quadratische Fehler von
fn(z). Wir konnen ihn in die Summe aus der Varianz und dem Quadrat des Bias
von f,(x) zerlegen,

~

Bl(fa(z) = f(2))%] = E[(fa(z) — E[fu(2)])?] + (Elfa(2)] — f(x))
— Var(f,(z)) + (Bias(f,(z)))’.

Die Konsistenz von f,(z) folgt also, wenn Bias und Varianz von f,(z) fiir n — oo
gegen 0 gehen. Das zeigt die folgende Proposition.

Proposition 19.1. Sei f stetig in x, set K beschrinkt mit beschrinktem Trdger,
und gelte b, — 0 und nb, — oo. Dann gilt Var(f,(z)) — 0 und Bias(f,(x)) — 0,
also fn(x) — f(x) in Wahrscheinlichkeit.

Beweis. Mit der Transformation v = (z — y)/b, und mit [ K(¢)dt = 1, dem Satz
von der dominierten Konvergenz und b,, — 0 gilt

Blf(x)] = ElK, (2 — X / K (2~ y) f(9)dy
_ / K () f( — by)du = / K(u)(f(z — byw) — f(2))du — f(x),
also Bias(f,(2)) — 0. Die Varianz von f,(z) ist
Var(f,(z)) = —Var (K (. — X1))

/K2 z — ) f(y)dy — /Kbn:ﬂ— )dy>)

Wir brauchen nur noch zu zeigen, daf [ K7 (z —y)f(y)dy = E[Ks, (x — X1)] lang-
samer als n wichst. Das folgt dhnlich wie eben bei [ K, (z —y)f(y)dy,

[ 52— s = - [ K= b
- %f(a:) /K2(u)du T 0(%) - o(bi)

also wegen nb,, — oo
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20 Maximum-Likelihood-Schatzer

In Kapitel 12 hatten wir Dichten beziiglich des Lebesgue-Makes \™ eingefiihrt. Das
brauchen wir jetzt allgemeiner. Ist P|F ein Wahrscheinlichkeitsmaf und p|F ein
Malfs, so heiftt eine mekbare Funktion f eine p-Dichte von P, wenn

P(A) = /Af(x),u(dm) fir Ae F.

Die Verteilungen aus Kapitel 12 haben Lebesgue-Dichten. Fiir eine diskretes Wahr-
scheinlichkeitsmaf P auf wy,ws,... wihlen wir das Zdhlimaf p({w;}) = 1 fiir ¢« =
1,2,.... Dann hat P die p-Dichte f(w;) = P({w;}), denn

PA) = 3 P{w}) = / f(@)u(de).

Die meisten diskreten Wahrscheinlichkeitsmafe aus Kapitel 11 leben auf Z oder einer
Teilmenge davon.

Seien X1, ..., X, unabhingige Beobachtungen mit einer p-Dichte fy, die von einem
(unbekannten) Parameter ¥ € © C R* abhingt. Wir wollen o schéitzen. Dazu wihlen

wir das 9, zu dem die Beobachtungen am besten passen (“maximum likelihood”
haben).

Definition 20.1. Der Mazimum-Likelihood-Schitzer 9 fiir 9 ist derjenige Parameter
v, fiir den die Dichte ]}, f9(X;) maximiert wird.

Es ist manchmal bequem, statt der Dichte ihren Logarithmus zu maximieren, denn
er verwandelt das Produkt in eine Summe. Falls fy () fiir jedes z in ¢ differenzierbar
ist, verschwinden in 9 = 9 die partiellen Ableitungen des Logarithmus,

Zaﬁzé log f9(X;) = 0.
i=1

Beispiel 20.1. Die Bernoulli-Verteilung B, , hat die Zahldichte

folx)=p"(1—p)'™*, x=0,1.

Sind X1, ..., X, unabhéngig und B, ,-verteilt, so ist die Zdhldichte von (X7,..., X,)
das Produkt

HpXi(l )X = pri=1 Xi(1 — p)n*Z?zl Xi |
i=1

Der Logarithmus ist

ZXZ- logp + (n — ZXZ> log(1 — p).
i=1 i=1

Die Ableitung davon verschwindet an der Stelle des Maximum-Likelihood-Schétzers

p fiir p,
0= 2 i Xi _n= > i1 Xi _ > i1 Xi— np
p 1—p p(1—p)
Also ist p = (1/n)> ", X;. Das ist gleichzeitig der empirische Schétzer fiir den
Erwartungswert p = FXj.
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Beispiel 20.2. Seien Xy, ..., X, unabhéngig und N, ,2-verteilt. Als Parameter wah-
len wir ¥ = (p1,0?)". Die (Lebesgue-)Dichte von N, 2 ist

2

folz) = \/%exp(— %)

Der Logarithmus der Dichte einer Beobachtung ist

11 (z — p)?
1 —1 _ Zlogo?— L H
ngﬁ(x) 0g \/% 9 o0go 20_2

Der Logarithmus der Dichte von (X, ..., X,) ist also

= 1 n (X — p)?
Zlogfﬁ(Xi) = nlog — — —logo? — Z .
= \ 2 2 — 202

Wir setzen die partiellen Ableitungen nach p und o2 gleich 0,

n

1

02 4
=1

1 « n
K- =0 5> (Ki-p'=5=0
i=1

Wir 16sen erst die erste, dann die zweite Gleichung und erhalten als Maximum-
Likelihood-Schitzer ¥ = (j1,62)" mit

anxi, 62 = %Xn:(xi — ).
=1 i=1

S|

=

Das sind (wieder) die empirischen Schitzer fiir die Erwartungswerte p = FX; und
o? = Var(X).

Beispiel 20.3. In diesem Beispiel haben wir keine (nach 1) differenzierbare Dichte,
und der Maximum-Likelihood-Schétzer ist auch kein empirischer Schétzer.

Fiir ¥ > 0 hat die Gleichverteilung auf [0, 9] die (Lebesgue-)Dichte

falw) = 51a(2).

Seien X1,..., X, unabhingig gleichverteilt auf [0,9]. Die Dichte von (X,...,X,)
ist dann

n

1 1
on [T tom(X:) = o Lol (Xw)

i=1
mit der Abkiirzung X,y = max{Xy,...,X,}. Der Maximum-Likelihood-Schétzer
ist also ¥ = Xy Es gilt EyX = g, also ist %Z?:l X, der empirische Schitzer
fiir ¢. Wir wissen schon aus dem Beispiel mit den Taxinummern, daf er wesentlich
schlechter ist als der Maximum-Likelihood-Schéatzer, weil er nur die Konvergenzrate
n~'/2 hat.
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21 Tests

Seien (€2, F) ein mefbarer Raum und Py|F ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit einem
Parameter 9 € ©. (In unseren Beispielen werden wir es wieder wie in den Kapiteln
17-20 mit 2 = R", F = B" und Py = P} zu tun haben.) Wir wollen testen, ob der
unbekannte Parameter ) in einer Menge H C O, der Hypothese, enthalten ist. Das
Komplement K = ©\H nennen wir Alternative.

Definition 21.1. Ein (randomisierter) Test (fiir H gegen K) ist eine mekbare Ab-
bildung ¢ : Q@ — [0,1]. Ist ¢ = 1¢, so heit der Test nichtrandomisiert und C

der kritische Bereich Interpretation: Wird x beobachtet, entscheiden wir uns mit
Wahrscheinlichkeit ¢(z) fiir K.

Testen ist im Prinzip leichter als Schétzen, da wir nicht 19, sondern nur H oder
K wissen wollen. Haufig beruhen aber auch Tests auf Schétzern von ¢, wie in den
folgenden beiden Beispielen.

Beispiel 21.1. Wir wollen testen, ob eine Miinze unverfilscht ist. Wir machen n
Miinzwiirfe. Das sind Beobachtungen X;, ..., X,,, die unabhéngig und B ,-verteilt
sind. Die Hypothese ist H = {1/2}; die Alternative ist K = (0,1)\{1/2}. Ein
kritischer Bereich kénnte dann die Form C' = {|X,, — 1/2| > ¢} haben.

Beispiel 21.2. Ein neues fiebersenkendes Mittel soll daraufhin getestet werden, ob
es besser ist als ein auf dem Markt schon eingefiihrtes. Wir messen Temperaturen
Xi,..., X, bei n Patienten und nehmen an, daf sie unabhéngig und N, ,2-verteilt
sind. Das schon eingefiihrte Mittel fithre auch zu normalverteilten Temperaturen,
aber moglicherweise mit anderem Mittelwert p = po und anderer Varianz. Die Hy-
pothese ist dann H = {(u, 0?) : u > po}; die Alternative ist K = {(u,0?%) : 1 < pio}-
Ein kritischer Bereich kénnte dann die Form C' = {X,, < pg + ¢} haben.

Wie sollen wir ¢ wiahlen? Wir konnen zwei Arten von Fehlern machen. Entscheiden
wir uns falschlich fiir die Alternative, ist das ein Fehler erster Art. Im Mittel ist er

Eyp, fallsd e H.

Entscheiden wir uns filschlich fiir die Hypothese, ist das ein Fehler zweiter Art. Im
Mittel ist er

Eg(l — 90) =1-— Eyp, falls ¥ € K.

Wir kénnen nicht beide gleichzeitig minimieren. Wir wihlen deshalb eine Schranke
fiir den mittleren Fehler erster Art und versuchen unter dieser Nebenbedingung
an ¢ den mittleren Fehler zweiter Art zu minimieren, das heilst, die Gitefunktion
U — Eyp fir 9 € K zu mazimieren.

Wir behandeln Hypothese und Alternative nicht symmetrisch, weil gewShnlich der
Fehler erster Art grofere Risiken birgt. (Zum Beispiel ein Medikament auf den Markt
zu bringen, obwohl es nicht besser ist als die schon eingefiihrten.) Das ist auch der
Grund fiir die Namen Fehler “erster” Art und “kritischer” Bereich.

Definition 21.2. Ein Test ¢ hat das Nweau o fir H, wenn

Eyp <a firde H.
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Wir werden immer diese Nebenbedingung ganz ausschopfen, weil wir die Giitefunk-
tion Eyp fiir ¥ € K moglichst grok machen wollen. Auch in den folgenden beiden
Beispielen schopfen wir das Niveau (asymptotisch) ganz aus.

Beispiel 21.3 (Fortsetzung des Beispiels 21.1). Beim Testen einer Miinze auf Un-
verfilschtheit war die Hypothese H = {1/2} und unser kritischer Bereich C' =
{|X, —1/2| > ¢}. Um das Niveau « einzuhalten und auszuschdpfen, brauchen wir
ein ¢ mit
t12([Xn = 1/2] > ¢) = o

Dieses ¢ 1dft sich exakt berechnen. Wir wollen es hier wenigstens asymptotisch
bestimmen. Die Varianz von B/, ist 1/4. Bezeichnet ® die Verteilungsfunktion
der Standardnormalverteilung Ny; und setzen wir ¢ = n~1/2b, so erhalten wir mit
dem Zentralen Grenzwertsatz

n‘l/Qi(Xi - 1/2)‘ > b)

i=1
— N0’1/4(—b, b)c = N()’l(—Qb, 2b)c
— 1 — B(2b) + B(—2b) = 2 — 20(2D).
Die rechte Seite ist « fiir 2b = ®1(1—«a/2). Also hat der Test bei n Beobachtungen
ungefihr das Niveau a, wenn ¢ = n=Y/2b = n=1/2¢71(1 - a/2)/2. (Seine Genauigkeit
ist also von der Ordnung n~'/2, genau wie bei den empirischen Schitzern.)

ol = 1/2] > 0728) = B

Beispiel 21.4 (Fortsetzung des Beispiels 21.2). a) Nehmen wir zunéchst an, daf wir
die Varianz 0% = o2 bei den Temperaturen des neuen Medikaments kennen. Um das
Niveau auszuschopfen, brauchen wir ein ¢ mit

10,00

Fiir ¢ = n~Y2b erhalten wir

n

N7 o (K < g 407 20) = N7 o (012 30X = o) < 1)

10,00

Il
i

— Ny o2 (—00,0) = B(b/a%).

i
Das ist « fiir b = 0o®(a).

b) Wenn die Varianz o beim neuen Medikament nicht bekannt ist, miissen wir o
im kritischen Bereich, also in ¢ = n="/2b = n="2¢,®'(a), durch einen Schitzer
ersetzen, zum Beispiel durch

1 o _
=Y (X; - X,)%
o n@ )

Dann erhalten wir mit Teil a) dieses Beispiels und dem Lemma von Slutzky

N7 2 (X < o+ 072607 (@)
= N" s (n*W (X~ o) < &qu(a))

i=1
=Ny o2 (n_1/2 Z(XZ — o) — (6 — )@ () < 0<I>_1(04)> — .
i=1

Also wird das Niveau zumindest noch asymptotisch ausgeschopft.
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Sind H und K einfach, also einpunktig, so schreiben wir sie einfach als zwei Wahr-
scheinlichkeitsmafe P und ). In diesem Fall gibt es immer einen “besten” Test zu
vorgegebenem Niveau, den “Neyman—Pearson-Test”.

Lemma 21.1 (Neyman-Pearson). Seien P und @) Wahrscheinlichkeitsmafe mit
Dichten p und q. Sei o € (0,1). Sei ¢ das (1 — «)-Quantil von q/p unter P, das
heifst

c=inf{y: P(¢ > yp) < a}.

Setze
a—P(g>cp) o
0 p(TqCp)p; P(q=cp) >0,
0, s0n8t
und
1, >
Yp=49 a q=cp.
0, <

Fiir das Niveau gilt dann Eptp = o fir die Giite gilt Eg > Eqe, falls Epp < a.
Beweis. Die erste Behauptung folgt aus
Epp = P(q > ¢p) +aP(q = cp) = a.
Wegen (¢ — cp)(v — ¢) = 0 gilt
Eqy — Eqp > c(Epy — Epp) > 0,
also die zweite Behauptung. O]

Der Test v heift Neyman—Pearson-Test zum Niveau « fiir P gegen (). Die Zahl ¢
heilst kritischer Wert. Das Prinzip dhnelt dem des Maximum-Likelihood-Schétzers:
Wir entscheiden uns fiir (), wenn die Dichte von @) beziiglich P grof ist. Wir ran-
domisieren so wenig wie mdoglich, ndmlich nur, wenn ¢ = ¢p, und dort immer gleich,
mit a.

Beispiel 21.5. Seien Xi,..., X, unabhangig und B ,-verteilt. Dann haben die n
Beobachtungen (X1,...,X,,) die Zéhldichte

- ; —X; n ) n—S""n ) P Z?:lXi n
[[pHa—p' " =p= N —p) i = (1 —p> (1—p)"
i=1

Der Neyman—Pearson-Test zum Niveau « fiir p gegen ein ¢ > p ist von der Form

]- n > n

! q i1 Xi n D i1 Xi n
v=a (7)) a—er = o) A

0, 4 < p

Der Quotient p/(1 — p) wichst mit p, denn die Ableitung

P 1 1
0, log =—-+—
PPP1—-p p 1-p
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ist positiv fiir p € (0,1). Also ist der Test von der Form

1, n >
2/1 = a, ZX’L = b7
0, i=1 <

wobei jetzt a und b so gewahlt werden, daf E,¢) = a. Weil )" | X; wie B,,,, verteilt
ist, bedeutet das
By, »(b, 00) + aB, ,{b} = a.

Der Test hangt nicht von ¢ > p ab. Er ist aulerdem identisch mit dem Test, der auf
dem empirischen Schétzer fiir p beruht.

Beispiel 21.6. Seien X4,..., X, positiv, unabhingig und FEy-verteilt, das heifit ex-
ponentialverteilt mit Parameter ¢J. Dann haben die n Beobachtungen (X, ..., X,)
die Lebesgue-Dichte

H—exp X/ﬁ)——exp( ZX)

Der Neyman-Pearson-Test zum Niveau « fiir ¥ gegen ein 7 > 9 hat die Form

1, >
Y=< a, —exp(——ZX)z—exp( 792)(1),
0, <
anders geschrieben
1 n >
H VA 1 1
Y=9 a, —neXP<—<——E)2X¢>=c
0, T T py -
Wegen 1/7 < 1/9 ist der Test von der Form
1, n >
¢ = a, ZXZ - b7
0, i=1 <

wobei wieder a und b so gewéhlt werden, dafs Fyyp = «. (Hier bedeutet Ey “Er-
wartungswert”). Wegen Ey = I'y; gilt nach der Bemerkung tiber die Faltung von
Gammaverteilungen, daf >  X; verteilt nach T'y, ist. Also ergibt sich b aus
[y .n(b,00) = a. Eine Randomisierung ist unnétig, da 'y, ({0}) = 0.

22 Exponentielle Familien,
monotone Dichtequotienten,
gleichmaliig beste Tests

Wir haben in den letzten beiden Beispielen gesehen, daf es Tests geben kann, die
gegen alle Alternativen gleichzeitig optimal sind. Man nennt sie (etwas irrefithrend)
“gleichméfiig” beste Tests. Solche Tests gibt es nur fiir bestimmte parametrische
Familien von Dichten.
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Definition 22.1. Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen Py|F mit 9 € © heifst
exponentielle Familie in T und n(?), wenn sie p-Dichten folgender Form hat,

fo(z) = c(V)g(x) exp (n(9) ' T(x)).

Beispiel 22.1. Die Normalverteilungen N, ;2 mit p € R und bekanntem o2 haben
die (Lebesgue-)Dichte

Sie bilden also eine exponentielle Familie mit

0= mer (= g) o =eo (- 5)
c(p) = exp | — = r)=exp| — =
1 2mo? P(=52) ¢ =

und mit 7'(z) = z und n(u) = p/od.

Beispiel 22.2. Die B, ,-Verteilungen mit p € (0,1) besitzen in den Punkten k =
0,...,n die Zahldichte

Folk) = (Z)p’“(l —p)n k= (Z) (1—p)"exp <k log - fp).

Sie bilden also eine exponentielle Familie mit

== o=}

und mit 7'(k) = k und n(p) = log (p/(1 — p)).
Beispiel 22.3. Sind Xq, ..., X,, unabhingig mit p-Dichte

fo() = c(V)g(x) exp (n(9) ' T(x)),

so hat (Xy,...,X,) die u"-Dichte

n n

[T 50X = o) TTo(X) exp ()™ 3o 7(X).

i=1 i=1

In den letzten Beispielen fiir Tests haben wir immer den Neyman—Pearson-Test
umgeformt, indem wir die Dichte ¢ unter der Alternative durch die Dichte p unter
der Hypothese geteilt haben. Das schreiben wir jetzt etwas allgemeiner auf. Fiir
¥ € O seien fy p-Dichten, die alle auf der gleichen Menge A positiv sind. Der
Dichtegotient von P, nach Py ist definiert durch

f-(x)

m, xr € A.

L197' (l‘) =
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Definition 22.2. Die Familie Py mit ¥ € © hat monotone Dichtequotienten in T,
wenn 1" eine Zufallsvariable ist und fiir alle ¢/, 7 € © mit ¢ < 7 eine nichtfallende
Funktion Hy, existiert mit Ly, = Hy, o T.

Definition 22.3. Ein Test ¢ zum Niveau « fiir H gegen K heilst gleichmdfig bester
Test zum Niveau o, wenn
Eﬂw Z Eﬁ@a 19 S KJ

fiir alle Tests ¢ zum Niveau « fiir H.

Satz 22.1. Hat Py, 9 € ©, monotone Dichtequotienten in T und ist o € (0,1), so
existiert ein gleichmdfig bester Test zum Niveau « fiir 7 <19 gegen T > 19, ndamlich

V=< a, T

ANV
o

Dabei sind a und b bestimmt durch Egp = Py(T > b) + aPy(T =b) = a. Fiir 7 <9
manimiert 1 das Niveau unter allen Tests o mit Eyp > a.

Beweis. Wiahle a und ¢ wie in Lemma 21.1. Der Neyman—Pearson-Test zum Niveau
o fiir ¥ gegen 7 > ¢ hat die Form

<
I
8
t~
%
3
AV
Q

Wiéhle b mit Hy,(b) = c. Wegen Ly, = Hy, o T kann man 1) wie in der Behauptung
schreiben. Insbesondere héngt  nicht von 7 ab. Also gilt F.¢ > E ¢ fir 7 > 0.
Durch Umkehren der Ungleichungen folgt, dafs 1 — 1 ein gleichméfig bester Test
zum Niveau 1 — « fiir ¥ gegen 7 < ¥ ist. Insbesondere gilt F.(1 — ) > 1 — «, denn
1 — 4 ist besser als der Test o = 1 — a. Also hat ¢ das Niveau « nicht nur in ¢,
sondern fiir alle 7 < 9. O

Satz 22.2. Sei Py mit ¥ € © C R eine exponentielle Familie in n(9) und T'(z). Ist
n nichtfallend (oder nichtwachsend), so hat die Familie monotone Dichtequotienten
inT (bzw. =T).

Beweis. Der Dichtequotient hat die Form Ly, (z) = Hy,(T(x)) mit

o(7)
Hy(t) = 2 —p(I)t).
20) = S exp (1) = 1(0)0)
Ist n nichtfallend und 9 < 7, so gilt n(7) — n(Y) > 0. Also ist Hy.(t) nichtfallend in
t. Bei nichtwachsendem n ist (1) —n(Y¥) < 0, also Hy,(t) nichtwachsend in t, also
Hj (t) = Hy,(—t) nichtfallend in ¢. O

Beispiel 22.4. Seien Xy, ..., X, unabhéngig und N, ,2-verteilt mit bekanntem 0.

Diese Verteilungen bilden eine exponentielle Familie in n(u) = p/o2 und T'(z) =
x. Also folgt (Xi,...,X,,) einer exponentiellen Familie in n(u) = u/o2 und T =
oo X;. Nach Satz 22.2 hat (X;,...,X,) also monotone Dichtequotienten in 7.
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Nach Satz 22.1 ist ein gleichméfbig bester Test zum Niveau « fiir p < po gegen
> o gegeben durch

1, >
Y = { 0. T - b.
Randomisierung ist nicht nétig, denn 7" ist fiir p = po verteilt wie N, .2, hat also

eine Lebesgue-Dichte. Die Konstante b ergibt sich aus

n

N o2 ( —1/2 Z(XZ — o) > op® (1 — a)) = a,

i=1
also

Ny %( = ZXi > npg + n'?o® (1 — a)) =a.
Beispiel 22.5. Seien Xj, ..., X, unabhingig und By, ,-verteilt mit p € (0, 1) und be-
kanntem k. Diese Verteilungen bilden eine exponentielle Familie in (p) = log (p/(1—
p)) und T'(z) = z. Also folgt (Xi,...,X,) einer exponentiellen Familie in n(p) =
log (p/(1 —p)) und T = 7, X;. Fiir die Ableitung von 7 gilt, wie schon einmal
benutzt,

1 1
/
np) =-+-—>0.
w)=2+1
Also folgt (X7,...,X,) einer Familie mit monotonen Dichtequotienten in 7T". Nach

Satz 22.1 ist ein gleichmifig bester Test zum Niveau « fiir ¢ < p gegen ¢ > p
gegeben durch

\.H
IV

0, <

Fiir ¢ = p ist T verteilt wie B, ,. Die Konstanten a und b ergeben sich also aus
Bk p(b,00) + aBp p({b}) = a.

Néaherungsweise lassen a und b wie folgt berechnen. Die Verteilung B, , hat Mit-
telwert kp und Varianz kp(1 — p). Mit dem Zentralen Grenzwertsatz gilt also

ka< _1/22 i —kp) > kp(l—p))l/zq’_l(l—a)) — a.

Der Test hat also fiir ¢ = p ungefidhr das Niveau a, wenn
b= nkp +n'/? (kp(1— p))l/QCD_l(l — ).

Beispiel 22.6. Seien X;,...,X,, unabhingig und Py-verteilt mit A > 0. Die Zahl-
dichte dieser Poisson-Verteilung in den Punkten £ =0,1,... ist

=€

AR T
f)\(k)> —e )\H _ )\Heklg)\'

Die Verteilungen bilden also eine exponentielle Familie in n(A) = log A und T'(k) =
k. Also folgt (Xi,...,X,) einer exponentiellen Familie in n(A) = logA und T' =
> v X;, und 7 ist streng monoton wachsend. Also folgt (X1, ..., X,,) einer Familie
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mit monotonen Dichtequotienten in 7. Nach Satz 22.1 ist ein gleichméfig bester
Test zum Niveau « fiir u < A gegen u > X gegeben durch

<
I
k)
N
AV
S

Fiir p = X ist T verteilt wie P, . Die Konstanten a und b ergeben sich also aus
Pn)\(b, OO) + aPM({b}) = Q.

Néaherungsweise lassen a und b wie folgt berechnen. Die Verteilung Py hat Mittelwert
A und Varianz . Mit dem Zentralen Grenzwertsatz gilt also

Py (n*1/2 i(X@- —A) > Ao (1 - a)) — a.

=1

Der Test hat also fiir © = A ungefihr das Niveau «, wenn

b=n\—+n2A\2071(1 — a).

23 Konfidenzbereiche

Die Genauigkeit eines Schitzers kennt man ungefihr, wenn man seine asymptotische
Varianz kennt, oder wenigstens einen Schétzer fiir diese Varianz hat. Damit 1afst
sich ein Intervall konstruieren, in dem der wahre Parameter ndherungsweise mit
vorgegebener Wahrscheinlichkeit liegt.

Manchmal geht das auch exakt. Seien zum Beispiel X7, ..., X, unabhingig und
N, o2-verteilt mit bekanntem o2. Bin Schétzer fiir 4 ist das Stichprobenmittel X,.

Es gilt
V2(% _ ) — —1/2 PR Te o
n' (X, —pu)=n Z(X’ f1) ist verteilt wie Np 2.
i=1

Insbesondere gilt

n - a - - - Q
(o1 (1-) xS - <o (1-3)) <1

i=1

Anders ausgedriickt gilt
N;;Jg(/i € B) =1—«

fiir

B = {,u : })_(n — u‘ < n_1/200<1>_1(1 — %)}

Wir nennen die zufillige (ndmlich von den Beobachtungen abhéngige) Teilmenge B
des Parameterraums ein Konfidenzintervall fiir p zum Niveau 1 — o. Wenn p wahr
ist, liegt © mit Wahrscheinlichkeit 1 — a in B.

Definition 23.1. Sei Py|F mit ¥ € © C R eine Familie von Wahrscheinlichkeits-
mafen. Eine Abbildung B : Q@ — P(R) mit {w : ¥ € B(w)} € F fiir jedes 9 heifst
Konfidenzbereich fiir v.
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Definition 23.2. Ein Konfidenzbereich B hat das Niveau 1 — «, wenn
P{w:9eBw)l=1—-a, ve€6.

Bemerkung 23.1. Fiir ¥ € O sei Cy ein kritischer Bereich zum Niveau o fiir .
Dann hat der Konfidenzbereich B(w) = {0 : w ¢ Cy} das Niveau 1 — a, denn
o = Pﬁ(Cﬁ) = Pﬁ(u} XV, ¢ B(w))

Im obigen Beispiel mit IV, ,2-verteilten Beobachtungen haben wir fiir jedes p einen
kritischen Bereich zum Niveau « fiir © gegen v # p,

C, = {(Xl,...,Xn) : ‘X}L —,u‘ > n*1/200<1371<1 — %)}

Daraus ergibt sich der obige Konfidenzintervall fiir 4 zum Niveau 1 — a.

Beispiel 23.1. Seien Xj,..., X, unabhingig und B ,-verteilt mit p € (0,1) und
bekanntem k. Ahnlich wie in Beispiel 22.5 haben wir fiir jedes p einen kritischen
Bereich zum asymptotischen Niveau « fiir p gegen q # p,

«

C, = {(Xl, LX) | X = Ep| = 2 (ep(1 - p)) 2D (1 - 5) }

Daraus ergibt sich ein Konfidenzintervall zum asymptotischen Niveau 1 — «,

(%

B = {p | X — kp| < n~Y2(kp(1 —p))l/Q@_l(l - 5) }
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