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16. Es sei V ein Vektorraum von Funktionen f : R → R mit folgenden
Eigenschaften:
(a) Jeder Limes einer wachsenden Folge von Funktionen aus V liegt in V .
(b) Jede stetige Funktion f : R→ R liegt in V .
Dann enthält V alle Borel-messbaren Funktionen f : R→ R.

17. Sei (Ω,F , µ) ein Maÿraum und ϕ : [0,∞) → (0,∞) aufsteigend.
Dann ist ϕ : ([0,∞),B ∩ [0,∞)) → ([0,∞),B ∩ [0,∞)) messbar. Für eine
Borel-messbare Funktion f und a ≥ 0 mit ϕ(a) > 0 gilt zudem

µ(|f | ≥ a) ≤ 1

ϕ(a)
µ(ϕ ◦ |f |).

18. De�nition 1: Gegeben sei ein Maÿraum (Ω,F , µ). Eine Menge N ⊂
Ω heiÿt eine µ-Nullmenge, wenn N ∈ F und µ(N) = 0 ist.
De�nition 2: Es sei E eine Eigenschaft derart, dass für jeden Punkt ω ∈ Ω
de�niert ist, ob ω diese Eigenschaft besitzt oder nicht. Wir sagen �µ-fast alle
Punkte ω ∈ Ω besitzen die Eigenschaft E � oder �E gilt µ-fast überall auf Ω�,
wenn es eine µ-Nullmenge N gibt, so dass alle Punkte ω ∈ N c die Eigenschaft
E besitzen.
Sei nun f eine nichtnegative Borel-messbare Funktion auf dem Raum (Ω,F).
Zeigen Sie, dass dann gilt:

µf = 0⇔ f = 0 µ-fast überall.

19. a) Sind f1, f2, . . . nichtnegativ und Borel-messbar, so gilt

µ

∞∑
n=1

fn =
∞∑

n=1

µfn.

b) Sei (Ω,F , µ) ein Maÿraum. Für jede Folge (An)n∈N von Mengen aus
F gilt

µ(lim inf An) ≤ lim inf
n→∞

µAn.
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c) Sei (Ω,F , µ) ein endlicher Maÿraum. Dann gilt für jede Folge (An)n∈N
von Mengen aus F

lim sup
n→∞

µAn ≤ µ(lim supAn).

20. (Vertauschung von Di�erentiation und Integration)
Sei (Ω,F , µ) ein Maÿraum, I ein o�enes Intervall, t ∈ I und f : I × Ω→ R

eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) Für s ∈ I ist f(s, ·) : ω 7→ f(s, ω) integrierbar.
b) Für ω ∈ Ω ist f(·, ω) : t 7→ f(t, ω) auf ganz I di�erenzierbar mit

Ableitung f ′(·, ω).
c) Es existiert eine µ-integrierbare Funktion g ≥ 0 auf Ω, so dass für alle

ω ∈ Ω und s 6= t gilt ∣∣∣∣f(s, ω)− f(t, ω)

s− t

∣∣∣∣ ≤ g(ω).

Dann ist die Funktion ψ(t) :=
∫
f(t, ω)µ(dω) auf I di�erenzierbar mit Ab-

leitung

ψ′(t) =

∫
f ′(t, ω)µ(dω).
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