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21. Sei (2, F, i) ein beliebiger Mafraum. Sei weiterhin f : Q — [0, 00)
eine messbare Funktion. Definiere v als das Mafs mit p-Dichte f.
a) Beweisen Sie, dass fiir jede messbare Funktion ¢ : 2 — [0, 00) gilt

vo = pu(pf).

b) Zeigen Sie: Eine messbare Funktion ¢ : Q@ — R ist genau dann v-
integrierbar, wenn ¢f p-integrierbar ist. In diesem Fall gilt wie in a)

vo = pu(ef).

¢) Seien nun zusitzlich g : Q@ — [0, 00) eine messbare Funktion und p das
Maf mit v-Dichte g. Zeigen Sie, dass dann o die p-Dichte g f besitzt.

22. Sei (2, F) ein beliebiger Mafkraum. Definiere fiir jedes A € F

5,(A) = 1 ,fallswe A
“ " 10 sonst ,

das sog. Dirac-Mafl im Punkt w. Seien weiterhin wq,ws, ... € Q, ay,as,... >0
und f : 2 — R eine messbare Abbildung. Wann ist f beziiglich des Ma-
fes p = Z;’il a;d,, integrierbar? Berechnen Sie in diesem Fall das Integral

J fdu.

23. Sei (€2, F) ein messbarer Raum.

a) Sei p ein o-endliches Maf und fi definiert durch gA = p(ANAy) fiir ein
Ay € F. Zeigen Sie, dass i eine Dichte beziiglich u besitzt, und bestimmen
Sie diese.

b) Seien p und v endliche Mafe mit v < p. Zeigen Sie, dass v eine Dichte
f beziiglich p + v besitzt und dass die p-Dichte von v pu-fast iiberall gleich
ﬁ ist.

24. a) Sei (2, F) ein messbarer Raum. F enthalte die Einpunktmengen.
Seien p und v diskrete Make auf F.



(i) Geben Sie eine zu v < u dquivalente Bedingung an.
(ii) Berechnen Sie alle py-Dichten von v.
b) Seien p und v stetige Mafe auf der Borel-Algebra B" des R™.
(i) Geben Sie eine zu v < u dquivalente Bedingung an.
(ii) Berechnen Sie alle p-Dichten von v.

Hinweise: a) Ein Mak u heifit diskret, wenn es hochstens abzdhlbar viele
w; € Q und p; € [0,00) gibt, so dass

pA = Zpidw(A) fir Ae F.
i=1

b) Ein Maf p heilt stetig mit Dichte a, wenn a : R® — R Borel-messbar ist
mit

pA = \"(14a) fiir A e B".

25. Gegeben seien messbare Raume (€2;, F;), i = 0,...,n, und eine Funk-
tion f:Qy — Oy x ... x Q,. Die Abbildung m; : 0y x ... x Q, — €, sei die
Projektion auf die i-te Komponente. Zeigen Sie:

a) Esgilt 71 @ ...@ F, = o(Ur, 7 ' (F)).

b) Die Abbildung f ist genau dann Fo-F; ® ... ® F,,-messbar, wenn jede
der Abbildungen m; o f Fy-F;-messbar ist.



