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51. Sei Y eine integrierbare, nichtnegative reelle Zufallsvariable auf dem
W-Raum (2, F, P). Fiir zwei Sub-o-Algebren G; und G, von F bezeichne G3
die von G; und G, erzeugte o-Algebra o(G;, G2). Beweisen Sie, dass dann die
beiden folgenden Aussagen dquivalent sind:

(a) E(Y[Gs) = E(Y|Ga) fs.

(b) E(XY|G2) = E(X|G2)E(Y|Gs) fs. fiir alle Gi-messbaren reellen Zu-
fallsvariablen X > 0.

Beachten Sie dabei, dass € := {C1NCy: Cy € G1,Cy € Gy} ein m-System ist,
das die o-Algebra G3 erzeugt.

52. a) (Der bedingte Erwartungswert ist eine Projektion.) Sei (Q,F, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und G eine Sub-o-Algebra. Sei weiter X &
Ly(P|F). Dann gilt

E(XY)=E(YE(X|9))
fir alle Y € Lo(P|G), also X — E(X|G)LLy(P|G). Folgern Sie, dass der
bedingte Erwartungswert F(X|G) (bis auf f.s. Gleichheit) die einzige G-
messbare Zufallsvariable Xy € Ly(P|G) ist, die F[(X — X()?| minimiert.

b) (Selbstadjungiertheit des bedingten Erwartungswertes) Sei (2, F, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und G eine Sub-o-Algebra. Sind X,Y € Lo(P|F),
dann gilt:

E(E(XIG)Y) = B(XE(Y(G)).

Hinweis: X € Lyo(P|G) heift X € Ly(P) und X G-messbar.

53. Seien X, Xo, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit £X; = 0 und E[X?] = 02 < oo. Dann ist

((Zn;Xj)z — o o(Xy, . ,Xn))

nelN

ein Martingal.



54. Sei p eine nichtnegative, endliche und o-additive Mengenfunktion auf
der o-Algebra F. Seien ferner A,, 1, A, 2, ... Mengen aus F mit () = Z;‘;l A
und P(A, ;) > 0 fir alle j. Setze F,, := 0(A,1,An2,...) fiir n € N. Die
Zerlegung A, 111, Ant1,2, ... verfeinere die n-te Zerlegung des Grundraumes,
d.h. fiir jedes j € IN existiere ein k € IN, so dass A, ; C A, ;. Dann gilt
Fn C Fny1. Definiere

Xp(w) = I fallsw € A, , n,jeN.

Zeigen Sie, dass (X,,, F,,)nen €in Martingal ist.
55. Sei (X, Fn)nen, ein Supermartingal. Definiere
Yo i= Xo, Y, i= Yoot + (X — E(Xo|Fos)) fiir n € N
sowie Agp := 0 und
A=A 1+ (X1 — E(X,|Fomr)) fiirn > 1.

Zeigen Sie:

(a) Esgilt X, =Y, — A,.

(b) (Yn, Fn)nen, ist ein Martingal.

(c) Fiir fast alle w ist A, (w) nichtfallend in n.



