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56. (5 Punkte) (Figenschaften von Stoppzeiten)

a) Sind S und T Stoppzeiten, dann auch SV 7T, SAT und S+ T.

b) Eine Stoppzeit T ist Fr-messbar.

¢) Ist T eine Stoppzeit und (X,,),en eine Folge von Zufallsvariablen, so
ist X Fpr-messbar.

d) Sind S und T Stoppzeiten mit S < T, dann gilt Fg C Fr.
Hinweis: x V y := max{x,y}, * Ay := min{z, y}.

57. (Optional switching) Seien (X, Fp)nen und (Y, Fp)new Martingale
und 7" eine Stoppzeit, und es gelte X7 = Yy, wenn T' < oco. Definiere

Z, = X, ,n<T
Y, .n>T.

(Interpretation: Zum Zeitpunkt T setzen Sie sich mit Thren bisher gewonne-
nen Chips an einen anderen Spieltisch.) Dann ist (Z,,, F,, )nen €in Martingal.

58. Seien Y7, Ys, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit endlichem Erwartungswert m, und sei X,, = > ,_, V4. Zeigen Sie:

a) Wenn T eine endliche Stoppzeit bzgl. der von den X, erzeugten Filtra-
tion ist und Yj > 0 fiir alle k, dann gilt E[X7| = mET.

b) Wenn T eine endliche Stoppzeit bzgl. der von den X erzeugten Filtra-
tion mit ET < oo ist, dann gilt E[Xr] = mET.

¢) Wenn T eine positive ganzzahlige Zufallsvariable ist, die unabhéngig
von (Y7,Y5,...), aber nicht notwendig eine Stoppzeit ist, dann gelten
die Aussagen von a) und b) weiterhin.

Hinweis zu a): Betrachten Sie die Stoppzeiten T,, = T A n.

59. Urspriinglich bedeutet ,Martingal“ folgende Strategie (auch Peters-
burger Strategie genannt): Sie verdoppeln bei jedem Spiel den Einsatz und
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héren auf, wenn Sie das erste Mal gewinnen. — Fiir ein faires Spiel gilt:

a) Am Schluss haben Sie Ihren Einsatz verdoppelt. (Der Satz iiber optio-
nal sampling gilt also nicht.)

b) Thr Verméogen ist ein Martingal.

¢) Die Stoppzeit ist geometrisch verteilt.

d) Der Erwartungswert Ihres Einsatzes bis zum letzten Spiel ist unendlich.
(Sie bendtigen also ein hohes Startkapital.)

60. (3 Punkte) Sei (Y;,),en eine Folge nichtnegativer, unabhéingiger und
identisch verteilter Zufallsvariablen mit Erwartungswert Eins. Seien Fy :=
{0,Q} und F, := o(Y1,....Y,). Ist Xg = 1 und X,, = [[_, Vs, dann ist
(X, Fn)nen, ein Martingal und (v/X,,, F,)nen, ein Supermartingal. Falls
T2, E[vVYx] = 0, dann konvergiert (v/X,,)nen, f.5. Wie lautet der Grenz-

wert?



