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Einfiihrung

Der Nobelpreis, der 1997 an Robert Merton und Myron Scholes vergeben wurde, zeugt von der
groflen Bedeutung der Wahrscheinlichkeitstheorie. Nicht nur in den Wirtschaftswissenschaften,
wo 7.B. der Bereich der Wertpapierentwicklung oder relativ neue stochastische Konjunkturtheo-
rien mathematische Hilfe benétigen, sondern auch in den Naturwissenschaften ist die Theorie
von der Wahrscheinlichkeit unerldsslich.

In der Physik seien nur die Stichworte Magnetisierung, Teilchensysteme, Supraleitung, Tur-
bulenzen, Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung genannt.

Chemische Anwendungen finden sich z.B. im Bereich der Katalysatoren, der Proteinfaltung
oder Polymere.

Stochastik in der Biologie begegnet uns in den wichtigen Bereichen der Evolutionstheorie und
Epidemiologie, aber auch in der Neurologie, bei der stochastischen Resonanz und den Predator-
Prey-Systemen.

SchlieBlich sei noch die Mineralogie genannt, in der das Kristallwachstum nicht ohne Wahr-
scheinlichkeitsbetrachtung denkbar wire.

Dies stellt zwar nur einen Teil der interdiszipliniren Anwendungen der Wahrscheinlichkeits-

theorie dar, zeigt aber die Notwendigkeit der mathematischen Auseinandersetzung mit diesem
Bereich.
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Kapitel 1

Maf3theorie

1 Vereinigung und Durchschnitt von Mengen

Gegeben seien die Menge 2 und die Teilmengen A;, As, ...

Weiter werden die De Morgan’schen Regeln bendtigt: (JA,) = (A5, (N A4,)°=UAS.
Gilt Ay C Ay C ... und A =|JA,, dann schreibt man A, 1 A (aufsteigend);

analog fiir Ay D A3 D ...und A=A, A, | A (absteigend).

Bemerkung 1.1 Mit De Morgan folgt:
AT A= AL LA AL A= AT T AC

Fiir disjunkte A, sei > A, :=[JA,.

Bemerkung 1.2 Jede Vereinigung ldsst sich disjunkt schreiben:
n—1

UA,=>B,., B,=A,N[) 45,
=1

also [JA, = A; U (A3 NAS)U (AsNASNAS) U ..

o0 o0
Desweiteren gelte limsup A, = U Ak, liminf A, =1 ) Ax.
n k=n n k=n

Gilt limsup A, = liminf A,,, so schreiben wir A =1lim A,, A, — A.
Bemerkung 1.3 vgl. limsup z,, = inf,, supy, 7x, liminfz, =sup, infi>, 2.

Bemerkung 1.4 Wenn A, 1, dann gilt (JA, =>.B,, B,=A, — A,_1, wobei A9 = 0.

2 Algebra, o-Algebra, Maf3

Gegeben sei die Menge €2, F sei eine Menge von Teilmengen von 2.

Definition 2.1 F heifit Algebra, wenn
1. Qe F
2. AeF=A¢crF
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3. AL Ay EF= AUA €T

Bemerkung 2.2 Eine Algebra ist abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen und Durch-
schnitten.

Beweis: 1. induktiv: (A; U A3) U A3
2. N Ar = (JAY)" O

Definition 2.3 F heifit o-Algebra, wenn F Algebra und abgeschlossen unter abzihlbaren Ver-
einigungen ist:

Ar, Ay, e F=JAneF

(€2, F) heiBft messbarer Raum, die Mengen in F heiflen messbare Mengen.

Bemerkung 2.4 Sei S eine Menge von Teilmengen von Q.
Dann ist o(S) = (1  F eine o-Algebra. Sie heifit von S erzeugt.

FDS
Fo—Algebra

Beweis: Sei A € 0(S), also A € F fiir alle o-Algebren F mit 7 D S.
=> A€ F=> A €a(S).
Entsprechend € € ¢(S), abz&hlbare Vereinigungen. O

Bemerkung 2.5 Ist F eine Algebra und abgeschlossen unter aufsteigenden Limites, so ist F

o-Algebra.

Beweis: |J At U Ag O
k=1 k=1

Beispiel 2.6 Q =R, §={(a,b]:a,b€ R}
Sei A die Familie der endlichen disjunkten Vereinigungen von Intervallen (eventuell unendlich),

dann ist A Algebra. B = o(A) ist o-Algebra, die Borel-Algebra.

Bemerkung 2.7 B enthilt simtliche Arten von Intervallen:

(a,6) =U(a,b 7], (=00,b] =U(=n,8], [a,b]=(a~ 0]

Definition 2.8 Sei A Algebra. Fine Mengenfunktion p : A — (—o00,00] heifit (endlich) additiv,
wenn fiir disjunkte Ay, Ay € A gilt:

p(Ar + Az) = pAr + pA,

Bemerkung 2.9 Induktiv folgt u > A; = > pA;.

=1 =1
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Definition 2.10 Sei A Algebra. Kine Mengenfunktion pn @ A — (—o00,00] heifit o-additiv |
(o)
wenn fiir disjunkte Ay, Ay, ... € A mit Y. A, € A gilt:

n=1

fL§£:44n ::EE:l“4n
n=1 n=1

Definition 2.11 Fine nichinegative o-additive Mengenfunktion auf einer o-Algebra heifst Majs;
gilt pQ2 =1, heifit sie Wahrscheinlichkeitsmaf .

Definition 2.12 Fine Mengenfunktion heifit endlich, wenn sie nur endliche Werte annimmd.
Fine nichtnegative, additive Mengenfunktion auf einer Algebra heifft c-endlich, wenn

Q=JA, mit A, €A pA, < oo
n=1

Beispiel 2.13 Q = R, A Familie der endlichen disjunkten Vereinigungen von Intervallen (a, b],
p(a,b] = b — a Linge des Intervalls.

w Y (ag, by] = > p(ak, by] o-endlich auf A.
k=1 k=1

Es stellen sich zwei Fragen:
1. Ist p o-additiv auf A?
2. Ist p fortsetzbar zu einem Maf} auf B = o(A)?

Rechenregeln fiir additive Mengenfunktionen

Satz 2.14 Sei p additiv auf einer Algebra A, und es existiere A € A mit pA < co.
1L ph=0
2. p(AUB) +pu(ANB)=pA+puB, ABeA
3. pA=uB+u(A-B), A, BEA BCA

4. Ist u nichtnegativ, dann gilt
n n
pJAe <) pAr, AL A A
5. Ist p Maf, dann gilt

HUAngzuAn, Ay, Ay, .. € A, UAneA
n=1 n=1

n=1

Beweis:

1. Sei A € A mit pA < o0. Es gilt puA = p(A+0) = pA+ pl
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2. pA=pu(ANB)+u(A-B), uB=u(ANB)+u(B-A)
Also pA+ puB = p(ANB) + (WAN B) + pu(A = B) + u(B - A)) = n(AN B) + u(AU B)
3. A= B+ (A-B)

n " k-1
4. U Ar=3 (AN ﬂ A7) nach Bem. 1.2. Jetzt 3. anwenden.
k=1 k=1 j=1
N——— ——
CAy
5. wie 4 O

Satz 2.15 Seien F o-Algebra, p o-additiv und Ay, Ay, ... € F.
1. Ayt A = pA, - pA
2. Ap L A, pAy < oo = pA, = pA
Beweis:
1. a) Gilt pA, = oo fiir ein n, dann auch Yk > n wegen puAp = pA, + p(Ar — A,)

b) Sei also p endlich. Schreibe A = Ay + (A3 — Ay) ... (Bem. 1.4). Es gilt: uA = pAy 4+ pAs —

pAL A pAn = Ay Y Ak = Aper) = pln 3 w(Ar — Apor)
2. Ay — A, T Ay — A. Jetzt 1. anwenden. O

Satz 2.16 Sei u additiv auf einer Algebra A.

1. Ist p aufsteigend stetig, also pA, — pA fir A1, As,... € A, A, T A € A, dann ist p
o-additiv.

2. Ist u absteigend stetig gegen O, also uA, — ud fir Ay, Ag,... € A, A, | 0, dann ist u
o-additiv.

Beweis: Seien Ay, Ay, ... € A disjunkt, A =[JA, € A. Setze B, ="} _, Ay.

1. B, T A, also > 7_ pAy = uB, — pA
2. pA=uB, + pu(A-B,), A— B, |0, also u(A - B,) =0, also > ,_, pAy = uB, - pA O

In den folgenden Abschnitten 3 und 4 werden die Fragen 1 und 2 aus Beispiel 2.13 allgemeiner
beantwortet, und zwar in umgekehrter Reihenfolge:
1. Mafe lassen sich von Algebren auf o-Algebren fortsetzen.

2. ,LingenmafBe“ sind o-additiv.
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3 Maflerweiterung

Gibt es Mafle auf o-Algebren?

Satz 3.1 (Erweiterungssatz von Carathéodory) Fin o-endliches Maf auf einer Algebra A
lasst sich eindeutig zu einem Maf auf o(A) fortsetzen.

Zunichst zur Eindeutigkeit:
Definition 3.2 P heifit m-System, wenn es abgeschlossen gegen Durchschnitte ist.

Definition 3.3 L heifit A-System, wenn
1. Qe L
2. AABeL, ACB=B-Ac/L

3. A,el, A,tA=>Aecl

Lemma 3.4 Ist L 7- und A-System, dann ist L o-Algebra.

Beweis: 1. L ist Komplement-abgeschlossen, da A°=Q — A
2. L ist Vereinigungs-abgeschlossen, da AU B = (A°N B°)°
3. L ist abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen: J;_; Ar T Upeq Ak O

Satz 3.5 (w-A-Satz von Dynkin) Ist P ein w-system und £ O P ein A-System, dann gilt
LD ao(P).

Beweis: Sei A(P) das kleinste A-System, in dem P enthalten ist.

a) Fiir A e A(P) gilt: L4 :={B: AN B € A(P)} ist A-System:
1.ANQ = A€ A(P)
22.AN(B-C)=ANnB-ANC € X(P)
3.B,1B= B,NAtBNA

b) Fir A € P gilt L4 D P, also L4 D A(P). Das heifit: fir A € P und B € A(P) gilt
ANB € A(P) bzw. fiir B € A(P) gilt: L D P. Also L D A(P), d.h. A(P) ist Durchschnitts-
abgeschlossen.
= A(P) ist m-System, also nach Lemma 3.4 auch o-Algebra. a

Die Eindeutigkeit im Satz von Carathéodory ergibt sich aus folgendem

Satz 3.6 Sei P w-System, ui,pe Mafle auf o(P), die auf P iibereinstimmen. Fs gebe A, €
P,ALTQ 1A, < 00, g A, < 00.
Dann stimmen py und po auf o(P) iiberein.

Beweis: Sei A € P mit py A(= pgA) < 0.
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a) Wir zeigen: L4 ={B € o(P) : u1 (AN B) = u2(A N B)} ist A\-System.
Lopi(ANQ) = A
2 pi(An (B~ 0) = (AN B) — mi(ANC)
3. Byt B= pu(B,NA) 1T (AN B) nach Satz 2.15.
b) Nach Satz 3.5 gilt L4 D o(P)
Also fiir B€ o(P): (AN B) =py(ANB)
Mit A = A, folgt uy B = uyB. O

Jetzt zur Existenz:
Definition 3.7 Zu F € () sei

u*E:inf{Z,uAn:ECUAn,AnEA}

Bemerkung 3.8 p* ist monoton und subadditiv:
1.ECF= k< p

2. ECUF, = E<>Y uE,

Eine solche Mengenfunktion heifit dufleres Mafl.
(Der Beweis ist offensichtlich.)

Definition 3.9 Fine Menge EJ C Q heifst messbar, wenn
wWF=p(FNE)+p (FNE®), VYFCQ
A* sei die Menge der messbaren Mengen.

Es soll nun gezeigt werden. dass p*|o(A) die gesuchte Fortsetzung ist. Dazu ist zu zeigen:
pA=plA, A C A", A" o-Algebra, u* o-additiv auf A"

Lemma 3.10 Fir A € A gilt p*A = pA und A € A*

Beweis:

1. <: Wihle Ay = A, Ay=...=0

s pA < plUA, <> pA, nach Satz 2.14

D E < pf(FNA) 4 pf(F N A°) wegen Subadditivitdt

co.E. p*F < ooy wihle B, € A mit F C|JBp, YuB, < p*F +¢

Es gilt: uB, = u(B, N A) + u(B, N A°) L w (B, N A) 4+ p* (B, N A°).

Also f*F4+e >3 uB, =Y p*(BoNA)+ Y (B, NA®) > p*(FNA) 4+ p*(F N A% O

2.

IV IN TV

Lemma 3.11 A* ist o-Algebra, p* ist Maf auf A*.

Beweis:
1. A* ist Komplement-abgeschlossen, da die Def. von 'messbar’ symmetrisch ist.
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2. A* ist Vereinigungs-abgeschlossen: Seien Ky, Fy € A*
Wegen F1 U FE; = Fyp U (EQ N Elc) gllt
,u*(Gﬂ (E1 UE2)+H*(Gm (E1UE2)C) S M*(GﬂEl) —}—u*(GﬂElcﬂEg) —}-,M*(GQEICQES) =
p*(G N EY) 4+ p*(GN ES) = p*G wegen der Messbarkeit von £y und Fs.
"> gilt wegen der Subadditivitdt.
3. Fiir G bel. und disjunkte Ky, Ky € A* gilt:
P (GN(F 4+ Ey)) = pw* (GN(E +Ey)NED)+p* (GN(E + Ey))NEY) = p* (GNE) 4+ p* (GNEy)
4. A* ist abgeschlossen unter abzihlbaren Vereinigungen:
Seien Ky, Ky, ... € A, F = [JF,. Wegen 1. und 2. seien sie o.E. disjunkt. Setze F, =
Ur_, Ex € A* nach 2.
Also mit Monotonie und 3.:
WG = (GO F) +p (GO FR) > p (GO )+ (GNES) 2 Sy 1" (G0 Ex) +p* (G0 E)
Mit n — oo und Subadditivitit folgt:
WG >0 i (GN E) + p*(GNES) > p*(GNE) 4+ p* (G N E°)
<’ gilt wegen der Subadditivitit.
5. Seien Ky, Fy,...€ A* disjunkt, K =Y F,
Setze F, =Y ,_, Ex wie in 4.
Mit Monotonie und 4. folgt:
WrE > prl, =307 p* By jetzt n — oo
'<’gilt wegen der Subadditivitit. O

4 Lebesgue-Stieltjes-Mafle und Verteilungsfunktion

Definition 4.1 Fin Lebesgue-Stieltjes-Maf3 auf IR ist ein Maf u auf B mit ul < co fiir alle
endlichen Intervalle 1.

Definition 4.2 Fine Verteidlungsfunktion auf IR ist eine nichtfallende, rechtsstetige Funktion

F:IR— IR.

Satz 4.3 Sei p Lebesque-Stieltjes-MafS. Definiere F (bis auf eine additive Konstante) durch
F(b) — F(a) = pu(a,b], a < b. Dann ist F Verteilungsfunktion.

Beweis: 1. F ist nichtfallend wegen p(a,b] > 0
2. Es gelte z,, | z. Dann gilt F(z,) — F(2) = p(z, z,] — 0 nach Satz 2.15. O

Wir gehen nun von einer Verteilungsfunktion F auf IR aus und setzen dann p(a,b] =
F(b) — F(a).
Sei A wieder die Algebra der disjunkten Vereinigungen von Intervallen, die linksoffen sind. Setze
p additiv auf A fort:

wY (ar, b = plag, byl
k=1 k=1
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Beispiel 4.4 F(z) ==z, p(a,bl=b—a

Lemma 4.5 p ist o-additiv auf A.

Beweis: Setze I auf IR fort: I'(00) = lim ;00 F'(2), F(=00) = limy_s_oo F'(2)
Setze ui(a, b] entsprechend auf A fort, wobei A von den linksoffenen Intervallen erzeugte Algebra
in R ist, insbes. u[—o00, b] = p(—o0, b].
1. Sei F(c0) — F(—00) < oo, seien Ay, Ay, ... € A, A, |0
Wihle B, mit Abschluss B, C A, und pA, —uB, < £2~". Dann gilt fiir hinreichend grofies
n:
ﬂz:l By = 0 und somit pAn = H(An - ﬂz:l Bk) +u mzzl By = H(An - ﬂzzl Bk) <
e Upzn (Ak = Bi) < 3hmy n(Ax — By) <e
Also pA, — 0. Jetzt Satz 2.16.
2. Sei F(o0) — F(—00) = 0.
F@) 7l <n
Setze F,,(z) = F(n) T >n
F(-n) z<-n
Es gilt g, < pty pin — panf A (A = p(AN[—n,n]) = pA).
Seien A, Ay, ... € A disjunkt, A:=> Ay € A
Es gilt uA > 3" pAx (Ubung 5).
a) > pA, = oo = fertig.
b) " pAg < 00r Yl pn Ak L 4, A — pA. Also mit obiger Ungleichung: 0 < pA— Y A, =
limy, 00 2211(%1% - ,“Ak) <0 U

Satz 4.6 Sei I’ Verteilungsfunktion; definiere p(a,b] = F(b) — F(a), a < b.
Dann hat p eine eindeutige Fortsetzung zu einem Lebesque-Stieltjes-Mafs.

Beweis: Nach Lemma 4.5 hat p eine o-additive Fortsetzung auf A.

p ist o-endlich wegen p(—n,n] = F(n) — F'(—n) < co.

Nach Satz 3.1 hat u eine eindeutige Erweiterung auf B. Die Erweiterung ist n.Def. Lebesgue-
Stieltjes-MaSf. O
Damit haben wir eine grofie Klasse von Maflen auf IR, gefunden.

Beispiel 4.7 F(z) =«
Das zugehorige Lebesgue-Stieltjes-Maf heifit Lebesgue-Mafl und wird mit A bezeichnet.

5 Messbare Funktionen und Lebesgue-Integral
Gegeben seien die messbaren Riume (Qq, F1), (22, F2) und f: Qq — Q.
Bemerkung 5.1 f~'A°= (f~'4)°, [ UA. =U "4, FTINA =N 1A,

Definition 5.2 f heifit messbar, wenn f~1F, C F;.
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Bemerkung 5.3 Gilt 7, = o(S) und f~'S C F;, dann ist f messbar.
Beweis: {A € Fy: f7'A€ F1} DS ist o-Algebra. O

Bemerkung 5.4 Sind (£, O;) topologische Riume, F; = o(0;), so gilt:
Ist f stetig, dann auch messbar.

Beweis: Bemerkung 5.3 mit § = Oy O

Bemerkung 5.5 Sind f : (1, F1) — (Q2,F2) und g : (Q2, F2) — (Qs3, F3) messbar, so auch
gOf : (917‘7:1) = (937‘7:3)'

Beweis: Fiir A € F3 gilt: (go f)™*A= (g™ 1A) e 7y a

Definition 5.6 Fine Funktion f: (2, F)— (IR, B) heifit Borel-messbar.

Bemerkung 5.7 Gilt {f < c} € F, c € R, so ist f Borel-messbar.

Beweis: B wird erzeugt von (—oo, ¢, ¢ € IR; mit Bemerkung 5.3 folgt die Behauptung. O

Satz 5.8 Sind fi, fa, ... Borel-messbar mit f, — f, dann ist f Borel-messbar.

Beweis: Nach Bemerkung 5.7 geniigt: {f > ¢} = {lim f, > ¢} =
{fn > c+ L schlieBlich fiir ein r € N} = Ure U, Nisp{fe > e+ ler O

Definition 5.9 f heifit einfach, wenn

/= ZaklAk, Ap € F disjunkt
k=1

Satz 5.10 Fine nichtnegative Borel-messbare Funktion ist Limes einer aufsteigenden Folge ein-
facher Funktionen.
L Bl f< i k=1,...,n2"

Beweis: f, = { Ed f2">
n n

Bemerkung 5.11 Setze ft = max{f,0}, /= = max{—f,0}.
Dann ist f = f* — f=, f*, f~ und |f| sind messbar, und f ist Limes einfacher Funktionen.

Beweis: 1. {ft € B} ={f>0,fe Byu{f <0,0€ B}
2. fl=ft+ /-
3. Wihle ff — ft, f~ — f~ wie in Satz 5.10. Dann gilt ft — f~ — f* — f~ = f. O
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Satz 5.12 Sind f,g Borel-messbar, dann auch f+ g, f — g, fg, f/g (wenn wohldefiniert).

Beweis: Wihle f, — f, g, — ¢ wie in Satz 5.10.

Dann f,+¢, = f+9, fugn — f9, # — g, und die Folgen sind einfach. Also sind die
nTy gn=0

Limites messbar nach Satz 5.8. O
Definition 5.13 Sei p ein Maf auf der o-Algebra F.

1. Fiir f =14 sei pf = [14dp = pA

2. Fir f =5 a;14, einfach sei uf =5 a;pA;

3. Fiir f > 0 messbar sei pf = sup{pe :0 < e < f, e einfach}

4. Fiir f messbar sei uf = uft — puf~, wenn nicht pft = puf~ = oo.
Ist puf endlich, so heifit f integrierbar.

Bemerkung 5.14 uf in 2. ist wohldefiniert:

Falls f = > a;14, = > b;lp, einfach, dann f = > cijla,nB,, ¢; = a; = bj, also Y a;uA; =
Doy (AN By) =32, eijpu(Ai N B;), entsprechend fiir 3 b;uB;.

6 Eigenschaften des Integrals

Satz 6.1 Sind f, g integrierbar, so gilt:

Lopf <pg firf<g

2. plcf) =cnf
3 wfl < ulfl
Beweis:

1. Fiir f,g > 0 gilt uf < pg nach Definition.

2. Sei f> 0. Dann ist u(cf) =sup{pe:0<e<cf} =sup{u(ce):0<e< f} =sup{cpe:0<
¢ < [} =csupfue: 0 < e< f}

3. —|fI < F<Ifl also —plf] < pf < plf] O

Satz 6.2 Ist [ integrierbar, dann ist vB = plgf, B € F, o-additiv.

Beweis:
1. Fiir f =" a;14, einfach: vB =) a;u(A; N B) o-additiv.
2. Sei f >0, B; € F disjunkt, B =>_ B;.
a) Beh.: vB <Y vB;
Sei 0 < s < f, s einfach.

plps =Y ulp,s < Y plp,f =Y vB,. Also vB = ulgf < Y vB,.
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b) Beh.:vB > > vB;
Zunichst: vB, = ulp, f < plpf =vB;also 0.E. vB, < oo
Zu n und € wihle 0 < s < f einfach mit plg,s > plp, f — =, i =1,...,n. Dann ist mit
Satz 6.1vB > v(37_, Bi) = plyn g f>plyr gs=30 plps > 30 plp, f—e =
Yo vBi—e.n— o0, € = 0 liefert die Beh.
3. Schreibe f = fT — f=. Dann vB = ulgft — ulgf~. Jetzt 2. anwenden. O

Satz 6.3 (Satz von der monotonen Konvergenz) Seien 0 < f; < fy < ... messbar, f =
lim f,. Dann gilt uf, — uf.

Beweis: 1. lim uf, existiert, da uf, T nach Satz 6.1.
2. Ebenso gilt lim uf, < uf, da puf, < pf nach Satz 6.1.

3. lim pfn > pf:
Sei 0 < s < f, s einfach. Sei b € (0,1).
Mon. 6.1a 6.1b
Bs gilt B, = {f, > bs} 1 Q. Es folgt lim ufy > pfm > fifmls, > buslg, =5 bus. Bildet
man das sup iiber s fiir beliebige b, so folgt die Beh. O

Satz 6.4 (Additivitatssatz) Sind f,g integrierbar, so gilt u(f + g) = pf + pug

Beweis: 1. Kiir f, g einfach folgt die Behauptung aus der Definition.

2. f, g nichtnegativ: Wihle 0 < s, 1 f, 0 <1, 1 g einfach. Mit 1. und Satz 6.3 folgt die Beh.

3. Wenn f =h —k, h, k> 0 integrierbar, dann uf = ph — pk:

Es gilt: f* + k= f~ 4+ h, also mit 2. uf* +pk = p(fT+k)=p(f~+h)=pf~ +uh

4. Fiir beliebige f,gist f+g= fT +¢7 — (f~ +¢7). Jetzt 3. und 2. anwenden. O

Beispiel 6.5 La. gilt nicht (f + ¢)* = f* + ¢g%; 2z.B. fiir f = —g.

Lemma 6.6 (Lemma von Fatou) Seien f, > 0 messbar. Dann gilt lim inf g f, > pliminf f,.

Beweis: g, = infr>, fi Tliminf f,, also pg, — pliminf f, nach Satz 6.3. Aulerdem pg, < uf,
(Satz 6.1 a). a

Satz 6.7 (Satz von der dominierten Konvergenz) Seien fi, fy,...messbar, f, — f, |fu| <
g, g integrierbar. Dann gilt uf, — pf.

Beweis: f, + g > 0. Nach Lemma 6.6 gilt iminf u(f, + g) > pu(f + ¢). Wegen der Additivitat
folgt lim inf p f,, > pf. Das gleiche Argument mit — f liefert limsup pf, < uf. O
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7 Satz von Radon-Nikodym

Gegeben sei der messbare Raum (92, F).

Eine o-additive Mengenfunktion auf einer o-Algebra heifit signiertes Maf.

Satz 7.1 Sei u signiertes MafS auf F. Dann ezistieren C, D € F mit
C = sup pA, pD = inf pA
K Aegu K Ae}‘u

Beweis: reicht fiir sup; inf mit —p.

O.E. sei p < oo, denn sonst 3C mit uC = oo.

Wihle A, € F, pA, — sup p. Schreibe A =[J A, als Vereinigung von 2" disjunkten Mengen:
AL =AY 0L AR, d= (1,0 und Af = {405

Die Zerlegung wird mit n — oo kleiner. Setze B,, = E/AA?PO Al

Dann gilt pA, < pB, < plU,_, Bx = Ui, Bk -

Setze C' = limsup B, =, Ur—,, Bk-

Mit Satz 2.15 und g < oo folgt sup g = lim pA, <limplJ,_,, Br = pC < supp O

Satz 7.2 (Halm, Jordan) Sei u signiertes Maf auf F,
ptA=sup{uB:B€F, BC A}, wwA=—inf{uB:B€F, BC A}
Dann sind ut, u~ Mafe mit u = pt —pu=.

Beweis: Wihle D nach Satz 7.1. Es gilt —oco < D < 0.
1. p(AND) <0, u(AND®) >0, AeF

a) Ann.: u(AN D) > 0. Dann u(A°N D) =pD — pu(AND) < uD

b) Ann.: u(AN D) <0.Dann p(D+ (AN D°)) =puD + p(AN D) < puD
2. ptA=pu(AND®), pwA=—-u(AND)

l.a
a) Fir Be F, BC Agilt uB=pu(BND)+u(BND®) < p(BND°) < u(BN D)+ p((A—-
B)N D) = u(AN D%;also pt A < u(AN D) < ut A

1.b
b) Fiir B€ F, BC Agilt uB=pu(BND)+p(BND) > u(BND)> u(BND)+ pu((A-
BYND)=p(AND)jalso —u~A>u(AND)> —p~ A O

Bemerkung 7.3 T /u~ heifien Positiv-/Negativteil von p, |g| = p™ + p~ heiit Totalva-
riation von pu.

Definition 7.4 Ist p Maf und v ein signiertes Maf§ auf F, und gilt uA = 0= vA =0, dann
heifit v absolut-stetig beziiglich p (v < ).
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Satz 7.5 (Radén-Nikodym) Seiy ein o-endliches Mafi und v ein o-endliches signiertes Mafs
auf F mit v < f.
Dann existiert ein p-fast sicher eindeutiges messbares f mit

vA=plsf, A€eF

[ wird auch als p-Dichte von v bezeichnet.

Beweis:
Eindeutigkeit:

Seien f, g zwei p-Dichten von v, sei E C {n > f > g}, uk < oo.

plef = pleg, also plp(f —g) =0, also f =g p-fs.

(f 20 fsonf =05 p{f > 3} Smulypnyf <npf =0, {f >0 =WU{f2 3} = f=

1.

0 f.s.)

. Existenz:

a) Seien yu,v endliche Mafie; sei § = {f > 0, u — integrierbar, ul af <vA, A€ F}
Partielle Ordnung: f < g, wenn f < g p-f.s.

(i)

Jede totalgeordnete Teilmenge von § hat eine obere Schranke:

Sei 7 C S totalgeordnet, s := sup;crpf. Wihle f, € 7 mit uf, 1 s, insbesondere
fn < fug1- Setze f =sup fp.

Nach Satz 6.3 gilt dann uf =sund f €S

f ist eine obere Schranke von 7T:

Gilt g < f, fiir ein n, dann ¢ < f;gilt ¢ > f, Vn, dann g > f, also pg > pf = s=
pg = pf, also g = f.

Nach dem Lemma von Zorn existiert eine obere Schranke f von S.

[ erfiillt die Behauptung:

pA=vA—pulaf. pist ein MaB mit p < p, pQl < 00. Zuz.: p=10

Ann.: pQ >0

Dann 3k : p) — kpQ < 0. Wende 1. aus Beweis Satz 7.2 an auf g — kp:

dADeF: p(AND)<kp(AND), pf(AND®) > kp(AND®), AecF

Ann.: pD =0

Dann pD =0, also 0 < uD?® — kpD® = uQ — kpQ = Widerspruch, also uD > 0

Sei h = {1p. Fiir A € F gilt: plgh = ;p(AND) < p(AND) < pA =vA—plyf.
Also ist plas(f 4+ h) < vA, also ist f nicht maximal = Widerspruch.

b) Sei u endliches MaB, v o-endliches MafB. Schreibe Q = " A,,, vA, < co. Setze v, A =
v(ANA,). Wihle f, mit v, A = pulaf, nach a). Mit f =73 f, folgt die Behauptung.

¢) Seien y, v o-endliche Mafie. Schreibe Q = 3" A,,, pA, < co. Wihle f,|A, mit v(ANA,) =
plana, fn- Setze f,|AS = 0. Mit f =" f, folgt vA =D v(ANA,) = plana, fn =
plaf

d) Seien p,v beliebig. Zerlege v = vt — v~ v~ endlich. Wihle f*, f= mit vt A = pl4ft,
v=A = plaf~ nach c¢). Wegen v~ endlich ist f~ p-integrierbar, also f~ u-f.s. endlich,
also ist f = fT — f~ wohldefiniert und vA = ul,f O

In den nichsten beiden Kapiteln stehen dynamische Prozesse im Vordergrund, die in der
Vorlesung ,, Einfithrung in die Stochastik®* auch als stochastische Prozesse oder gekoppelte Ex-
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perimente bezeichnet wurden. Als Beispiel stelle man sich eine (endliche) Folge von téglichen
Borsenschlusskursen vor. Diese bilden ein Ergebnis w = (w1, ...,w,) aus dem IR".

8 Produktmafle, Satz von Fubini

Gegeben seien die messbaren Riume (Qy, Fi), k=1,...,n.

Definition 8.1 Sind A, € Fi, so heiffit X A, messbares Rechteck, die davon erzeugte o-
Algebra Produkt-o-Algebra Q) Fi. .

Weiterhin sei fiir F' € Q x Q die Schnittmenge F,, = {wy € Qg : (w1, ws2) € F}.

Satz 8.2 (Produktmaflsatz) Sei u;|F, o-endliches Maf. Fiir wy € Qy sei p(w,-)|Fz ein
Map, und p(-, A2) sei messbar fiir Ay € Fy. Es gelte Qy = |J B, mit p(wi, B,) < ky, fir
wy € Q4.

Dann existiert genau ein Maff p auf F = Fy @ Fy mit (A X B) = [, p(wy, B)py (dwy), A €
Fi, B € Fy, nimlich puF = [ p(wy, F,, )1 (dwn), F € F.

Beweis:
1. Existenz
a) Sei p(wr, ) endlich.
(i) Ist F € F,soist F,, € Fo:Sei S={F"€ F: F,, € Fs}
- S ist o-Algebra: (U Fu)w, = U Fawys (F%)w, = (Fu,)°
— & enthilt alle messbaren Rechtecke: (A x B),, = {B w1 €4

0 sonst
Also § = F.
(ii) Ist 1" € F, soist wy — p(wy, Fy,,) Fi-messbar: Sei § = {F € F : p(wn, F,,) Fi —
messbar}

— & enthilt alle messbaren Rechtecke: p(wy, (A x B)y,) = {u‘zg‘ﬁé?:)ow;fnit
= /L(wla B)IA("‘JI)
— & enthilt alle endlichen disjunkten Vereinigungen messbarer Rechtecke: Seien Cy, ..., C),
disjunkte messbare Rechtecke, dann p(wi, (32 Cs)uy) = p(wr, > Ciwy) = > plwr, Ciuny)
- Wenn F, €S, F, 1 F, dann F, o, T F.,, also p(wi, Fru,) T p(wr, Fu,)
Also § = F.
(iii) Nach (ii) existiert pF" = [ p(wr, Fu, )pa(dwr), I € F.
— p ist MaB: Seien Fy, Fy, ... € F disjunkt. Dann p Y- F, = [ p(wr, (3 Fn)w, )i (dwr)

Lb%l? Z f /L(wla Fn,wl),ul (dwl) = Z,LLFn

— pist wie verlangt: p(Ax B) = [ p(wr, (AXB)w,)p (dwr) = [ p(wr, B)1a(wr)p (dwr)
b) Sei p(wy,-) wie vorausgesetzt, B, disjunkt. Setze p, (w1, B) = p(wi, BN B,). Dann folgt

mit (a) 4 = > u, wie verlangt.
2. Eindeutigkeit

Sei A die Algebra der endlichen disjunkten Vereinigungen messbarer Rechtecke. p ist o-
endlich auf A:
w1 ist o-endlich, also Q; = (J A, An € F1, 1A, < 00, also Q1 x Qy = > A, X B, mit
N(Am X Bn) = fAm N(le Bn),ul(dwl) < kn,ulAm < o0.
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Sei v ebenso wie verlangt, m.a.W. v|A = p|A. Dann gilt p = v auf F = o(.A) nach Satz 3.1.
O

Korollar 8.3 (Klassischer Produktmafisatz) Seien u1|Fi, pz|Fa o-endliche Mafe.
Dann ezistiert genau ein Maf p auf F = F1 @ Fy mit p(Ay X Ag) = pi Ay - paAq, Ay € Fj,
némlich pI” = [ po(Fy, )pa(dwr), I € F. Es wird auch als Produktmaf pn = p11 @y bezeichnet.

Beweis: Setze p(wy, ) = ug in Satz 8.2. O

Satz 8.4 (Satz von Fubini) Fs gelten die Voraussetzungen von Satz 8.2, f sei auf Qy X £y
integrierbar.
Dann ist [ f(-,wa)pu(:, dwa) pi-f.s. integrierbar, und pf = [ f(wr,w2)p(wr, dws)p (dwr).

Beweis: f(wy,-) ist messbar: f(wy,)"'B = (f~'B),, € F2
a) Sei f=1p, F € F:
J1p(wr,wa)p(wr, dwn) = [ 15, (W2)p(wr, dws) = plwr, Fl,); plr = pF
PES [ p(or, Fy ) (den) = [ 1 (wr, wo)p(en, deoa) o (deon)
b) Sei f=>", a;lg, F;disjunkt, a; > 0.
f f(wlaw2)ﬂ(w17 dwz) = E Gz‘ﬂ(wh E,w1)7
pf =3 aipks =3 a; [f 15, (w1, wa)p(wr, dwy)py (dewr) = [f f(wr, we)plwr, dws) s (duwy)
¢) Sei f > 0. Wihle f, einfach mit f, 1 f.
[ f(wr,wa)p(wr, dwz) =Tim [ f,(wy, wa)p(wr, dws). Mit Satz 6.3 folgt puf = lim pf,
= lim ff fn(w17w2),u(w17 dwz)ﬂl(dwﬁ = ff f(w17w2),u(wly dwz)ﬂl(dwﬂ-
d) Sei f integrierbar. Dann f = f* — f~
Nach ¢): [ fE(wi,wa)p(wr, dwa)py (dwr) — pfF < oo, also [ f*(wi,ws)p(wr,dws) < 0o py-

f.a. wy.
Also gilt fiir py-f.a. wy: f flwr, w2)p(wr, dwy) = ff+ (w1, w2)p (w1, dwy)—
J 7 (w1, w2)p(wr, dwy). Jetzt integrieren und c) anwenden. O

Korollar 8.5 (Klassischer Satz von Fubini) Seien pq|Fy, po|Fa o-endlich, f auf 4 x 4
11 ® po-integrierbar. Dann gilt

pf = //f(whwz)ﬂz(dwz)ﬂl(dwl)

Beweis: Setze ji(wy,+) = pg in Satz 8.4. O

9 Mafle auf abziahlbaren Produktriumen

Gegeben seien die messbaren Rédume (Qq, 1), (Q2, F2), ..., 2 = xQ,.
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Definition 9.1 Fir B C Q1 X...xQ, sei B, ={w : (w1,...,w,) € B"} der Zylinder mit Basis
B™. Fiir B* = A1 x ... x A, heifit B, Rechteck, und messbar, wenn A € Fi, k=1,...,n.

Bemerkung 9.2 Die messbaren Zylinder bilden eine Algebra. Die endlichen disjunkten Vereini-
gungen messbarer Rechtecke bilden eine Algebra. Beide erzeugen die gleiche o-Algebra F = ®@F,.

Satz 9.3 Sei P, Wahrscheinlichkeitsmafs auf Fy, P(w,...,wn_1,) Wahrscheinlichkeitsmaf
auf F,,. Fir B C 1 ®...Q F, sei

P,B" = [ Py(dwy) [ P(wy,dws) ... [1gn(wi,...,wn)P(wr,...,wn 1, dwy).

Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaff P auf F, das alle P, fortsetzt: PB, =
PB", BPe F1®...0F,

Beweis:

a) P ist wohldefiniert auf den messbaren Zylindern:

Sei B, = Cy,, 0.E.m < n. Dann B" =C" X Q41 X ... X Q,. Also P,B" = P,C™.

b) P ist offensichtlich additiv auf der Algebra der messbaren Zylinder. Nach Satz 3.1 geniigt es,
die o-Additivitdt zu zeigen. Nach Satz 2.16 geniigt dafiir aber schon die Stetigkeit in ().
Seien By, Bn,, ... messbare Zylinder, B,, | 0, 0.E. n; = 1.

Ann.: lim PB,, >0

Schreibe PB,, = [ Pi(dwi)g}(w1). Bs gilt 1ga+1 (wi,...,wn) < 1gn(wi,...,wn), also g} |.
Sei hy = limgl. Dann PB,, — Pihy nach Satz 6.7. Also hq(w}) > 0 fiir ein w} € B! (sonst
1gn (W), wa,...,w,) =0 Vn, also g} (w]) = 0 Vn, also hy(w]) = 0).

Schreibe g} (w]) = [ P(w}, dw;)gy(w2). Wieder g2 | hy, also gl (w1) — [ P(w], dws)hs(ws).
Also hy(w)) > 0 mit (wf,w)) € B2

Insgesamt: (wy,wy,...) € (| B, = Widerspruch. O

Korollar 9.4 (Klassischer Produktmafisatz fiir abzihlbare Produktrdume)

Seien (Q,, Fp, P,) Wahrscheinlichkeitsrdume, n=1,2,..., Q= xQ,, F = QF,.

Dann gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf F mit P{w 1wy € Ay,...,w, € A,} =

[I P:A;. Es wird ®P, geschrieben und heifit Produktmafs.

=1

Beweis:

1. Existenz:
Setze P(wi,...,wn—1,") = P, in Satz 9.3 Dann P,(A; x ... x A,) = [[ P;A;, also hat das
Wahrscheinlichkeitsmafl P aus Satz 9.3 die gewiinschten Eigenschaften.

2. Eindeutigkeit:
P ist eindeutig auf der Algebra der endlichen disjunkten Vereinigungen messbarer Rechtecke,
also eindeutig nach Satz 3.1. O



Kapitel 11

Wahrscheinlichkeitstheorie

10 Zufallsvariable und Erwartungswert

Definition 10.1 Sei P|B ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann heifft EP = [xP(dz) Mittel-
wert von P, VarP = [(z — EP)?P(dz) Varianz von P.

Im Folgenden sei immer der Wahrscheinlichkeitsraum (2, 7, P) gegeben.

Definition 10.2 Fine Borel-messbare Funktion X : Q w— IR™ heifit (n-dimensionaler) Zufalls-
vektor, fir n = 1 Zufallsvariable. Die durch X induzierte Verteilung PX|B" ist definiert
durch PXB=P(X € B)= PX~'B, B¢ B".

Satz 10.3 Sei X n-dimensionaler Zufallsvektor, g : IR" — IR messbar.
Dann gilt PXg = Pgo X, wenn eine der beiden Seiten existiert.

Beweis: 1. g =1p, B€ B": PXlg=P(X € B) = PlgoX.2. g = Yo alp;, Bi e B
disjunkt: PX > a;1p, =Y a;Plg, 0 X = PY a;1g,0X 3. g > 0: Wibhle gy, gy, ... einfach,
gn 1 g. Dann monotone Konvergenz (Satz 6.3). 4. g beliebig: g = g% — ¢~ 0

Definition 10.4 Sei X Zufallsvariable. Der Mittelwert von PX wird EX geschrieben und Er-
wartungswert genannt. Die Varianz von PX wird Var X geschrieben: VarX = [(z—FEX)*PX (dz) =
E(X — EX)?

11 L,

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P).

Definition 11.1 Fir p > 0 ist L, die Menge der Zufallsvariablen X mit E|X|P < co. Es sei
1
Xl = (E1X]7)7.

Die nichsten zwei Lemmata werden fiir die Holdersche Ungleichung benétigt:

17
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Lemma 11.2 Fir c,d,r > 0 gilt

d' <re+(1-r)d

Beweis: aquivalent: rlog ¢+ (1 —r) logd < log(rc+ (1 —r)d). Dies ist aber erfiillt, weil log konkav
ist. O

Lemma 11.3 Sei 1 < p < oo. Definiere q durch %—}— % = 1. Dann gilt fir a,b >0
1 1
ab < —af + —b?
p q

Beweis: Wende Lemma 11.2 an auf r = ;—), c=al, d=>5 O

Satz 11.4 (Holder-Ungleichung) Sei 1 < p < co. Definiere q durch %-l—% = 1. Fir X €
Ly, Y € L, gilt
XY €Ly und [|XY[l <[IX|pl[Y]]g

Beweis: Wende Lemma 11.3 an auf @ = _H ||X|||| b= v ” . Dann gilt HXHP)HYHq < pEA(|X|p + qE)Iqu'
w W XV 11
Bildung der Erwartungswerte liefert TXTLTX T <yt =1 O

Korollar 11.5 (Cauchy-Schwarz) Fir X,Y € Ly gilt XY € Ly und || XY < [|X|]2]|Y]]2
Folgendes LLemma dient dem Beweis des nichsten Satzes:

Lemma 11.6 Firp > 1 und a,b > 0 gilt (a + b)? < 2P(a? + bP)

Beweis: (a + b)? < (2max{a,b})? = 2P max{a?, bP} < 2P(a? + bP) O

Satz 11.7 (Minkowski-Ungleichung) Ist p > 1 und X,Y € Ly, dann gilt X +Y € L, und
X+ Yl < X+ 1Yl

Beweis: Trivial fiir p = 1. Nach Lemma 11.6 gilt | X +Y|? < (X |+ |Y])? < 2p(|X|p +[Y|?).

Sei p>1 undq— . Nach Satz 11.4 gilt dann [|[X + Y| =F
EY[ X+ Y[l < (||X||p+ VI (EIX + Y|@=D9)s = (||X]|, + ||Y|| JIIX + V][ Wegen
p— g = 1 folgt die Behauptung. O

Satz 11.8 (Tschebyscheff-Ungleichung) Sei X > 0 Zufallsvariable. Dann gilt fiir p,e > 0:

1
P(X >¢) < —EX?
>e) < 5

Beweis: 1(x5.y < ;—po U
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Definition 11.9 Seien X,Y € L,. Die Kovarianz von X undY ist

Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y = EY)

Cov(X,Y)

— 2222 . X und Y heiffen unkorreliert, wenn
(VarX VarY)z

Der Korrelations-Koeffizient ist p =
p=0.

Satz 11.10 Seien Xy,..., X, € Ly. Dann gilt

Var ZXZ- = ZVCM“XZ' + QZCOU(Xia X;)

i<j
Sind X1,..., X, paarweise unkorreliert, so gilt Var> K X; = > VarX;.
Beweis: Var Y- X; = E(X(X; — EX))? = Y B(X; - EXi)* + 3., B(X; — EX))(X; - EX;)0

12 Unabhingige Zufallsvariablen

Definition 12.1 Zufallsvariablen X1, ..., X, heifien unabhdngig, wenn

P(\(Xie Bi) =] P(Xi € Bi), BieB

Satz 12.2 X;,..., X, sind unabhéingig genau dann, wenn PX1+Xn) ein Produktmap ist, nimlich
@PXi.
Beweis: P(\(X; € B;) = PX1Xn)(x B;) O

Beispiel 12.3 Sei P = ®@P; ProduktmaB, X;(w) = w; Projektion. Dann PX1eXn) — p —
®F; = ®@PX:

Satz 12.4 X4,..., X, sind unabhingig genau dann, wenn
Pﬂ(X¢ < ti) = l_[P(AX2 < ti)

Beuweis: x(—o0,t] erzeugen B" (vgl. Ubung 25) und sind durchschnittsabgeschlossen. Also ist
PX1eXn) produktmaB nach Satz 3.6. Jetzt Satz 12.2 anwenden.

Definition 12.5 Ay,..., A, € F heiflen unabhingig, wenn 14,,...,14, unabhdngig sind.

Satz 12.6 14,,...,14, sind unabhingig genau dann, wenn

k k
P A, = PA;, Yir, ... ie} C{1,...,n}
j=1 =1
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Beweis:
= ﬂ;::l Aiy = {1A,‘] =1, j=1,...,k 1a, € Q sonst}
0 t>1
e {la>t)=4 A 0<t<1
Q t<0
Also (14, > t;) = ﬂ0<ti<1 A;. Jetzt Satz 12.4 anwenden. 0

Satz 12.7 Sind X4,..., X, unabhingige Zufallsvektoren und fi,..., f, : IR — IR messbar,
dann sind f1 0 Xq,..., fn 0 X,y unabhdingig.

Beweis: Pﬂ(fZ oX; € BZ') = Pﬁ()(Z € fz-_lBi) = I_IP()(2 € fz-_lBi) = Hp(fi oX; € Bi) O

Satz 12.8 Sind X4,..., X, unabhingige Zufallsvariablen, 1 < ny < ny < ... < ... < ng

n (ng = 0), und f; : IR™~"=" 5 IR messbar, dann sind f; o (Xp,_ 11,-.., Xp,), J=1,...,k,
unabhdngig.
Beweis: Nach Satz 122g11t PXiXa) — @ pXi Also P((Xl"“’X")"“*(X"k_1+1*"'*X"))
= ®§:1P( nj—1tteoXni) Cjetat Satz 12.7 anwenden. O
Satz 12.9 Sind X und Y unabhingig mit endlichem Frwartungswert, dann gilt
EXY =FX: LY
Beweis: EXY 10—3fr PXY)(dz, dy) = [zyPX (dz)PY ( (dy) = f z [yPY (dy)PX (dz)
= [2PX(dz) [yPY (dy) = EX - EY O
Korollar 12.10 Sind Xy,..., X, unabhdingig mit endlichem Erwartungswert, dann
El[xi=]]Ex:
Beweis: Mit Induktion aus Satz 12.9: HZ 1 Xiy [1iZ4q Xi unabhéngig nach Satz 12.8. O

Satz 12.11 (Schwaches Gesetz der groflen Zahl) Seien Xi,..., X,, € Ly unabhdingig und
identisch verteilt. Dann gilt fir ¢ > 0:

1 n
r —E Xi—EXy| 2
(‘n'l ="
1=

Beweis: Satz 11.8 fiir X = %EXZ-, FX = FXq, VarX = %Va,er nach Satz 11.10. (Un-
abhingigkeit impliziert Unkorreliertheit nach Ubung 39.b) O

ne?

) < VarX,

Gibt es Folgen unabhingiger Zufallsvariablen?
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Satz 12.12 Seien (Q,, Fp, Pn), n=1,2,..., Wahrscheinlichkeitsrdume.
Dann ezistiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) und unabhingige Zufallsvariablen

X, 0 (. F) = (Q, Fr) mit PX» = P,.

Beweis: Setze Q@ = xQ,, F = @F,, P = ®@PF, wie in Korollar 9.4. Setze X, (v) = w, (Pro-
jektion). Dann X, messbar: {w : X,(w) € B} = {w, € B}. AuBerdem PX*B = P,B und
P(Xy € By,..., X, € B,) =[] P.B; = [[ PXB;, also sind Xy,..., X,, unabhingig. O

13 Konvergenz von Zufallsvariablen

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (€, F, P) und Zufallsvariablen X, Xy, Xy, .. ..

Definition 13.1 Seien X, Xy, Xy,... € L,, p > 0.
1. X,, = X wn Ly (oder im p-ten Mittel), wenn || X, — X||, — 0.
2. X, = X (P) (oder in Wahrscheinlichkeit), wenn Ve >0 P(|X, — X|>¢) = 0.
3. X, = X f.s., wenn ein N C Q ezistiert mit PN = 0, so dass firw ¢ N : X,(w) = X(w).

Satz 13.2 Konvergenz in L, impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Satz 11.8 (Tschebyscheff-Ungleichung) mit X := | X,, — X| O

Satz 13.3 X,, » X f.s. genau dann, wenn Ve > 0
P(| Xy — X|>e¢ fireink>n)—0

Beweis: Setze By, = {| X — X| > ¢}, B. =limsup By.. Dann P, By. — PB. (Satz 2.15).
Esgilt {X; A X}=UB.=UB1,also X, > X fs.& PB.=0, ¢ >0 Py, Bre =
0, > 0. " O

Satz 13.4 Konvergenz f.s. impliziert Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Satz 13.3. O

Beispiel 13.5 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert nicht Konvergenz f.s.:
P=XBn (O, 1), Xonyp—1 = 1((k—1)2—",k2—")7 k=1,...,2"

Beispiel 13.6 Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert nicht Konvergenz in L,:
P=ABN0,1), X, =2"11y; E[Xaf =27 =00, p>0
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14 Starkes Gesetz der grofien Zahl

Nach Satz 12.11 gilt %EXZ- — FE X (P), wenn X; € Ly unabhingig und identisch verteilt sind.
Gilt dies auch fast sicher?

Lemma 14.1 Sei (a;;);j=1,. unendliche Matriz mit a,; — 0 fir n — oo und alle j, und
> iy lans| < ¢ fiir alle n. Sei x,, Folge. Dann gilt

1Loay =0 = Y anz; =0
2. Zjanjﬁlundwn%w = Zjanjxj—)x

Beweis:

a) Sei ¢ > 0. Wahle N mit |z;| < £ fiir j > N. Dann 3772 v |agl|z;] < Se = e. AuBlerdem
E;-V:l |an;||z;| — 0 wegen a,; — 0.

b) >2; anj(z; — =) = 0 nach a); 2. anjz — z n.Vor. = Y anjz; = @ O

Lemma 14.2 (Toeplitz) Sei (a,) nichinegative Folge und 0 < b, ="

j=1 a; — 00.
Gilt z,, — z, dann

1 n

b_ Z(Z]':Ej — X

Beweis:

(Z]/b] 0

Die Matrix (a,;) = erfiillt 3777, anj = 1.

ay /b, -+ a,/b, 0

Jetzt Lemma 14.1 anwenden.

Satz 14.3 (Kronecker-Lemma) Seien (b,) und (z,) Folgen, 0 < b, t 0o und > | x, = .

Dann
1 n
— D bjz; =0

Beweis: Setze by = 0, sp = 0, s, = > 7_;x;. Dann X% bjz; = E? 1bi(s; — sj-1) =
bnsn—boso—zyzl(bj—bj_l)s]-_l, also iz:]:lb Tj= 58, — 5~ =g EJ 1(b; —b;_1)s;—1. Nach Vor-

aussetzung gilt s, — 2. Auflerdem i Yo(bj=bj—1)sj—1 = nach Lemma 14.2 mit a; = b; —b;_;.
0

Im Weiteren sei S, = X1+ ...+ X,.
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Satz 14.4 (Kolmogorov-Ungleichung) Seien X,..., X,, € Ly unabhingig.
Dann gilt fiir e > 0:

Var$
P —ES|>e) <
(lréljasxn |SJ Syl >¢) < 22
Beweis: O.E. sei ES; = 0. Setze Ay = {[5;| < €, = 1,...,k = 1;|Sk| > €}. Setze A =

{112a<x |Sj| > e}. Dann gilt A = Y27 Ay und VarS, > FE1452 = > FE14,52. Mit Y}, =
<i<n

S, — S = E?=k+1 /Yj gilt ElAkS?l = ElAkS,f —}-ElAkYkQ —I—QElAkSkYk und ElAkSkYk = 0 nach
Satz 12.9, also F14,52 > E14, 5% > e?PAy, also VarS,, > > PA, = ?PA. O

Satz 14.5 (Erstes Borel-Cantelli-Lemma) Sind Ay, Ag,... € F und >, PA, < oco. dann
gilt
Plimsup A4, =0

Beweis: Plimsup A, < P>, Ak < > 1, PA; — 0 fiir n — oco. O

Satz 14.6 (Zweites Borel-Cantelli-Lemma) Sind Ay, Ay, ... € F unabhingig und
> PA, = oo, dann gilt
Plimsup A, =1

Beweis: Plimsup A, = P, Ups,, Ax =1lim, P, A = lim, lim,, P{J;_, Ay und

1—z<e™"

UL, AR = POV, AL = T, PA, 2 TTf, ePAr = e SiaPAx 5 0 fiir m — o0
[l

Satz 14.7 Sind X, Xo, ... unabhingig mit > VarX, < oo, dann konvergiert > (X; — E X))
=1

f.s. gegen eine Zufallsvariable X .

Beweis: O.E. sei EX; = 0. Nach Ubung 45 gilt: S, = >, X; ist Cauchy f.s. genau dann, wenn

PU; pom (157 = Skl > €) — 0 fiir m — oo,

Es gilt P, (|Sm+4r — Sm| > €) = limy, PUp_; (|Smgr — Sm| > €) = limy, P(maxi<i<n |Smtr —

14.4
S| >¢€) < lim, E%Va,r(Sm+n - Sm) L8 im,, s% 2?:4;:.;1 VarX; = E% E;';m_H VarX; — 0 fiir
m — 00.
Das reicht wegen |S; — Si| < [S; — Sm| + |Sk — Sm|. O

Bemerkung 14.8 Betrachte einen Miinzwurf: Xy, X5,... sind unabhingig, P(X, = 1) =
P(X, = —1) = 3. S, sei das Vermdgen zum Zeitpunkt n bei Einsatz 1.

Sy, konvergiert nicht: limsup S,, = co, liminf S, = —oco

Reduziert man den Einsatz (P(X, = a,) = P(X, = —a,) = ), dann ist £X,, =0, VarX, =

a?. Ist nun Y a? < co, dann konvergiert S, f.s.
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Satz 14.9 (Starkes Gesetz der groflen Zahl von Kolmogorov) Seien X1, Xy,... € Ly un-

abhéngig und (b,) eine Folge mit 0 < b, 1 co.
Wenn V“b;%X" < 00, dann
n E n
Sbis — 0 f.S.

Beweis: Satz 14.7 auf 2= anwenden: Dann konvergiert T-L L“E Xi fs. Nun Satz 14.3 auf
b g =1 b
n 2

X,—-EX
T; =~ =t anwenden:
J
Sp—ESn _ 1 xn X,-EX,
snomon = =30 1 b o 0 f.s. O

15 Schwache Konvergenz

Wenn X1, Xo,... unabhiingig und identisch verteilt sind mit EX; = p, VarX; = o2, dann gilt
%2?21()(2' — ) — 0 nach dem Gesetz der groBen Zahl. ,Blist* man dies mit n=/2 auf, so erhilt
man En~'/23" (X, — p) =0 und Var(n='/230 (Xi — p)) = o2

In Kapitel 18 zeigen wir den Zentralen Grenzwertsatz

n

Pla < n~1/? Z(XZ- —p) < b) = Ng ,2(a,b) fir n — co

=1
. . . 1 _% h
(wobei N, ,2 die Dichte veri T at).

Definition 15.1 Seien P, Py, P, ... Wahrscheinlichkeitsmafe auf B.

Dann konvergiert P, schwach gegen P (P, = P), wenn fiir alle stetigen und beschrinkten f
P.f — Pf gilt.

Sind X, X1, Xo, ... Zufallsvariablen mit PX» = PX | so sagen wir: X, konvergiert gegen X in
Verteilung und schreiben X, = X.

Manchmal gilt Konvergenz sogar mengenweise:

Satz 15.2 (Scheffé) Seien P, Py, Py, ... Wahrscheinlichkeitsmafe mit Lebesque-Dichten
Py P1y P2,y - - Gilt p, = p f.s., dann gilt

1
sup |P,A— PA| = =A|p,—p| =0
AEB 2

Beweis: Es gilt A(p, — p) = 0.

1. Fiir A € B: 2|P,A — PA| = M A(pn — p)| + | A1 ac(pn — p)| < Alpn — p|. Fiir A = {p, —p > 0}
gilt die Gleichheit.

2. Esgilt 0 < (p, — p)T < p, (pn —p)T — 0 fs. Also A(p, —p)t — 0 und somit A|p, — p| =
2X(pn, — p)* — 0 nach Satz 6.7 (dominante Konvergenz). O
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Definition 15.3 Fine Funktion f : IR — IR heifit unterhalbstetig (oberhalbstetig), wenn
{f>a} ({f < a}) fir alle a € IR offen ist.

Satz 15.4 Fine Funktion f ist unterhalbstetig genau dann, wenn

lim in_f} flzy) > f(=z)
Beweis: Es gilt {f > a} offen genau dann, wenn fiir z mit f(z) > a gilt: 2, >z = f(z,) >«
schlielich. O

Satz 15.5 Ist [ unterhalbstetig, so gibt es stetige f, mit f, 1 f.

Beweis:
1. Gelte f(IR) C (0, 7). Fiir t > 0 definiere f;(z) = inf{f(z) +t|z — 2| : z € R}.
a) fi ist stetig:
Fiir o,y € R gilt f(2) +tlz — 2| < f(2) +tly — 2|+ t|le —y|. Also fi(z) < fily) +t|z —yl.
Mit symmetrischem Argument folgt | fi(z) — fe(y)| < t|lz — y|.

b) fut f: Bs gilt fo < f, fu .
Sei e > 0. Fiir jedes n ex. ein 2z, mit f(z)+¢e > fo(z)+e > f(zn) + 0|z — 25| > nl|z — z,].
Also |z — z,| — 0, somit liminf f(z,) > f(z) nach Satz 15.4, d.h. f(z,) > f(z) — ¢
schlieBlich; also f,(z) > f(zn) — € > f(z) — 2¢ schlieBlich.
2. f beliebig.
Betrachte g o f mit g(z) = 27 + arctanz (g ist homdomorph und ordnungserhaltend). O

Definition 15.6 Fiir A C IR heifit A = A — A Rand von A.

Satz 15.7 (Portmanteau-Satz) Seien P, Py, P»,... Wahrscheinlichkeitsmafe auf B. Dann
sind dquivalent:

a) P,= P

b) limsup P, f < Pf fiir alle oberhalbstetigen beschrinkten f
c¢) limsup P,A < PA fiir alle abgeschlossenen A

d) P,A— PA fiir alle A € B mit POA =0

Beweis:

a) = b) Sei f oberhalbstetig. Sei ¢ < f und g stetig. Dann liminf P, f > liminf P,g = Pyg.
Nach Satz 15.5 ist jede unterhalbstetige Funktion limes stetiger Funktionen. Satz 6.7 (dom.
Konv.) anwenden fiir —f statt f.

b) = ¢) Ist A abgeschlossen, so ist 14 oberhalbstetig.

_e) ) .
¢) = d) limsup P,A <limsup P,A < PA = PA = PA <liminf P, A <liminf P, A
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d) = a) Sei f stetig und beschrinkt.
B = {c: P{f = ¢} > 0} ist abzdhlbar. Wihle M mit |f| < M und Zerlegung —M = tg <
t1<...<t]‘:Mundt2‘¢B.
Fiir A; = {t; < f <t;y1} gilt POA; =0, also nach d) Y20 P, A — Y120 P A,
Schreibe |Pnf — Pf| < |Pnf — ztiPnAﬂ + | SNtiPA; — ZtiPAi| + | SN tiPA; — Pf|
1. Summand: | Y P14, (f —ti)| < max(tiy1 —t;)
2. Summand: konvergiert gegen 0.
3. Summand: wie der erste.
Jetzt die Zerlegung feiner machen. O

Im Folgenden gelte fiir jede Verteilungsfunktion ' F'(—oc0) = 0.

Satz 15.8 Seien P, Py, Py, ... Wahrscheinlichkeitsmafle auf B mit Verteilungsfunktionen
F, F, Fy,.... Dann sind dquivalent:

1. P, =P
2. F,(t) — F(t), wenn I stetig in t

Beweis:
= Sei I’ stetig in t.
Dann gilt Po(—o0,t] = P{t} = F(t) — I'(t—) = 0. Mit Satz 15.7 d) folgt I, (t) — F(t).
< Sei A offen, also abzdhlbare Vereinigung von offenen disjunkten Intervallen I;. Nach Lemma
6.6 (Fatou) gilt: liminf, P,A =liminf, )", P,Ix > > ;liminf, P,Ij.
Zu e > 0 wihle J, = (ag,bi] C I, so dass ag, by Stetigkeitspunkte von F sind und P.Jj
Pl — ¢27%. Dann gilt nach Vor.: liminf P,I; > liminf P,J; = PJ, also liminf P, A
S PJp >3 Pl —e = PA —¢e. Jetzt Satz 15.7 ¢) anwenden.

v iIv

16 Schwache Kompaktheit

Sind F,, Verteilungsfunktionen von WahrscheinlichkeitsmaBen, und gilt F, () — F(t) fiir alle
Stetigkeitspunkte von F', so braucht F nicht Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes
zu sein; als Beispiel diene £, = 1f, ) — 0.

Satz 16.1 (Helly) Seien I, Iy, Iy, ... Verteilungsfunktionen mit F,(—oc0) = 0, F,(o0) < 1.
Dann ezistiert eine Verteilungsfunktion F' und eine Teilfolge (F),,) mit F,, (t) — F(t), wenn F
stetig ist.

Wie kdnnen wir ,Massenverlust“ vermeiden?

Definition 16.2 Fine Familie P von Wahrscheinlichkeitsmafen auf B heifit straff, wenn fiir
jedes € > 0 ein endliches Intervall I existiert mit PI° < ¢ fiir alle P € P.
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Definition 16.3 FKine Familie P von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf B heifsit relativ kompakt,
wenn jede Folge eine schwach konvergente Teilfolge besitzt.

Satz 16.4 (Prohorov) FKine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen ist straff genau dann, wenn
ste relativ kompakt ist.

17 Charakteristische Funktionen

Definition 17.1 Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafi P|B ist die charakteristische Funktion
o(t) = / ¢t P(dz)

Ist X Zufallsvariable, so bezeichnet o* = Ee™ die charakteristische Funktion der induzierten
Verteilung.

Bemerkung 17.2 Es gilt ¢'” = cosz + isinz.
Lemma 17.3 Sind Xy, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen, so gilt
QOEXi — H SDXl

Beweis: Be™™Xi = ET] e =[] BEe? -

Bemerkung 17.4 Es gilt "X *0(#) = e X (at).

Beispiel 17.5 Die charakteristische Funktion von N, .2 ist ¢(t) = eithe=5t"0?
Beweis: Nach Bem. 17.4 ist z.z.: Ny, hat die char. Funktion e~ 3t
; — 12 _1.2
o(t) = \/%fem’e 37 dr = \/LQ_ﬁfcos(tm)e 37 dx
Jetzt differenzieren und partiell integrieren:
1 1
O(t) = —\/% fmsin(tm)e_E“Cde = —\/LQ_W ftcos(tx)e_5$2dx = —to(t) O

Satz 17.6 (Inversionsformel) Sei P|B ein Wahrscheinlichkeitsmaf mit charakteristischer Funk-

tion . Dann gilt fiir a < b:

T _—ita _ —ith
lim i/ e (tydt = Pla,b) + ~ P{a, b}
-T 1t 2

Satz 17.7 (Lévy, Stetigkeitssatz) Seien P, P, P, ... Wahrscheinlichkeitsmafe mit charakte-
ristischen Funktionen @, ¢1, @, .. .

a) Wenn P, = P, dann ¢, — ¢

b) Wenn @, — ¢ und ¢ stetig in 0, dann P, = P



28 KAPITEL 1ll. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Beispiel 17.8 1. Exponentialverteilung F, (Dichte: %e_%, z>0): p(t) = (1 - ait)™!
2. Cauchy-Verteilung C, (Dichte: W) o(t) = e°ll

3. Gamma-Verteilung I', 5 (Dichte: ﬁmb_le_f, z>0):0)=(1—ait)™

b)

18 Zentraler Grenzwertsatz

Lemma 18.1

eir _ i (Zm)m
m!

m=0

a2
< min ,
- (n+1)!" n!

Korollar 18.2

n

: 1
Ee™ =" —E(itX)"
m=0 m!

1"

t
<
~ (n+1)!

Emin{ ][ X", 2(n + 1)|X|"}

Satz 18.3 Sei KX =0, KX? = 0% < 0o. Dann gilt fiirt — 0
: 1
BettX =1 — §t202 + o(t?)

Beweis: Es gilt min{|¢|| X|?, 6| X|?} { <6X?2

=0, t=0
Also mit Satz 6.7 und 18.2 |Fe'™ — 1 4 11252 = o(t?). O

Satz 18.4 (Zentraler Grenzwertsatz) Sind X, X, ... unabhingig und identisch verteilte
Zufallsvariablen mit Erwartungswert u und endlicher Varianz o?, dann gilt

n

07y (Xi = p) = No oo
=1
Beweis: O.E. = 0. Nach Satz 18.3 gilt: Fe'™ = 1 — Lt26? 4 o(t?), also Eeitn™PEX; =

(1- ¢22(;2 i 0(%))71 =527 Mit Satz 17.7(b) folgt die Behauptung. O

19 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und bedingte Erwartungs-
werte

Im Folgenden sei immer der Wahrscheinlichkeitsraum (9, 7, P) gegeben.
Eine F-messbare Funktion ist eine Funktion X : (Q, F) — (IR, B).

Definition 19.1 Seien A, B € F mit PB > 0. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A
gegeben B ist
P(AN B)

P(A|B) = =7
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Bemerkung 19.2 P(:|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf F.

Definition 19.3 Sei B € F mit PB > 0. Ist X F-messbar und integrierbar, so ist der bedingte
Erwartungswert von X gegeben B definiert als

B(X|B) = %me - /X(w)P(dw|B)

Bemerkung 19.4 Sei Q@ = )" B,, PB, > 0. Die o-Algebra G = o{By, By, ...} besteht aus
Mengen der Form C' =3 .; B,, I C N. Die Mengen B, heifilen Atome von G.

a) Sei A € F. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben G ist P(A|G)(w) = P(A|B,),
wenn w € B,. Dann ist P(A|G) auf B,, konstant, also G-messbar.
Fiir C'= 37, 7 Bn gilt:
E(lgla)=P(CNA) =3 P(BaNA) =3 P(B,)P(A|B,) = FlcP(A|G)

b) Sei X F-messbar und integrierbar. Der bedingte Erwartungswert von X gegeben G sei
FE(X|G)(w)= E(X|B,), wenn w € B,.
FirC=), B, €§ gilt
FElgX =3, F1p, X =3 i PB,E(X|B,) = E(1cE(X]G))
Eine G-messbare Funktion ist durch diese Beziehung f.s. eindeutig bestimmt.
Diese Charakterisierung ldsst sich auf den ,atomlosen® Fall verallgemeinern:

Satz 19.5 Sei G eine Sub-o-Algebra von F. Sei X F-messbare Zufallsvariable und integrierbar.
Dann ezistiert eine f.s. eindeutige G-messbare Funktion F(X|G), der bedingte Erwartungs-

wert von X gegeben G mit

Beweis: vC = El¢ X ist ein endliches und signiertes Mafl auf G nach Satz 6.2, und es gilt v < P
auf C. Nach Satz 7.5 existiert eine P-Dichte g von v mit vC' = Plgyg. Setze F(X|G)=¢. O

Beispiel 19.6 a) K(X|{0,Q})= FEX
b) E(X|o{A})= E(X|A)14+ F(X|A%)1 4 fs.
c) H(X|F)=X fs.

Beispiel 19.7 Q = Q) X Qy, F = F, ®@ Fy, P(dw) = P(dw;y)Ps(wy, dws)

Sei g = {Bl X QQ ZBl € fl}, es gllt P1B1 = P(B1 X Qg)

Sei X F-messbar und integrierbar. Setze E(X|G)(w) = [ X (w1, ws) Pa(wr, dwy).
Dann ist F(X|G) G-messbar, und nach Satz 8.4 gilt fir C'= By x Q3 € G:
FlX = [1g(w1) ([ X (w1, wz) Py (wy, dwy)) Py (dw)

= [ 1a@) E(X ) Pr(den) [ Pyfeor, dos) = E(1cE(X|9)

Definition 19.8 IstY : (Q,F)— (', F') messbar, so heifft F(Y) =YL F' die von'Y erzeugte
o-Algebra.

Lemma 19.9 Ist 7 : Q — IR F(Y)-messbar, dann gilt 7 = f oY fiir eine Borel-messbare
Funktion f: Q' — IR.
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Beweis: 1. Z =14, A=Y7IB, B F: Mit f=1ggilt foY =1goY = 14.
2. /= ZailAi: Setze f = Eai1B1‘7 A, =Y 'B;.
3. Z beliebig: Wéhle Z,wie in 2. mit Z,, — Z und f als Limes der zugehorigen f,. O

Satz 19.10 Der bedingte Erwartungswert E(X|F(Y)) ldsst sich schreiben als E(X|Y =y)oY.
Er ist charakterisiert durch

FlovemX = [ BXY = )P (dy

Beweis: a) Lemma 19.9 fiir Z = F(X|F(Y))
b) Elyyem X = Ely-15X = Ely-1gE(X|F(Y)) = ElgoY E(X|Y) 'Z* [, E(X|Y = y) P (dy)
m

Bemerkung 19.11 Sei Y unabhidngig von X. Dann gilt
E(X|Y)=FEX f.s.

Beweis: Elyep)X = P(Y € B)EX = PYBEX = [ EXPY (dy) O

20 Eigenschaften des bedingten Erwartungswerts

Im Folgenden seien X, Xy, Xo,... integrierbare und F-messbare Zufallsvariablen, G C F eine
Sub-a-Algebra. Die folgenden Aussagen gelten f.s.

Satz 20.1 a) F(aX;+ bX3|G) = aF(X4|G) + bFE(X3|G)
b) X1 < Xy = F(X1|G) < E(X,|G)
c) [E(X|9)] < E(X]]9)

Beweis: a) Fir C € G gilt: Elg(aX: + bX3) = aFleXy 4+ bE1c X, = aFlcE(X1]G) +
bE1cFE(X3|G) = Flo(aFE(X41|G) + bE(X1|G))

b) Fiir C € G gilt: E1cX; < FlgXs = ElgE(X1|G) < Bl E(X,|0)

¢) Wegen —|X| < X < |X|aus b). O

Satz 20.2 (Monotone Konvergenz) Wenn 0 < X, T X, dann E(X,|G) 1T E(X|G).

Beweis: F(X,|G) T nach Satz 20.1 b). Der Limes Z ist G-messbar.

Fiir C' € G gilt nach Satz 6.3 F1cE(X,|G) T FlcZ.

Andererseits E1cF(X,|G) = Fle X, T ElcX.

Also Fl¢Z = Fl1¢ X, also 7 = F(X|G). O
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Satz 20.3 (Dominierte Konvergenz) Wenn X,, — X und |X| < Z, Z integrierbar, dann
gilt
E(X4G) = E(X|G)

Beweis: Setze Y,, = supys,, | X — X|. Es gilt nach Satz 20.1 c)

[E(XA]9) = E(X|G)] < E(Ya|G)

z.z.: E(Y,]|G) 10

Es gilt Y, | 0. Also E(Y,|G) | nach Satz 20.1 b). Der Limes W ist nichtnegativ und G-messbar.
Wegen Y, < 27 folgt mit Satz 6.7:

0< EW < EE(Y,|G) = EY, — 0, also W = 0 fs. 0

Satz 20.4 [st Y G-messbar und XY integrierbar, dann gilt
E(XY|G)=YE(X|G)

Beweis:

.Y =1p, BEG: F1cXY = ElgasX = ElengE(X|G) = El1cY E(X|G), C € G

2. Y =>b1p,, B; €G:Satz 20.1 a) und 1.

3. Y >0: Wihle Y, 1Y, Y, wiein 2. Dann K (XY,|G) — F(XY|G) nach Satz 20.3. Andererseits
E(XY,|G) = Y, E(X|G) — Y E(X|G) O

Lemma 20.5 Sei I C IR offenes Intervall und f : I — IR konvex. Dann ezistieren Folgen
(an), (bn) mit
F(@) = suplanz + bn)

Satz 20.6 (Jensen-Ungleichung) Sei I C IR offenes Intervall und f : I — IR konvezx. Sei
X :Q— I F-messbar und integrierbar. Dann gilt

E(fo X|G) > fo E(XI[G)
Beweis:
1. E(X|G) € I:1st z.B. X > a,dann ist 0 > El(E(X|g)Sa)E(X—a|g) = EI(E(X|Q)$Q)(X—Q) >

0
2. f(z) =sup,(a,z + b,) = sup f,(z) wie in Lemma 20.5, also F(f o X|G) > E(a,z + b,|G) =
a, E(X|G)+ b, = fn 0 E(X|G). Jetzt sup iiber n. O

Satz 20.7 Sind G, C Gy Sub-o-Algebren von F, dann gilt
E(X|Gi) = E(E(X]G2)[61)

Beweis: Fiir C' € Gy gilt C' € Gy, also F1¢ K (X|Gy) = FlcX = F1gFE(X|G,) O
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21 Martingale; Optional Skipping
Gegeben sei im Folgenden immer (Q, F, P).

Definition 21.1 Seien Fy C Fy C ... Sub-o-Algebren von F. Seien Xy, Xo, ... integrierbare
Zufallsvariablen, X, F,-messbar. Dann heifit die Folge (X,,F,) ein Martingal, wenn

E(Xn41lFn) = Xn (f.5.)
Gilt 7> bzw. '<’, so heifit die Folge Sub- bzw. Supermartingal.

Bemerkung 21.2 Ist 7, = o(Xy,...,X,), dann ist nach Satz 19.11 die Definition des Mar-
tingals dquivalent zu (X, 41| Xy = 2y,..., X, = z,,) = 2, (fiir PXveXn fa zy .. Sy Tp).

Beispiel 21.3 Irrfahrt:

Seien Y1,Ys,... unabhingig mit Erwartungswert 0. Setze X, = >, Y, F, = o(Y1,...,Y,).
Dann ist (X, F,) ein Martingal, denn es gilt:

E(Xp1|Fn) = E(Xn 4+ Yoir |1, o, Yn) = Xn + E(Ynia|Yis- s Yn) = Xn + EYnr1 = Xy,

Beispiel 21.4 Seien Y1, Y, ... unabhingig, KY; = a; # 0. Setze X,, =[], f—z, Fn=0(Y1,...,Y,).
Dann ist (X, F,) ein Martingal, denn es gilt:
E(Xnp1|F) = E(Xa 25V, Vo) = Xa B2, L V) = X Bt = X,

nan+1 n Ap41

Beispiel 21.5 Sei Y F-messbar und integrierbar. Seien F; C F3 C ... Sub-o-Algebren von F.

Setze X,, = E(Y|F,). Dann ist (X,|F,) ein Martingal, denn es gilt:

E(Xpp1|F) = E(E(Y|Fop)|F2) & E(Y|F) = X,..

Bemerkung 21.6 (X, 7,) ist ein Submartingal genau dann, wenn F14X,,11 > F14X,,, A€
Fn.

Beweis: E(Xp11|Fn) > X, genau dann, wenn F14FE(X,p11|Fn) > F14X,, A € F,. Die linke
Seite ist aber gerade F14X,41. O

Bemerkung 21.7 Ist (X, F,) ein Submartingal, dann gilt F(X,+x|F,) > X,, k€ IN.

Beweis: Fiir k = 2 gilt: F(X,12|F,) = E(E(Xpyo|Fns1)|Fn) > E(Xng1|Fn) > X, O

Bemerkung 21.8 Ist (X, F,) ein Submartingal, so ist (X,,o(Xj,...,X,)) Submartingal.

Satz 21.9 Ist (X,,0(Xy,...,X,)) ein Martingal und gilt EX? < oo Vn, dann sind die Martingal-
Differenzen X1, X9 — X1, ... orthogonal.

Beweis: Setze Xo = 0. Fiir j < k gilt E(X; — X;21)(Xp — Xp—1) = FE((X; — X;210) (X —

20.4

Xk_1)|fj) = E((XJ — Xj_])E(Xk — )(k—1|‘7:j)) und E(Xk — Xk_1|fj) = Xj — )(j = 0 O
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Satz 21.10 Sei (X, F,) ein (Sub-)Martingal und f : IR — IR konvex (und nichifallend). Ist
fo X, integrierbar ¥n, dann ist (f o X,,F,) ein Submartingal.

Beweis: Nach Satz 20.6 gilt F(fo X,41|Fn) > fo F(Xpy1|Fn)
a) Submartingal: F(X,41|F,) > X,, f nichtfallend, also f o F(X,41|F,) > fo X,
b) Martingal: Wegen F(X,1+1|F,) = X, gilt fo F(X,,41|F,) = fo X,. O

Beispiel 21.11 1. Ist (X,,) Submartingal, dann auch (X,)
2. Ist (X,,) Martingal, p > 1 und X,, € L,, dann ist | X,|? ein Submartingal.

Satz 21.12 (optional skipping) Sei (X,,F,) Submartingal.
Fir B,, € B™ setze ¢, = 1((X1,--.,Xn)€Bn)v Y, =X+ E?:_ll €¢(XZ'+1 — Xﬁ)
Dann ist (Y,, F,) Submartingal, und FY,, < EX,.

Beweis:

a) E(Yn1|Fn) = E(Yn4en(Xns1 — X)|Fn) = Va4 en E(X g1 — Xl Fp) > Yeten(Xn—Xn) =

b) S;nXl = EYi Schreibe Xn+1 — Yn+1 = Xn+1 — Yn — 5n(Xn+1 — Xn) = (1 — gn)(Xn+1 — Xn) +
X, — Y.
Eann 5()(71+1 ~Yoi1|Fn) = (1 =€) E(X g1 — X F) + E(Xy = Yol F) > E(Xy, = Y, |F) =
AlT;o_EEL).(n+1 — V) > E(X, - Y,) > > E(X,—Y) =0 O

22 Stoppzeiten; Optional Sampling
Gegeben seien (Q,F, P) und Fy; C F, C ... als Sub-o-Algebren von F.

Definition 22.1 Fine Stoppzeit ist eine Zufallsvariable T : Q — INy (= INU {co}) mit
{T' <n}€Fn nelN

Bemerkung 22.2 T ist Stoppreit genau dann, wenn {T"=n} € F,, n € IN.

Beweis: =: {T=n}={T<n}—-{T<n-1}€F,
s {T<n}y=UL {T'=1}eF, O

Beispiel 22.3 Seien X, Xy, ... Zufallsvariablen. Die Eintreffzeit in B € B ist T = inf{n :
X, € B}; T ist Stoppzeit bzgl. F,, = o{X1,..., X, }.

Beweis: {T <n}=;_,{Xx € B} € F,.

Definition 22.4 Sei T Stoppzeit und A € F. Das Ereignis A tritt bis T ewin, wenn AN{T <
n} € F, fir n € IN.
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Bemerkung 22.5 dquivalent: AN{T =n} € F, fiir n € IN.

Bemerkung 22.6 Die Menge der bis I' eingetretenen Ereignisse ist eine o-Algebra, sie heifit
Fr.

Satz 22.7 (optional sampling) Sei (X, F,) ein Submartingal und Ty < Ty < ... Stoppzeiten
mit

1. X, integrierbar

Dann ist (X1, Fr,) ein Submartingal.

Beuweis:

1. Fr, C Fr, C...; X7, Fr,-messbar

2. EIAXTn+1 > EIAXTH fiir A € an:
Wegen A =J; AN{T, = j} geniigt es, D; = AN{T, = j} statt A zu betrachten.
Fﬁr k > ] gllt Ele/YTn+1 - Ef:] Eleﬂ{Tn+1:2}XTn+1 —I_ Elen{Tn+1>k‘}XTn+1 =
Efzj Elp,a(1,=00Xi + Elpn(Ta>k Xk — Elpa(T,, >k (Xk — X1,44)
Nun gllt fiir 7 = k: ElDJﬁ{T,H_l:k‘}Xk + ElD]ﬂ{Tn+1>k'}Xk7 = ElD]ﬁ{Tn+12k‘}Xk‘ Z
F1p,a{Tupi2ky Xe—1 wegen {1y >k} = {Thy1 <k =1} € Fpmy und Dj € Fj C F—r.
Ebenso fiir t = k — 1 u.s.w.

Insgesamt folgt K'1p Xv,,, > Flp ni7,,,51X) — ElD]n{Tn+1>k}(Xk - Xr,.,) n. Vor., und

n+1

—0, k—oo

es gilt D; N{Tp41 > j} = D; wegen T, = j auf D;. O

Bemerkung 22.8 Die Voraussetzungen an X, in Satz 22.7 gelten, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

a) Die Stoppzeiten sind beschrinkt
b) sup|X,| ist integrierbar

Beweis:
a) 1. Sei 1, < Kp. Dann E|X7,| =37 cpo Bl(p,=|Xi| <3250k, EIXi| < oo
2.{T > k} =0 fiir k > K, - -
b) 1. F|X71,| < Fsup|X,| < oo
2. El(Tn>k)|Xk| < El(Tn>k) sup |Xn| — 0, k — oo O



23. SUBMARTINGAL-KONVERGENZSATZ 35

23 Submartingal-Konvergenzsatz

Sei (X1, F1), ..., (Xy, Fn) ein Submartingal; es gelte a < b.

Setze die Stoppzeiten Ty = min{j : X; < a} (erstes Downcrossing), T, = min{j > T; : X; > b}
(erstes Upcrossing), T5 = min{j > Ty : X; < a} (zweites Downcr.) etc. bis T .

Die Anzahl der Upcrossings ist Uy,qp = [g]

Satz 23.1 (Upcrossing-Ungleichung; Doob) Ist (Xy,Fy)...,(X,,F,) ein Submartingal und
a < b, so gilt
E(X,—a)t

EUpab S
b—a

Beweis:

1. Gelte X1,..., X, >0, a=0
Dann X7, = 0 fiir j ungerade, 1 < T; < n. Setze Ty = 1, T; = n fiir j > N. Schreibe
X, — X, =X, — Xq, = ;:—g(me - Xr;).
Fiir ungerade j gilt

< > b>0= XTj
j = N: XTJ+1 :XTLZO:XT]

> = X, = X7,
Y X=X > Y (Xt — X1y) 2 bUnos
7 ungerade 3 u;gi\;adg

Nach Satz 22.7ist (X, Fr,), - .(XT,, Fr,) ein Submartingal, also gilt K (Xr,,, — X,
also B(X, — X1) > F > (Xq,, — X7;) > bEUno

7 ungerade

) >0,

2. Allgemeiner Fall:
Die Anzahl der Upcrossings von X, auf [a,b] ist gleich der Anzahl der Upcrossings von
(X, —a)T auf [0,b6—a] und (X, —a)T ist nach Satz 21.10 ein Submartingal. Mit 1. folgt die
Behauptung. O

Satz 23.2 (Submartingal-Konvergenzsatz) Sei (X,,,F,), n = 1,2,... ein Submartingal
und sup EX;} < oo. Dann existiert ein integrierbares X o, mit X, — Xo f.s.

Beweis:

1. Existenz: .
Sei Uyp = sup,, Unap. Nach Satz 23.1 gilt FU,qp < E(Xn aa) < Cbt[f'

Also KU, < oo mit Satz 6.3 und somit U, < oo f.s.; also P(X, konvergiert nicht) =
PlJ a<s {liminf X,, < a < b < limsup X,,} = 0.

a,be

2. Integrierbarkeit:
1X| = Xt 4X~ =2XT—(X+t—X") = 2XT— X, somit E|X,| = 2EXF — EX,, < 20— EX),
also mit Lemma 6.6 E|X | < sup F|X,| < co. O




Anhang A

Die wichtigsten Verteilungen

Verteilung | Bezeichnung P(X =k) Dichte
Gleich Ua L fiir [A| =n Arla(z)
Bernoulli By, 1:p,0: 1—-p
Binomial B, (Z)Pk(l P)n_k
neg. Binomial B, (k:fIl p"(1—p)k k>0
Geometrische Gy p(1 — p)k-!
KY(N-K
Hypergeom. Hy kn %&”)_L)
Poisson P, e_’\ﬁ, k>0
Exponential E, 1’6_3‘"/& x>0
Gamma | abll(b)xb_le_”‘"/a :v2> 0
Normal N, o \/QI_M exp( (302_6’3) )
Cauchy Cy Tr(a;fl_xg)
Verteilung | Erwartungswert Varianz Char. Funktion
Ua PA PA — (PA)? | 222 fiir A = (—a,a)
Bip p p(1-p) L+ p(e” = 1)
Bup np np(l - p) (1+p(e’ = 1))"
- n(l-—p) n(1—p) n
By ; e (=gper)
G L 1-p pe!
’ i K KON N 1= (t=p)e”
HN K ny NN N-T ‘
P, A A eAMEt=1)
E, a a? (1 — ait)™!
| S ab a?b (1 - ait)™®
N, o2 I o? cithe=3t°0?
, / / el
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