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5. SeienX1, . . . , Xn unabhängig und auf dem Intervall (0, ϑ) gleichverteilt;
ϑ > 0 sei unbekannt.
Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer ϑ̂ und zeigen Sie, dass er
stochastisch gegen ϑ konvergiert. Wie ist n(ϑ− ϑ̂) asymptotisch verteilt?

6. a) Sei g : Rd → Rk messbar und ϑ̂ ein Maximum-Likelihood-Schätzer
für ϑ ∈ Θ. Setze Θη := {ϑ ∈ Θ : g(ϑ) = η} und M(η) := supϑ∈Θη

`(ϑ) für

η ∈ g(Θ). Dann wird M(η) in η̂ = g(ϑ̂) maximal.
b) Seien X1, . . . , Xn Nµ,1-verteilte Beobachtungen mit unbekanntem µ. An-
statt der Beobachtungen notieren wir jedoch nur, ob die Beobachtungen
kleiner als Null sind. Bestimmen Sie hiermit einen Maximum-Likelihood-
Schätzer für µ.

7. Seien (Y1, Z1), . . . , (Yn, Zn) unabhängige und identisch verteilte zwei-
dimensionale Zufallsvektoren, so dass Y1 und Z1 unabhängig und exponenti-
alverteilt sind mit Parametern λ > 0 bzw. µ > 0.

a) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer von (λ, µ).

b) Angenommen wir beobachten nur Xi = min{Yi, Zi} und ∆i mit

∆i =

{
1 , Yi ≤ Zi

0 , Yi > Zi
.

Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schätzer von (λ, µ).

Hinweis: Maximieren Sie in b) die Likelihood-Funktion

`(λ, µ) =
n∏
i=1

∂P (Xi ≤ xi,∆i = di)

∂xi
, di ∈ {0, 1}.

8. Sei X ein Zufallsvektor mit positiv de�niter Kovarianzmatrix, dessen
Komponenten alle den gleichen Erwartungswert haben. Dann erhält man
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einen Schätzer als Konvexkombination der Schätzer der Erwartungswerte.
Benutzen Sie diesen Ansatz, um einen Schätzer für den Erwartungswert zu
bestimmen, der eine möglichst kleine (asymptotische) Varianz besitzt. Wie
ist er asymptotisch verteilt?
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